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Для краткости будем называть сферой расширенную комплексную плоскость :
∧
= ∪∞C C , кото-

рая, как известно, гомеоморфна сфере. Обозначим через R конечнолистную повeрхность наложе-
ния (накрытие) сферы z

∧
C . Это накрытие является замкнутой римановой поверхностью конечного 

рода ρ. Точками поверхности R можно считать пары ( , )z w
∧ ∧

∈ ×C C, связанные неприводимым алге-
браическим уравнением ( , ) 0f z w = . Поверхность R гомеоморфна сфере только тогда, когда 0ρ =   
(а по теореме Римана она и конформно эквивалентна сфере). Кроме числа листов накрытия, счита-
ем известными координаты проекций на сферу z

∧
C  всех точек ветвления и подстановки, описыва-

ющие законы перехода с листа на лист при обходе каждой точки ветвления. По этим данным тре-

буется найти аналитическое выражение для конформного гомеоморфизма wR
∧

→C , что сводится  
к нахождению уравнения ( , ) 0f z w = .

Напомним, что конформность в точках ветвления понимается как конформность в обычном 
смысле после перехода к соответствующим локальным координатам. Конкретизируя постановку, 
обозначим через n число листов данного накрытия, а через zω  – его индекс разветвления. Род на-
крывающей поверхности R вычисляется по известной формуле Римана – Гурвица 1

2
z nω

ρ = − + . 

Так как мы рассматриваем только накрытия рода 0ρ = , то должно быть 2( 1)z nω = − . Над каждой 

точкой zz
∧

∈C  (кроме проекций точек ветвления) лежат n точек поверхности R, а искомое отобра-

жение wR
∧

↔C  – биективное. Поэтому каждому zz
∧

∈C  соответствуют n различных или частич-
но совпадающих значений ww

∧
∈C . Отсюда следует, что полученное таким образом отображение 
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( , )w z w z↔ →  является рациональной функцией степени n от w. Представив его в виде несокра-
тимой дроби

 

( )
( )

P wz
Q w

= − , (1)

заключаем, что ( )P w  и ( )Q w  – полиномы степеней не выше n, причем степень хотя бы одного из 
них точно равна n. Таким образом, искомая отображающая функция удовлетворяет неприводи-
мому алгебраическому уравнению

 ( ) ( ) 0 .P w zQ w+ =  (2)

Зададим проекции всех точек ветвления в виде

 1 2 10, , , , .n nz z z z−= = ∞  
При каждом 1, , 1k n= −  в качестве подстановки, описывающей закон перехода точки ( , )z w   

с листа на лист при обходе точки kz , возьмем транспозицию ( , 1)k k + . Это означает, что после 
однократного обхода точкой z вокруг точки kz  соотвтетствующая точка ( , )z w  переходит с k -го 
листа на ( 1)k + -й (или обратно), а точки ( , )z w , лежащие на других листах, остаются на тех же  
листах. Такое задание гарантирует связность поверхности R, а вклад в индекс разветвления  
от каждой точки kz  при 1, , 1k n= −  равен 1. Значит, вклад и индекс разветвления от всех точек kz  
при 1, , 1k n= −  равен 1n − . Таким образом, над точкой z = ∞ имеем полный цикл, т. е. единствен-
ную точку римановой поверхности R.

Следующей задачей является составление уравнений, которым должны удовлетворять ко-
эффициенты многочленов ( )P w  и ( )Q w . С этой целью сначала потребуем, чтобы искомая отобра-
жающая функция удовлетворяла следующим условиям: (0,0) 0, ( , )∞ ∞ ∞  , причем счита-
ем, что точка ветвления (0,0) лежит на первом и втором листах. Эти условия гарантируют един-
ственность (с точностью до постоянного множителя) отображающей функции. Так как искомое 
отображение ( , )z w w↔  – биективное, а ( , )∞ ∞ ↔∞, то z должно быть конечным при конечных 
значениях w. Поэтому в (1) должно быть ( ) const 0Q w ≡ ≠ . Полагая ( ) 1Q w ≡ , приведем уравнение 
(2) к виду

 ( , ) ( ) 0f z w P w z≡ + = . (3)

Остается только указать способ вычисления коэффициентов полинома

 
1 2

1 2( ) n n
nP w w a w a w−
−≡ + + + . 

С этой целью обратимся к кольцу целых элементов поля алгебраических функций [1], порож-
денного уравнением (3). Базис этого кольца называется фундаментальным базисом. По исходным 
данным легко вычисляется его дискриминант 2 1( ) ( )nz z z z z −− − .

Как известно [1], с точностью до постоянного множителя он не зависит от выбора фунда-
ментального базиса поля, а зависит только от примитивной пары( , )z w , порождающей это поле. 
В теории алгебраических функций [1] устанавливается связь между фундаментальным базисом  
и характером особых точек алгебраической кривой ( , ) 0f z w = : степенной базис 1[1, , , ]nw w −

   яв-
ляется фундаментальным, если и только если кривая не имеет конечных особых точек. Особыми 
точками алгебраической кривой называются решения следующей системы уравнений:

 
( , ) ( , )( , ) 0f z w f z wf z w

w z
∂ ∂

= = =
∂ ∂

. 

Так как для кривой (3) 1f
z
∂

≡
∂

, то для нее эта система несовместна, и потому степенной базис 
является фундаментальным. Значит, дискриминант фундаментального базиса можно вычислить 
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как результант полинома (3) и его производной ' 1 2
1 2( ) ( 1) 2n n

nP w nw n a w a w− −
−= + − + + . Таким 

образом, при некотором 0λ ≠  должно выполняться следующее тождество:
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Приравнивая здесь коэффициенты при 1,nz −  получим .nnλ =  Сократив затем равенство дис-
криминантов на z и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях переменного z, полу-
чим систему из ( 2)n −  нелинейных алгебраических уравнений для нахождения чисел 1 2, , na a − . 
Система имеет конечное множество решений, среди которых есть искомое. Посторонние решения 
могут здесь появляться потому, что система не изменяется при всевозможных перестановках про-
екций точек ветвления  2 1, , .nz z −  К тому же нумерация листов римановой поверхности в системе  
не учитывается, однако на проблеме отделения нужного нам решения от посторонних здесь не оста-
навливаемся.

Построим в качестве примера конформный гомеоморфизм на сферу w
∧

C  трехлистного накры-
тия R сферы ,z

∧
C  проекции точек ветвления которого находятся в точках 0, 1 и ∞. Пусть при обходе 

точки 0z =  листы переходят друг в друга по закону 
1 2 3
2 1 3
 
 
 

, а при обходе точки z = 1 – по закону 
1 2 3

.
1 3 2
 
 
 

 Отображающую функцию подчиним условиям: (0,0) 0,  ( , )∞ ∞ ∞   . Поверхность R 

связна, рода нуль, так что искомое отображение существует. Дискриминант фундаментального 
базиса равен ( 1)z zλ − . Уравнение (3) в данном случае имеет вид
 3 2 0w aw z+ + = ,

 

где a – неизвестный коэффициент. Для его вычисления приравняем различные выражения для 
фундаментального базиса

 

1 0 0
0 1 0

( 1) .3 2 0 0 0
0 3 2 0 0
0 0 3 2 0

a z
a z

z za
a

a

≡ λ −  (4)

Приравнивая здесь коэффициенты при z2, находим 27.λ =  Подставив это в (4) и сократив 
на z, получим уравнение 3 27 ,

4
a =  дающее для a три значения 3

3
4

a =  и 2,3 3
3 exp( 2 / 3).
4

a i= ± π  
Соответственно получаем три уравнения

 
3 2 3 2

3 3
3 30 , exp( 2 / 3) 0.
4 4

w w z w i w z+ + = + ± π + =  (5)



Если в последних двух уравнениях сделать замену 1 exp( 2 / 3),w w i= ± π  то получим 
3 2
1 13

3 0.
4

w w z+ + =  Итак, решения уравнений (5) отличаются друг от друга лишь постоянными 

множителями. Значит, с точностью до постоянного множителя решение – единственное и дается  
в виде уравнения 3 2

3
3 0.
4

w w z+ + =   Распорядившись произволом в выборе постоянного множи-

теля, преобразуем полученное уравнение к виду, не содержащему иррациональности. С этой целью 
сделаем замену 3 2w = ζ , и тогда полученное уравнение преобразуется к виду 3 22 3 0zζ + ζ + = .
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