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Получены формулы вычисления по матрице Коши линейной дифференциальной системы точной верхней грани-
цы подвижности вверх нижних показателей Боля и точной нижней границы подвижности вниз верхних показателей 
Боля ее решений при малых возмущениях коэффициентов системы. Доказано, что при малых возмущениях коэффи-
циентов системы первая из указанных границ устойчива вверх, но неустойчива вниз, а вторая – устойчива вниз, но 
неустойчи ва вверх.
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Using the Cauchy matrix, the formulas for calculation of the linear differential system of the exact upper bound of the 
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Введение. Обозначим через n   класс линейных дифференциальных систем

 = ( ) , , 0,nx A t x x t∈ ≥    (1)

размерности 2n ≥   с равномерно ограниченными (sup{|| ( ) || : 0} <A t t ≥ +∞) и кусочно-не пре рыв-
ными на временнόй полуоси 0t ≥   матрицами коэффициентов. Будем отождествлять систему (1)  
и ее матрицу коэффициентов и вследствие этого писать .nA∈  Считаем, что на множестве 

n  задана метрика udist ( , )⋅ ⋅  равномерной сходимости на полуоси коэффициентов, т. е. 
udist ( , ) sup{|| ( ) ( ) || : 0}.A B A t B t t= − ≥  Для системы (1) через ( )A  обозначим совокупность всех 

ненулевых ее решений, а через ( , )AX ⋅ ⋅  – ее матрицу (оператор) Коши.
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Нижним [ ]xβ   и верхним β[ ]x   показателями Боля ненулевого решения ( )x ⋅  системы (1) называ-
ются величины 

 

( )1[ ] = lnlim
( )t

x tx
t x− τ→+∞

β
− τ τ

 

 

   и  1 || ( ) ||[ ] lim ln .
|| ( ) ||t

x tx
t x−τ→+∞

β =
− τ τ

  (2)

Асимптотические характеристики (2) естественно возникают при рассмотрении различных 
вопросов теории показателей Ляпунова, хотя их применение в этой теории и носит вспомога-
тельный характер. Вследствие эпизодического использования показателей Боля у разных авторов 
они носили различные названия: нижний (верхний) равномерные показатели [1], нижний (верх-
ний) минимальный (максимальный) показатели [2], нижний (верхний) генеральные показатели  
[3, с. 171–172]. Называть величины (2) показателями Боля предложено в работе [4], что историче-
ски справедливо, хотя сам П. Г. Боль рассматривал несколько другие, но схожие с (2) асимптоти-
ческие характеристики (см. определяемый в (3) показатель 0 ( )AΩ  ). К настоящему времени такое 
название для числовых характеристик (2) стало общепринятым. 

Показатели Боля как функции начального (при 0t = ) вектора решений для систем из n  пол-
ностью описаны в работе [5] (см. также [6]). Чтобы сформулировать это описание, определим для 

системы (1) так называемые [5] ее нижнюю ( )
A

β ⋅   и верхнюю β ( )A ⋅   функции Боля, действующие  
из \{0}n  в ,  поставив в соответствие каждому вектору α \{0}n∈   соответственно нижний  
и верхний показатели Боля решения ( )x ⋅  системы (1) с начальным вектором (0) α.x =   Для того что-
бы функция ( ) : \ {0}nf ⋅ →  являлась младшей (старшей) функцией Боля некоторой системы из 

n , необходимо и достаточно [5], чтобы она удовлетворяла следующим трем условиям: 1) функ-
ция f ограничена; 2) для всех ненулевых вещественных r и любого вектора α \{0}n∈   справедли-
во равенство (α) = ( α)f f r ;  3) для каждого q∈  прообраз 1([ , ))f q− +∞  полуинтервала [ , )q +∞  при 
отображении f является σF  -множеством ( δG  -множеством). 

К определению показателей Боля решений системы (1) близко определение ее генеральных 
или, как их еще называют, особых показателей. Верхним 0 ( )AΩ   и нижним 0ω ( )A   генеральными 
(особыми) показателями системы (1) называются [3, с. 172, 175; 7, с. 109–110] величины 
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  (3)

Иногда, как, например, в [3, с. 172, 175] или [8, с. 87, 89], при вычислении пределов в соотношени-
ях (3) и/или (2) к условию τt − → +∞  добавляют еще дополнительное условие τ .→+∞   Дока за-
тельство того, что это дополнительное условие не изменяет (по меньшей мере для систем из n ) 
величин (2) и (3), приведено в доказательстве теоремы 1 работы [5].

Показатели (3) (точнее, первый из них) введены П. Г. Болем [9; 10, с. 461] и независимо и из 
других соображений К. П. Персидским [11; 12, с. 94] (см. также [3, с. 172; 7, с. 109–111]). Позже, 
обобщая результаты А. М. Ляпунова по устойчивости движения на системы в банаховом простран-
стве, к понятию генеральных показателей пришел М. Г. Крейн [3, с. 213; 13; 14]. Основные свой-
ства показателей (3), делающие их одними из главных асимптотических характеристик линейных 
дифференциальных систем, следующие. Для (нелинейной) системы отрицательность верхнего  
генерального показателя ее системы первого приближения, если последняя принадлежит классу 

n , является [9] необходимым и достаточным условием устойчивости при постоянно действу-
ющих возмущениях, а также [11] необходимым и достаточным условием равномерной устойчи-
вости по первому приближению. Отрицательность верхнего генерального показателя линейной 
системы – достаточное условие [11] ее равномерной устойчивости и необходимое и достаточное 
условие равномерной устойчивости всех систем из некоторой ее окрестности (в метрике udist ( , )⋅ ⋅ ). 
Кроме того, точная верхняя грань показателей Ляпунова всех обобщенных решений системы (1)  
с равномерно непрерывной на полуоси матрицей коэффициентов совпадает с верхним генеральным 
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показателем этой системы [15]. Ряд результатов о показателях (2) и (3) линейных дифференциаль-
ных систем на линейные разностные системы перенесен А. Чорником и М. Незабитовским (см., 
напр., [16, 17], а также имеющуюся в них библиографию, в которой содержится достаточно пол-
ный перечень работ по применению генеральных показателей и показателей Боля к исследованию 
свойств разностных систем).

Чтобы описать связь между генеральными показателями (3) системы (1) и множеством зна-
чений, принимаемых показателями Боля (2) ее решений, удобно ввести две величины – точные 
нижнюю и верхнюю границы показателей [ ]xβ   и β[ ]x  , ( ),x A∈  соответственно: 

 

def

( )
β ( ) β [ ]inf

x A
i A x

∈
=


   и  

def

( )
β ( ) β[ ],sup

x A
s A x

∈
=


  (4)

которые назовем соответственно младшим нижним и старшим верхним показателями Боля сис
темы (1) (вообще говоря, вследствие приведенного выше результата работы [5] эти показатели 
могут не реализовываться ни на одном решении системы (1): такой системой является система (1), 
множество значений нижней (верхней) функции Боля которой не содержит своей точной нижней 
(верхней) грани). Очевидны неравенства 

 0ω ( ) β ( )A i A≤    и  0β( ) ( ).s A A≤ Ω   (5)

Никаких других, кроме (5), соотношений между величинами (3) и (4) на классе n  не существу-
ет [5]: каковы бы ни были два вещественных числа b и  (числа b и )B , связанных неравенством 
b B≥  (b B≤ ), в классе n  существует система (1), для которой β ( )i A b=   и 0ω ( ) =A B  (соответ-
ственно β( )s A b=   и 0 ( )A BΩ =  ). В работе [5] получен даже несколько более общий результат, 

дающий полное описание каждой из пар 0( β ( ), ω ( ))
A

A⋅   и 0(β ( ), ( ) ),A A⋅ Ω   ,nA∈  следствием 
которого является приведенное выше утверждение.

Вместе с тем Р. Э. Виноградом в работе [4] получена следующая важная характеризация ге-
неральных показателей (3) системы (1), устанавливающая их связь с показателями Боля (2) воз-
мущенных систем: верхний (нижний) генеральный показатель 0 ( )AΩ   ( 0ω ( )A  ) системы (1) есть  
точная верхняя (нижняя) грань верхних (нижних) показателей Боля ненулевых решений систе
мы (1) при сколь угодно малых возмущениях ее матрицы коэффициентов. Другими словами, рас-
смотрим наряду с системой (1) возмущенные системы 

 = ( ( ) ( )) , , 0,nx A t Q t x x t+ ∈ ≥   (6)

с кусочнонепрерывной и равномерно ограниченной на полуоси матрицейвозмущением ( )Q ⋅  
(обозначим || || sup{|| ( ) ||: 0}Q Q t t= ≥ ). Тогда имеют место равенства [4]: 

 0
0 || ||

ω ( ) lim inf β ( )
Q

A i A Q
ε→+ ≤ ε

= +    и  0
0 || ||

( ) lim sup β( ).
Q

A s A Q
ε→+ ≤ ε

Ω = +   (7)

Постановка задачи. Прежде чем ввести некоторые аналогичные рассмотренным выше асим-
птотические характеристики системы (1), с которыми связана решаемая в данной статье задача, 
укажем геометрический смысл показателей (3). Хорошо известно, что для произвольной невырож-
денной n n× матрицы X справедливы соотношения (см., напр., [18, с. 22]) 

 
\{0}

|| || || ||max
|| ||n

X X
ξ∈

ξ
=

ξ


   и  1 1

\{0}

|| || || ||min || ||n

X X − −

ξ∈

ξ
=

ξ


  

(норма вектора евклидова, норма матрицы спектральная; первое из этих равенств – определе-
ние спектральной нормы, второе равенство – простое следствие первого). Другими словами, 

X  и 1 1|| ||X − −  – это, соответственно, большая и малая полуоси ( 1)n − мерного эллипсоида 
1{ : || || 1},n X −ξ∈ ξ =   порождаемого линейным отображением X. Поэтому с геометрической точки 
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зрения верхний 0 ( )AΩ   и нижний 0ω ( )A   генеральные показатели системы (1) – это асимптотиче-
ски точные при τt − → +∞  крайние границы изменения в логарифмической шкале полуосей се-
мейства эллипсоидов, порождаемых семейством линейных отображений ( , τ)AX t   (показатель 

0 ( )AΩ   – точная верхняя граница больших полуосей, а показатель 0ω ( )A   – точная нижняя гра
ница малых полуосей этого семейства эллипсоидов при τt − → +∞ ). С этой точки зрения пред-
ставляется естественным наряду с величинами (3) рассмотреть [19] также и величины 

 0
1( ) lim ln|| ( , τ) ||

τ A
t

A X t
t−τ→ +∞

Ω =
−

   и  10 11ω ( ) lim ln || ( , τ) || ,
τ At

A X t
t

− −

−τ→ +∞
=

−
  (8)

дающие асимптотически точные при τt − → +∞ , соответственно, нижнюю границу изменения 
больших полуосей и верхнюю границу изменения малых полуосей в логарифмической шкале 
семейства эллипсоидов, порождаемых семейством линейных отображений ( , τ),AX t   τ 0t ≥ ≥  . 
Величины (3) и (8) дополняют друг друга и дают асимптотически точные двусторонние оценки 
изменения норм || ( , τ) ||AX t   и 1|| ( , τ) ||AX t−   при τt − → +∞ . Показатели 0 ( )AΩ   и 0ω ( )A   называются 
[19] соответственно старшим нижним и младшим верхним генеральными (особыми) показателя-
ми; по этой же терминологии показатели 0 ( )AΩ   и 0ω ( )A   – это старший верхний и младший ниж-
ний генеральные (особые) показатели. Принятый способ обозначения величин (3) и (8) (как  
и определяемых ниже величин (11) и (28)) состоит в следующем (мнемоническое правило): про-
писная Ω и строчная ω буквы указывают, что величина относится соответственно к || ( , τ) ||AX t    
и к 1 1|| ( , τ) || ,AX t− −   τ,t ≥   а индекс «0» вверху или внизу – что при этом берутся равномерные верх-
ний или нижний пределы соответственно. 

По аналогии с равенствами (4) рассмотрим также точные верхнюю и нижнюю границы по-
казателей [ ]xβ   и β[ ]x  , ( )x A∈ : 

 
def

( )
β ( ) sup β [ ]

x A
s A x

∈
=


   и  

def

( )
β( ) inf β[ ],

x A
i A x

∈
=


  (9)

которые назовем соответственно старшим нижним и младшим верхним показателями Боля сис
темы (1) (по той же причине, что и для показателей (4), эти показатели, вообще говоря, могут  
не реализовываться ни на одном решении системы (1)). 

Показатели (8) введены в обзорной статье авторов [19], мотивировка рассмотрения этих вели-
чин описана выше. В этой же статье [19] авторы, основываясь только на формулах (7) и указанной 
выше аналогии величин (3) и (8), привели без доказательства, вследствие обзорного характера 
указанной работы, следующие аналогичные (7) формулы, связывающие показатели (8) системы 
(1) и показатели (2) возмущенных систем (6): 

 0
0 || ||

ω ( ) lim inf β ( )
Q

A i A Q
ε→+ ≤ ε

= +    и  0
0 || ||

( ) lim sup β ( ),
Q

A s A Q
ε→+ ≤ ε

Ω = +   (10)

посчитав, что доказательство этих равенств полностью аналогично доказательству равенств (7) 
из работы [4], и даже приписав такое доказательство работе [4]. Эти же формулы повторены за-
тем во введении к статье [20] и использовались в доказательстве ее теоремы 1. Оказывается, как 
будет показано ниже в теореме 2 данной работы, равенства (10) в общем случае места не имеют. 
Поэтому вопрос о справедливости утверждения теоремы 1 из [20] для старшего нижнего и млад-
шего верхнего показателей Боля остается открытым.

Точное представление через матрицу Коши системы (1) правых частей равенств (10) дает-
ся теоремой 1 настоящей работы. В теореме 5 изучается поведение показателей 0ω ( )A   и 0 ( )AΩ  ,  
а в теоремах 3 и 4 – поведение введенных ниже показателей 0

*ω ( )A   и *
0 ( )AΩ   под действием малых 

возмущений матрицы A коэффициентов системы.
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Основные результаты. Введем величины: 

 

def
*
0

1

1( ) ln || ( , ( 1) ) ||limlim ( )

k
A

T k m i m
A X iT i T

k m T→+∞ − →+∞ = +
Ω = −

−
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(11) 
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10 1

*
1

1ω ( ) ln || ( , ( 1) ) || ,lim lim ( )

k

A
T k m i m

A X iT i T
k m T

− −

→+∞ − →+∞ = +
= −

−
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где , .k m∈  Корректность определения величин (11) (т. е. то, что внешний предел в правых ча-
стях равенств (11) существует) будет установлена в ходе доказательства теоремы 1. Прямое,  
не зависящее от доказательства теоремы 1, доказательство корректности можно получить анало-
гично тому, как это сделано в [21, с. 49–50] для центральных показателей.

Введенные величины и являются искомыми точными границами подвижности нижних (верх-
них) показателей Боля решений системы (1) вверх (вниз) при малых возмущениях ее матрицы 
коэффициентов, как это показывает 

Т е о р е м а  1. Имеют место равенства 

 *
0

0 || ||
lim sup β ( ) ( )

Q
s A Q A

ε→+ ≤ ε
+ = Ω   и 0

*0 || ||
lim inf β ( ) ω ( ).

Q
i A Q A

ε→+ ≤ ε
+ =  . (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как мы не предполагаем доказанным существование внешнего 

предела в правых частях равенств (11), обозначим через  *
0 ( )AΩ   и *

0 ( )AΩ   величины, получающиеся 
заменой в первом из равенств (11) lim

T →+∞
 на lim

T →+∞
 и lim

T →+∞
 соответственно, а через 0

*ω ( )A   и 0
*ω ( )A   – 

величины, получающиеся такой же заменой во втором из равенств (11).
1. В этой части доказательства установим справедливость неравенств 

 *
00 || ||

lim sup β ( ) ( )
Q

s A Q A
ε→+ ≤ ε

+ ≤ Ω    и  0
*0 || ||

lim inf β ( ) ω ( ).
Q

i A Q A
ε→+ ≤ ε

+ ≥   (13)

1.1. Для доказательства первого из неравенств (13) обозначим через ( ),R t  0,t ≥  какую-либо 
верхнюю функцию [4; 7, с. 103, 115; 22] системы (1), т. е. ограниченную измеримую функцию ( ),R t  

0,t ≥   такую, что для всех 0t s≥ ≥  выполняется оценка 

 || ( , ) || exp ( )d
t

A R
s

X t s C R≤ α α∫  , (14)

где RC  – некоторая постоянная (зависящая, вообще говоря, от выбора функции ( )R ⋅ ). Запишем 
решение возмущенной системы (6) по формуле Коши вариации постоянных: 

 τ
( ) ( , τ) (τ) ( , ) ( ) ( )d , τ .

t
A Ay t X t y X t s Q s y s s t= + ≤∫  .

 

Перейдя в этом представлении к нормам и учитывая неравенства || || εQ ≤   и (14), получим 

 τ τ
|| ( ) || || (τ) || exp (α)dα exp (α)dα ε|| ( ) || d ,

t t t
R R

s
y t C y R C R y s s

 
≤ +  

  
∫ ∫ ∫  

или, обозначив 
0

( ) || ( ) || exp (α)dα ,
t

u t y t R
 

= − 
  
∫   – что 

τ
( ) (τ) ε ( )d .

t
R Ru t C u C u s s≤ + ∫   Из последнего не-

равенства по лемме Гронуолла – Беллмана [7, с. 517] ( ) (τ)exp{ ε ( τ)},R Ru t C u C t≤ −   или, возвра-
щаясь к исходным обозначениям, 

 
τ

|| ( ) || exp ( )d ε ( τ)
|| (τ) ||

t
R R

y t C R s s C t
y

 
≤ + − 

  
∫   (15)
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для всех τ 0.t ≥ ≥   Перейдя в неравенстве (15) к нижнему пределу при ,t − τ→ +∞  получаем для 
любого решения ( ) ( )y A Q⋅ ∈ +   возмущенной системы (6) с || || εQ ≤   оценку сверху его нижнего 
показателя Боля: 

 τ τ

1β [ ] ε ( )d .lim
τ

t
R

t
y C R s s

t− →+∞
≤ +

− ∫   (16)

Верхней функцией системы (1) является, например, [4; 7, с. 116; 22] функция 

 

[ / ]
1

0
( ) ln || ( , ( 1) ) ||,

t T
T A

i
R t T X iT i T−

=
= −∑  (17)

где > 0T  – фиксировано и может быть выбрано любым, а [ ]⋅  – целая часть числа (постоянная 
2

T
aT

RC e≡  ). Тогда, взяв в неравенстве (16) функцию ( ) ( )TR t R t≡  и, считая, что t и τ пробегают 
последовательности ( ) kkT ∈ и ( )mmT ∈ соответственно, получаем 

 
2

1

1β [ ] ε lim ln || ( ,( 1) ) ||
( )

kaT
A

k m i m
y e X iT i T

k m T− →+∞ = +
≤ + −

−
∑  

 

для любого решения ( ) ( ),y A Q⋅ ∈ +   если || || ε.Q ≤   Поэтому 

 0 || || 1

1lim inf β ( ) lim ln || ( ,( 1) ) ||
( )

k
A

Q k m i m
s A Q X iT i T

k m Tε→+ ≤ ε − →+∞ = +
+ ≤ −

−
∑  

 

для любого фиксированного > 0.T  Теперь, перейдя в правой части полученного неравенства к ниж-
нему пределу при ,T →+∞  придем к первому из неравенств (13).

1.2. Второе неравенство в (13) в ситуациях, схожих с рассматриваемой, (например, для нижних 
центральных показателей) обычно доказывается на основании соответствующего аналога первого 
неравенства в (13) переходом к системе, сопряженной системе (1). Мы докажем это неравенство 
непосредственно, независимо от первого неравенства (13). Эти же рассуждения можно использо-
вать также для прямых оценок снизу других асимптотических характеристик (например, нижнего 
или младшего центральных показателей), без обращения к сопряженной системе.

Пусть ( ),r t  0,t ≥  – какая-либо нижняя функция [4; 7, с. 103, 115; 22] системы (1), т. е. ограни-
ченная измеримая на полуоси функция ( ),r t  0,t ≥  такая, что для всех 0t s≥ ≥  выполняется оценка 

 1|| ( , ) || exp (α)dα,
s

rA
t

X t s c r− ≤ ∫   (18)

где rc  – некоторая постоянная (зависящая, вообще говоря, от выбора функции ( )r ⋅ ). Запишем ре-
шение ( ),y t  0,t ≥  возмущенной системы (6) по формуле Коши вариации постоянных: 

 

τ
(τ) (τ, ) ( ) (τ, ) ( ) ( )d , τ ,A A

t
y X t y t X s Q s y s s t= + ≤∫  

 

и, перейдя в этом представлении к нормам, придем к неравенству

 τ
|| (τ) || || (τ, ) |||| ( ) || || (τ, ) |||| ( ) |||| ( ) || d , τ .

t
A Ay X t y t X s Q s y s s t≤ + ≤∫  .

Теперь, учитывая неравенства || || εQ ≤   и (18), получим 

 

τ τ

τ
|| (τ) || || ( ) || exp (α)dα exp (α)dα ε || ( ) || d ,

t
r r

t s
y c y t r c r y s s

 
≤ +  

  
∫ ∫ ∫  
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или, обозначив 
0

( ) || ( ) || exp (α)dα ,
t

u t y t r
 

=  
  
∫   что 

τ
( ) ( ) ε ( )d .

t
r ru c u t c u s sτ ≤ + ∫  . Считая в этом неравен-

стве t фиксированным, а τ [0, ]t∈   переменной и рассуждая так же, как и в доказательстве леммы 
Гронуолла – Беллмана, получим неравенство (τ) ( )exp{ ε ( τ)},r ru c u t c t≤ −   или, возвращаясь к ис-
ходным обозначениям, 

 
1

τ

|| ( ) || exp ( )d ε ( τ)
|| (τ) ||

t
r r

y t c r s s c t
y

−  
≥ − − 

  
∫   (19)

для всех τ 0.t ≥ ≥   Перейдя в неравенстве (19) к верхнему пределу при τ ,t − → +∞   получаем для 
любого решения ( ) ( )y A Q⋅ ∈ +  возмущенной системы (6) с || || εQ ≤   оценку снизу его верхнего 
показателя Боля: 

 τ τ

1β[ ] ε lim ( )d .
τ

t
r

t
y c r s s

t− →+∞
≥ − +

− ∫   (20)

Нижней функцией системы (1) является, например, [4; 7, с. 116; 22] функция 

 

[ / ]
1 1 1

0
( ) ln || ( , ( 1) ) || ,

t T
T A

i
r t T X iT i T− − −

=
= −∑   (21)

где > 0T  – фиксировано и может быть выбрано любым, а [ ]⋅  – целая часть числа (постоянная 
2

T
aT

rc e≡  ). Тогда, взяв в неравенстве (20) функцию ( ) ( )Tr t r t≡  и, считая, что t и τ пробегают по-
следовательности ( ) kkT ∈  и ( )mmT ∈ соответственно, получаем 

 
12 1

1

1β[ ] ε lim ln|| ( ,( 1) ) ||
( )

ka T
Ak m i m

y e X iT i T
k m T

− −

− →+∞ = +
≥ − + −

−
∑  

 

для любого решения ( ) ( ),y A Q⋅ ∈ +  где || || ε.Q ≤   Поэтому 

 
1 1

0 || || 1

1lim inf β ( ) lim ln|| ( ,( 1) ) ||
( )

k

AQ k m i m
i A Q X iT i T

k m T
− −

ε→+ ≤ ε − →+∞ = +
+ ≥ −

−
∑  

 

для любого > 0.T  Перейдя в правой части полученного неравенства к верхнему пределу при 
,T →+∞  придем ко второму из неравенств (13).

2. В этой части доказательства установим справедливость неравенств 

 
*
0

0 || ||
lim sup β ( ) ( )

Q
s A Q A

ε→+ ≤ ε
+ ≥ Ω     и  0

*0 || ||
lim inf β ( ) ω ( ).

Q
i A Q A

ε→+ ≤ ε
+ ≤   (22)

Неравенства (22) докажем методом поворотов Миллионщикова [23, 24] (см. также [25; 26, 
с. 90–91]). При этом сам метод поворотов Миллионщикова мы непосредственно не применяем,  
а используем только результаты, полученные с его помощью (подробности можно найти, напри-
мер, в [25] или [21, с. 78–81; 26, с. 90–91]). 

2.1. Зафиксируем ε > 0.  Зафиксируем также какое-либо положительное δ ε /(2 1),a≤ +   где 
sup{|| ( ) || : 0},a A t t= ≥  а число > 1T Tε=   выберем столь большим, чтобы выполнялись неравенства

 *
0

1

1 εlim ln || ( ,( 1) ) || ( )
( ) 2

k
A

k m i m
X iT i T A

k m T− →+∞ = +
− + ≥ Ω

−
∑    и  1 1 ε| ln(2 sin δ) | .

2
T − − ≤  . (23)

Согласно методу поворотов Миллионщикова, существует такая кусочно-непрерывная n n× -мат-
рица-возмущение ε ( ),Q ⋅   отличная от нулевой матрицы разве что на отрезках [ 1, ],iT iT−  ,i∈   
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и удовлетворяющая неравенству ε|| || (2 1)δQ a≤ +   (а значит, ε|| || εQ ≤   в силу выбора δ), что у воз-
мущенной системы (6) с матрицей ε( ) ( )Q Q⋅ ≡ ⋅   найдется решение ε ( ),y ⋅   для которого при всех 
i∈ выполнено неравенство 

 
1

ε ε|| ( ) || 2 sin δ || ( ,( 1) ) |||| (( 1) ) || .Ay iT X iT i T y i T−≥ − −   (24)

Последовательно воспользовавшись неравенствами (24) при , , 1i k m= +  (k m> ), легко полу-
чаем оценку 

 

ε 1

ε 1

|| ( ) ||ln ( 1) ln (2 sin δ) ln || ( , ( 1) ) ||
|| ( ) ||

k
A

i m

y kT k m X iT i T
y mT

−

= +
≥ − − + −∑   (25)

для всех натуральных k m> . Так как при вычислении показателей Боля решений систем из n  
можно (как это показывается аналогично [7, с. 537]) считать, что t и τ пробегают точки какой-
либо арифметической прогрессии, то вследствие этого и неравенства (25) получаем, что 

 
ε

ε
(25)ε

1 || ( ) ||β [ ] lim ln
( ) || ( ) ||k m

y kTy
k m T y mT− →+∞

= ≥
−

 
  

 

*1 1
0

(25) (23)1

1ln (2 sin δ) lim ln || ( ,( 1) ) || ( ) ε
( )

k
A

k m i m
T X iT i T A

k m T
− −

− →+∞ = +
≥ + − Ω −≥

−
∑  

 
для любого ε > 0.  Первое неравенство в (22) доказано. 

Таким образом, в силу первых неравенств в (13) и (22) имеем: * *
0 0( ) ( ),A AΩ ≤Ω   а значит, внеш-

ний предел в первом равенстве (11) существует и первое равенство в (12) доказано.
2.2. Зафиксируем ε > 0.  Выберем число δ таким же, как и выше, а число ε= > 1T T   столь боль-

шим, чтобы выполнялись неравенства 

 1 1 0
*

1

1 εlim ln|| ( ,( 1) ) || ω ( )
( ) 2

k

Ak m i m
X iT i T A

k m T
− −

− →+∞ = +
− − ≤

−
∑    и  1 1 ε| ln(2 sin δ) | .

2
T − − ≤  . (26)

Согласно методу поворотов Миллионщикова, существует такая кусочно-непрерывная n n× -ма-
трица-возмущение  ε ( ),Q ⋅   отличная от нулевой матрицы разве что на отрезках [ , 1],iT iT +  ,i∈   
и удовлетворяющая неравенству  ε|| || (2 1)δQ a≤ +   (а значит,  ε|| || εQ ≤   в силу выбора δ), что у воз-
мущенной системы (6) с матрицей 

ε( ) ( )Q Q⋅ ≡ ⋅   найдется решение  ε ( ),y ⋅   для которого при всех 
i∈ выполнено неравенство 

 
 

11
ε ε|| (( 1) ) || 2 sin δ || ( ,( 1) ) |||| ( ) || .Ay i T X iT i T y iT−−− ≥ −   

Последовательно воспользовавшись этими неравенствами при 1, ,i m k= +   (m k< ), легко по-
лучаем 

 





1 1 1ε

1ε

|| ( ) ||
ln ( 1) ln (2 sin δ) ln || ( , ( 1) ) ||

|| ( ) ||

k
A

i m

y kT
k m X iT i T

y mT
− − −

= +
≤ − − − + −∑   (27)

для всех натуральных .m k<  Так как при вычислении показателей Боля решений систем из n  
можно считать [7, с. 537], что t и τ пробегают точки какой-либо арифметической прогрессии, то 
вследствие этого и неравенства (27) получаем, что

 






ε
ε (27)ε

|| ( ) ||1β[ ] = lim ln
( ) || ( ) ||k m

y kT
y

k m T y mT− →+∞
≤

−
 
  

 
1 1 1 1 0

*(27) (26)1

1ln (2 sin δ) lim ln|| ( ,( 1) ) || ω ( ) ε
( )

k
A

k m i m
T X iT i T A

k m T
− − − −

− →+∞ = +
≤ − + − ≤ +

−
∑  

 

для любого ε > 0.  Второе неравенство в (22) доказано. 
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Таким образом, в силу вторых неравенств в (13) и (22) имеем: 0 0
* * ω ( ) ω ( ),A A≤   а значит, внеш-

ний предел во втором равенстве (11) существует и второе равенство в (12) доказано. Теорема до-
казана.

З а м е ч а н и е. Если мы введем логически недостающие аналоги показателей (11), получа-
ющиеся заменой в определениях (11) соответственно верхнего предела нижним и нижнего верхним:

 

def
0
*

1

1( ) ln || ( , ( 1) ) ||,lim lim ( )

k
A

T k m i m
A X iT i T

k m T→+∞ − →+∞ = +
Ω = −

−
∑  

  

 

def
1* 1

0
1

1ω ( ) ln || ( , ( 1) ) || ,limlim ( )

k

A
T k m i m

A X iT i T
k m T

− −

→+∞ − →+∞ = +
= −

−
∑   (28)

где ,k m∈�, то легко видеть, что мы не получим новых величин, поскольку показатели (28) сов-
падают с показателями (3) соответственно. Действительно, заменяя в подп. 1.1 и 2.1 доказатель-
ства теоремы 1 нижние пределы верхними, а в подп. 1.2. и 2.2 верхние пределы нижними, полу-
чим соответственно доказательство равенств

 0
* 0 || ||
( ) lim sup β( )

Q
A s A Q

ε→+ ≤ ε
Ω = +    и  *

0
0 || ||

ω ( ) lim inf β ( ).
Q

A i A Q
ε→+ ≤ ε

= +   

Отсюда и равенств (7) вытекает, что 0 0
*( ) ( )A AΩ =Ω   и *

0 0ω ( ) ω ( ).A A=  
Приведем также прямое доказательство двух последних равенств. Пусть верхний предел  

в первом из равенств (3) реализуется на двойной последовательности ((τ , )) ,l l lt ∈   τl lt − → +∞   
при ,l →+∞   т. е. 0 1( ) lim ( τ ) ln || ( , τ ) || .l l A l l

l
A t X t−

→+∞
Ω = −   Зафиксируем 0,T >  и пусть ,lm T  ,  lk T  –  

члены арифметической прогрессии ( ) ,qqT ∈  попадающие в отрезок [τ , ].l lt   Тогда, поскольку 
τl lm T T− <   и  l lt k T T− < , очевидно неравенство

 

2

1
|| ( , τ ) || || ( , ( 1) ) ||,

l

l

k
aT

A l l A
i m

X t e X iT i T
= +

≤ −∏  

откуда и следует неравенство 0 0
*( ) ( )A AΩ ≤ Ω  . С другой стороны, из первого равенства в (3)  

и определения верхнего предела вытекает, что для любого ε 0>   найдется ε 0T >  , такое, что  
для всех εT T≥    и i∈ выполнено неравенство 0ln || ( , ( 1) ) || ( ( ) ε)AX iT i T A T− ≤ Ω +  , а значит, 

0 0
*( ) ( ).A AΩ ≤ Ω   Равенство 0 0

*( ) ( )A AΩ = Ω   доказано. Доказательство равенства *
0 0ω ( ) ω ( )A A=   

проводится аналогично.
Таким образом, показатели (3) и (28) совпадают. Вместе с тем, как показывается в теореме 2, 

равенство их аналогов – показателей (8) и (11) – места не имеет.
Докажем, что показатели (3), (8) и (11) удовлетворяют неравенствам 

 0 0 0
0 *ω ( ) ω ( ) ω ( ) ( )A A A A≤ ≤ ≤ Ω     и   * 0

0 0 0ω ( ) ( ) ( ) ( ).A A A A≤ Ω ≤ Ω ≤Ω   (29)

Как показано в [21, с. 66], показатели 0 ( )AΩ    и  0 ( )AΩ   можно вычислять по формулам: 

 

0

0

1( ) lim lim ln || ( ,( 1) ) ||,

1( ) lim lim ln || ( ,( 1) ) ||

A
T l

A
T l

A X lT l T
T

A X lT l T
T

→ +∞ ∋ → +∞

→ +∞ ∋ → +∞

Ω = −

Ω = −





  (30)

(в [21, с. 66] доказано первое из этих равенств, доказательство второго полностью аналогично). 
Аналогичные равенства имеют место [21, с. 66] и для показателей 0ω ( )A   и 0ω ( )A  . Тогда, учиты-
вая, что в соотношениях (11) можно без нарушения общности считать [5], что во внутреннем 
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пределе еще и ,m →+∞  и заменяя в первом равенстве из (11) каждое из k m−  слагаемых наиболь-
шим из них, получим вследствие первой формулы в (30) неравенство * 0

0 ( ) ( ),A AΩ ≤Ω   а заменяя  
в первом равенстве из (11) каждое из k m−   слагаемых наименьшим из них – неравенство 

*
0 0( ) ( ).A AΩ ≤Ω  . Неравенство 0 0ω ( ) ( )A A≤ Ω   – непосредственное следствие очевидного неравен-

ства 1 1|| ( , τ) || || ( , τ) ||AAX t X t− − ≤   для всех , τ 0.t ≥   Точно так же устанавливается справедливость 
первой цепочки неравенств в (29).

Докажем, что существуют системы из n , для которых средние неравенства в каждой из це-
почек (29) являются строгими, т. е., другими словами, докажем, что равенства (10) в общем случае 
места не имеют. 

Т е о р е м а  2. Для любого натурального 2n ≥  существуют системы ,nA∈  для которых 
одновременно выполняются неравенства *

0 0( ) ( )A AΩ >Ω   и 0 0
*ω ( ) ω ( )A A<  .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что такие системы найдутся уже в классе диагональных сис-
тем. Последовательность ( )i iT ∈ точек временнóй полуоси зададим равенствами 

 
2

2 1 = 2 2j j
jT +
− −   и  2

2 = 2 ,   ,j
jT j+ ∈   (31)

а кусочно-постоянную функцию ( ) :[0, ) { 1,1}a ⋅ +∞ → −  – условием

 ( ) ( 1) ia t ≡ −   при  1[ , ), ,i it T T i+∈ ∈  (32)

и ( ) 1a t ≡  при 1[0, ).t T∈  Пусть диагональная матрица ( ) diag[ ( ), ( )],D t a t a t= −  0.t ≥
Докажем, что для двумерной системы 

 
2( ) , , 0,x D t x x t= ∈ ≥   (33)

справедливы неравенства *
0 0( ) ( )D DΩ <Ω   и 0 0

*ω ( ) ω ( )D D<  .
Поскольку система (33) диагональная, то для ее матрицы Коши ( , )DX ⋅ ⋅  верно равенство 

 ln ( , ) ( )d ,    ,  0.
t

DX t a s s t
τ

τ = τ ≥∫  
 
. (34)

Тогда в силу определений (31) и (32) получаем: 2 2 2ln || ( , ) || 0,D j jX T T − =  .j∈  Поэтому, так как 
2 2 2j jT T −− → +∞ при ,j →+∞  то вследствие первого равенства в (8) верно неравенство 0 ( ) 0.DΩ ≤   

Хотя этого неравенства достаточно для доказательства теоремы, заметим, что, с другой стороны,  
в силу (34) ln || ( , τ) || 0.DX t ≥   Следовательно, 0 ( ) 0.DΩ =  

Вычислим величину *
0 ( )DΩ  . Фиксируем 0T > . В отрезок [ , ]mT kT  длины ( )k m T−  попадает 

не более чем 2[ log (( ) )] 2k m T− −  точек 2
2 2 ,j

jT +=   ,j∈  а значит, не более чем 22[ log (( ) )]k m T−  
точек последовательности ( ) .i iT ∈  Если точка iT  не принадлежит отрезку [( 1) , ],l T lT−  ,m l k≤ ≤  
то в силу определений (31) и (32) ln || ( , ( 1) ) || .DX lT l T T− =  Если же точка iT  принадлежит отрез-
ку [( 1) , ],l T lT−  ,m l k≤ ≤  то в силу (34) можно утверждать только, что ln || ( , ( 1) ) || 0.DX lT l T− ≥  
Поэтому 

 2
1
ln || ( , ( 1) ) || ( ) 2 [ log (( ) )],

k
D

i m
X iT i T k m T T k m T

= +
− ≥ − − −∑  

а значит, для любого 0T >  верно неравенство

 
1

1lim ln|| ( , ( 1) ) || 1.
( )

k
D

k m i m
X iT i T

k m T− →+∞ = +
− ≥

−
∑   
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Следовательно, *
0 ( ) 1.DΩ ≥   Хотя этого неравенства достаточно для доказательства теоремы, за-

метим, что, с другой стороны, так как | ( ) | 1,a t ≤  то в силу (34) ln || ( , τ) || τDX t t≤ −   для всех , τ 0.t ≥   
Поэтому *

0 ( ) 1,DΩ ≤   а значит, *
0 ( ) 1.DΩ =   Таким образом, *

0 0( ) 0 1 ( ).D DΩ = < = Ω  
Вычислим величины 0ω ( )D   и 0

*ω ( ).D   Поскольку 1 1
2 2 2ln || ( , ) || 0,j jDX T T− −

− =  ,j∈  и 
2 2 2j jT T −− → +∞ при ,j →+∞  то 0ω ( ) 0.D ≥   С другой стороны, вследствие (34) имеет место не-

равенство 1 1ln || ( , τ) || 0,DX t− − ≤  а значит, 0ω ( ) 0.D ≤   Следовательно, 0ω ( ) 0.D =  
Вычислим величину 0

*ω ( ).D   Фиксируем > 0.T   Как показано выше, в отрезок [ , ]mT kT  дли-
ны ( )k m T−  попадает не более чем 22[ log (( ) )]k m T−  точек последовательности ( ) .i iT ∈  Если 
точка iT  не принадлежит отрезку [( 1) , ],l T lT−  ,m l k≤ ≤  то в силу определений (31) и (32) 

1 1ln || ( , ( 1) ) || .DX lT l T T− −− = −  Если же точка iT  принадлежит отрезку [( 1) , ],l T lT−  ,m l k≤ ≤  то в си
лу (34) можно утверждать только, что выполнено неравенство 1 1ln || ( , ( 1) ) || 0.DX lT l T− −− ≤  Поэтому 

 1 1
2

1
ln || ( , ( 1) ) || ( ) 2 [ log (( ) )],

k

D
i m

X iT i T k m T T k m T− −

= +
− ≤ − − + −∑  

а значит, для любого 0T >   верно неравенство

 1 1

1

1lim ln|| ( , ( 1) ) || 1.
( )

k

Dk m i m
X iT i T

k m T
− −

− →+∞ = +
− ≤ −

−
∑  

Следовательно, 0
*ω ( ) 1.D ≤ −   С другой стороны, так как | ( ) | 1,a t ≤  то в силу (34) верно неравенство 

1 1ln || ( , τ) || ( τ)DX t t− − ≥ − −   для всех , τ 0.t ≥   Поэтому 0
*ω ( ) 1,D ≥ −   а значит, 0

*ω ( ) 1.D = −   Таким обра-

зом, 0 0
*ω ( ) 1 < 0 ω ( ).D D= − =   Теорема в случае 2n =  доказана. 

Для доказательства теоремы в случае 2n >  достаточно в качестве матрицы ( )A ⋅  взять n n× ма-
трицу, левый верхний 2 2-блок×   которой – матрица ( )D ⋅ , а остальные элементы нулевые. Теорема 
доказана. 

Поведение генеральных показателей при малых возмущениях. Приведенная выше теоре-
ма Р. Э. Винограда [4] (см. соотношения (7)) и теорема 1 данной работы дают точные крайние 
границы изменения (подвижности) верхних и нижних показателей Боля решений системы из n  
под действием малых возмущений ее матрицы коэффициентов. Рассмотрим, как могут изменять-
ся сами эти точные границы 0 ( ),AΩ   0

*ω ( )A   и *
0 ( ),AΩ   0ω ( ),A   а также величины 0 ( )AΩ   и 0ω ( )A   

под действием малых возмущений матрицы коэффициентов системы (1). Напомним, что функция 
θ( ) : n⋅ →   называется устойчивой вверх (соответственно вниз), если θ( )⋅   является полунепре-
рывной сверху (соответственно снизу) функцией на метрическом пространстве u( , dist ),n  т. е. 
если 

ε 0 || || ε
lim sup θ( ) θ( )

Q
A Q A

→+ ≤
+ =   (соответственно 

ε 0 || || ε
lim inf θ( ) θ( )

Q
A Q A

→+ ≤
+ =  ) для любой точки ( )A ⋅  

из n .
Известно, что показатель 0 ( )AΩ   устойчив вверх, а показатель 0ω ( )A   – вниз [3, с. 180]. В на-

правлениях же, противоположных указанным, эти показатели, если 2,n ≥  неустойчивы [27], т. е. 
для всякого натурального 2n ≥  существуют такие системы ,nA∈   для которых справедливы со-
ответственно неравенства 

 0 0
ε 0 || || ε
lim inf ( ) ( )

Q
A Q A

→+ ≤
Ω + < Ω   и  0 0

ε 0 || || ε
lim sup ω ( ) ω ( ).

Q
A Q A

→+ ≤
+ >   

Этими же свойствами, как показывают две следующие теоремы, обладают и показатели *
0 ( )AΩ    

и 0
*ω ( )A   соответственно.
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Т е о р е м а  3. Показатель *
0 ( )AΩ   устойчив вверх, а показатель 0

*ω ( )A   – вниз.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Приведем два доказательства сформулированной теоремы: первое до-

казательство – следствие равенств (12), а второе – следствие формул вычисления (11).
1. Допустим, что показатель *

0 ( )AΩ   не устойчив вверх. Другими словами это означает, что  
для некоторой матрицы nA∈  найдется последовательность ( ( ))k kV ∈⋅  кусочно-непрерывных 
n n× -мат риц такая, что || || 0kV →  при k →+∞ и

 * *
0 0( ) ( ) δkA V AΩ + − Ω >   (35)

для некоторого фиксированного δ 0>   при всех .k∈
В силу первого равенства в (12), заменяя в нем A на ,kA V+  получаем: для каждого k∈ найдет-

ся та кое возмущение ( )kW ⋅  системы ,kA V+  что || || || ||k kW V≤  и *
0β ( ) ( ) δ / 2.k k ks A V W A V+ + ≥ Ω + −   

Обозначим ( )kQ ⋅ = ( ) ( ).k kV W⋅ + ⋅  Тогда последнее неравенство примет вид 
*
0β ( ) ( ) δ / 2,k ks A Q A V+ ≥ Ω + −   

а значит, вследствие (35) имеем: *
0β ( ) ( ) δ / 2ks A Q A+ > Ω +   для всех .k∈  Но это неравенство, так 

как || || 2 || || 0k kQ V≤ →  при ,k →+∞  противоречит первому равенству в (12). Следовательно, по-
казатель *

0 ( )Ω ⋅   устойчив вверх. 

Аналогично этим способом устанавливается устойчивость вниз показателя 0
*ω ( ).⋅  

2. Докажем устойчивость вниз показателя 0
*ω ( ),⋅   используя второе представление в (11). 

Пусть ( ),r t  0,t ≥  – нижняя функция системы (1). Как показано в подп 1.2 доказательства тео-
ремы 1, для любого ненулевого решения ( )y ⋅  возмущенной системы (6) с || || εQ ≤   имеет место не-
равенство (19). Вследствие этого неравенства для нормы матрицы Коши ( , )A QX + ⋅ ⋅  системы (6), где 
|| || ε,Q ≤   получаем при всех τ 0t ≥ ≥   оценку 

 
1

(19)( ) ( ) τ

|| (τ) |||| ( , τ) || sup exp ( )d ε ( τ) .
|| ( ) ||

t
r rA Q

y A Q

yX t c r s s c t
y t

−
+

⋅ ∈ +

 
= ≤ − + − 

  
∫


 

Поэтому в силу второго равенства в (11) для любой нижней функции ( )r ⋅  при всех достаточно 
больших T верно неравенство 

 
10 1

*
1

1ω ( ) lim ln|| ( ,( 1) ) ||
( )

k

A Qk m i m
A Q X iT i T

k m T
− −
+− →+∞ = +

+ ≥ − ≥
−

∑  
  

 1 ( 1)
ε lim ( )d .

iTk
r

k m i m i T
c r s s

− →+∞ = + −
≥ − + ∑ ∫  

 

Следовательно, при любой нижней функции ( )r ⋅  справедлива оценка 

 

0
*ε 0 || || ε 1 ( 1)

lim inf ω ( ) lim ( )d .
iTk

Q k m i m i T
A Q r s s

→+ ≤ − →+∞ = + −
+ ≥ ∑ ∫  

 

Взяв в этом неравенстве в качестве нижней функции ( )r ⋅  функцию ( )Tr ⋅  (см. определение (21)) 

и перейдя затем к пределу при ,T →+∞  получим 0 0
* *ε 0 || || ε

lim inf ω ( ) ω ( ).
Q

A Q A
→+ ≤

+ ≥   Поскольку обрат-

ное неравенство очевидно, устойчивость вниз показателя 0
*ω ( )⋅   доказана. 

Точно так же, используя неравенство (15) и верхнюю функцию (17), получаем доказательство 
устойчивости вверх показателя *

0 ( ).Ω ⋅   Теорема доказана. 

Покажем, что, если 2,n ≥  показатели *
0 ( )Ω ⋅   и 0

*ω ( )⋅   в направлениях, противоположных указан-
ным в теореме 3, неустойчивы. 
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Т е о р е м а  4. Если 2,n ≥  то показатель *
0 ( )Ω ⋅   неустойчив вниз, а показатель 0

*ω ( )⋅   – вверх, 
т. е. при 2n ≥  существуют такие системы ,nA∈  для которых выполнены соответственно 
неравенства 

 * *
0 0

ε 0 || || ε
lim inf ( ) ( )

Q
A Q A

→+ ≤
Ω + < Ω    и  0 0

* *ε 0 || || ε
lim sup ω ( ) ω ( ).

Q
A Q A

→+ ≤
+ >   (36)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для натурального p назовем p-блоком диагональную кусочно-постоян-
ную 2 2-матрицу×   ( ),pB t  [0, 3 ),t p∈  определяемую следующим образом: 

 
diag[1, 2],

( )
diag[1,1],pB t

−
= 


 
 

если [0, ) (2 , 3 ),
если [ , 2 ].

t p p p
t p p
∈
∈

   (37)

Через ( ; τ)pB t   обозначим сдвиг p-блока на τ >0  единиц вправо, т. е. ( ; τ) ( τ),p pB t B t≡ −   где 
[τ, τ 3 ).t p∈ +  
Отметим на временнόй полуоси попарно непересекающиеся полуинтервалы ,l∆  ,l∈  удовле-

творяющие следующим условиям. Полуинтервал l∆  расположен на полуоси правее полуинтерва-
ла 1,l−∆  2,l ≥  и имеет длину | |,l∆   равную 23 ( 1) / 2.l l +  При этом каждый полуинтервал l∆  точками 

2 11τ τ τ l
l l l

+< < <   (точки 1τ l  и 1τ l
l
+   – соответственно левый и правый концы полуинтервала l∆ ) разбит 

на l полуинтервалов 1[τ , τ ),pp p
l l l

+∆ =   1, , ,p l=   и длина | |p
l∆  полуинтервала p

l∆  равна 3 .lp  Кроме 

того, для любого q∈ найдется бесконечно много отрезков ,l∆  для которых число τ q
l   кратно 3q  

(выполнение этого условия легко обеспечить, строя полуинтервалы l∆  индукцией по l∈). Для 
q∈ множество тех l, для которых τ / (3 ) ,q

l q ∈   обозначим ( )L q  и для ( )l L q∈  натуральное число 

τ / (3 )q
l q   – через ( ).lp q

Построим вначале двумерную систему 2 2 ,A ∈  для которой выполнено первое из неравенств 

(36). Зададим ее сначала на каждом полуинтервале ,l∆  .l∈  Для этого, поскольку 1 ,l p
l p l=∆ = ∆  

достаточно задать ее на каждом полуинтервале ,p
l∆  ,l∈  1, , .p l=   Так как длина полуинтервала 

p
l∆  равна 3 ,lp  то разобьем полуинтервал p

l∆  на l равных (длины 3p) полуинтервалов , ,p i
l∆  1, ,i l=   

(нумерация слева направо), и пусть ,p i
lT  – левый конец полуинтервала ,p i

l∆  (в частности, ,1 τp p
l lT =  ). 

На полуинтервале ,p i
l∆  положим матрицу 2 ( )A ⋅  совпадающей со сдвигом p-блока на ,p i

lT  единиц 
вправо, т. е. в силу (37)

  

, , , ,
,

2 , ,

diag[1, 2], если [ , ) ( 2 , 3 ),
( ) ( ; )

diag[1,1], если [ , 2 ],

p i p i p i p i
l l l lp i

p l p i p i
l l

t T T p T p T p
A t B t T

t T p T p

 − ∈ + + += = 
∈ + +



  (38)

где ,l∈  = 1, , ,p l  = 1, , .i l  При l lt ∈∉ ∆


  положим 2 ( ) diag[1,1].A t ≡  Система 2A  построена. 
Для упрощения в дальнейшем записи обозначим отрезок , ,[ , 2 ]p i p i

l lT p T p+ +  через ,δ ,p i
l   ,l∈  

= 1, , ,p l   = 1, , .i l

Поскольку построенная система 2 2A ∈  диагональная: 2 1 2( ) diag[ ( ), ( )],A t a t a t=  0,t ≥  и 

1( ) 1,a t ≡  а 2 ( ) 1,a t ≤  то *
0 2( ) 1.AΩ =  

Покажем, что для любого ε 0>   найдется 2 2-матрица×  -возмущение ε ( ),Q ⋅   такая, что ε|| || εQ ≤   
и *

0 2 ε( ) 0.A QΩ + =   Зафиксируем какое-либо натуральное 1
ε ε .p −≥   Для каждого εl p≥   и при 

каждом таком l для всех ε , ,p p l=    положим 
1

ε 1

0
( )

0

p
Q t

p

−

−

 
≡   − 

  при ,δ ,p i
lt∈   1, , ,i l=    

и ε ( ) diag[0, 0]Q t ≡   при остальных 0.t ≥
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Вследствие задания матрицы ε ( )Q ⋅   и равенств ( 38) для матрицы Коши 2 ε ( , )A QX + ⋅ ⋅   на тех полу-
интервалах , ,p i

l∆  на которых ε ( ) diag[0, 0],Q t ≠   справедливы равенства:

 2 2
, , , , 2

ε ε( , ) ( 3 , 2 ) diag[ , ],p i p i p i p i p p
A Q A Ql l l lX T p T X T p T p e e−+ ++ = + + =    

 
2

, ,
ε

0 1
( 2 , ) .

1 0
p i p i p

A Q l lX T p T p e+
 

+ + =  − 
 
 

Поэтому, перемножая эти матрицы, получаем 

 
2 2

1, , , ,
ε ε

3

0 1
( 3 , ) ( , ( 1) ) ,

1 0
p i p i p i p i

A Q A Ql l l l
j

X T p T X T jp T j p+ +
=

 
+ = + + − =  − 

∏  
 

в частности, 2
, ,

ε|| ( 3 , ) || 1p i p i
A Q l lX T p T+ + =   при всех ε ,l p≥   ε , ,p p l=    и 1, , .i l=   Значит, для 

любого фиксированного q∈ и ε ,q p≥   если ( ),l L q∈  получаем (ниже 
def

3qT q= ): 

 
2

( )

ε
( )

ln || ( , ( 1) ) || 0 
l

l

p q l
A Q q q

i p q
X iT i T

+

+
=

− =∑  . (39)

Следовательно, считая натуральное εq p≥   и взяв в первом равенстве из (11) qT T=  и ( ),lm p q=  
( ) ,lk p q l= +  где ( ),l L q∈  в силу (39) получим: 

 
2

( )
*
0 2 ε

( ) ( )
( ) lim lim ln|| ( , ( 1) ) || 0.

q

p q ll
A Q q q

T L q l i p ql
A Q X iT i T

+

+ ε→+∞ ∋ →+∞ =
Ω + ≤ − =∑  

 

Итак, *
0 2 ε( ) 0A QΩ + ≤   при любом ε > 0.  Хотя этого неравенства достаточно для доказательства 

первого неравенства из (36), несложно показать, что в действительности *
0 2 ε( ) 0.A QΩ + =   Пер-

вое неравенство в (36) в случае 2n =  доказано. Для его доказательства в случае 2n >  достаточно 
в качестве матрицы ( )A ⋅  коэффициентов и матрицы-возмущения ( )Q ⋅  взять блочно-диагональные 
n n× -матрицы 2( ) diag[ ( ), 0, , 0]A A⋅ ≡ ⋅   и ε( ) diag[ ( ), 0, , 0].Q Q⋅ ≡ ⋅   

Для доказательства второго неравенства в (36) достаточно вместо построенной матрицы ( )A ⋅  
взять матрицу ( ).A− ⋅  Тогда несложно убедиться, что для исходной и возмущенной систем справед-

ливы равенства 0
*ω ( ) 1A− = −   и 0

ε*ω ( ) 0A Q− + =   при любом ε > 0.  Теорема доказана. 
Т е о р е м а  5. Каждый из показателей 0 ( )Ω ⋅   и 0ω ( )⋅   не устойчив ни вверх, ни вниз при ма-

лых возмущениях матрицы коэффициентов.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение теоремы легко следует из примеров систем, построенных 

в доказательстве теорем 2 и 4. 

Так как для всех , 0t s ≥  верно равенство 
( )

max || ( ) || || ( ) || || ( , ) ||,A
x A

x t x s X t s
∈

=


 то 

 0
( ) ( )

1 || ( ) || 1 || ( ) ||( ) = lim ln max sup lim ln β ( )
|| ( ) || || ( ) ||x At tx A

x t x tA s A
t x s t x s∈−τ→+∞ −τ→+∞∈

Ω ≥ =
− τ − τ 

  (40)

(см. первые равенства в определениях (2) и (9)). Согласно теореме 2, существует система ,nA∈  
для которой *

0 0( ) ( ).A AΩ <Ω   Тогда для этой системы в силу этого неравенства, теоремы 1 и не-
равенства (40) имеем 

 
*

0 0 0
ε 0 ε 0|| || ε || || ε

( ) ( ) lim sup β ( ) lim sup ( ).
Q Q

A A s A Q A Q
→+ →+≤ ≤

Ω < Ω = + ≤ Ω +  
 

Следовательно, показатель 0 ( )AΩ   не устойчив вверх при малых возмущениях матрицы коэф-
фициентов.
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Докажем, что показатель 0 ( )AΩ   не устойчив и вниз при таких возмущениях. Рассмотрим сис-
тему A, построенную в доказательстве теоремы 4. Несложно убедиться, что для нее справедливы 
равенства *

0 0( ) ( ) 1.A AΩ =Ω =   Но тогда для этой системы получаем: 

 
* *

0 0 0 0
ε 0 || || ε (29) ε 0 || || ε
lim inf ( ) lim inf ( ) ( ) ( ).

Q Q
A Q A Q A A

→+ ≤ →+ ≤
Ω + ≤ Ω + < Ω =Ω  

 

Точно так же доказывается, что показатель 0ω ( )A   не устойчив ни вверх, ни вниз при малых 
возмущениях матрицы коэффициентов. Теорема доказана. 

В заключение работы отметим один открытый вопрос: исчерпывают ли на классе n  неравен-

ства (29) все возможные соотношения между показателями 0ω ( ),A   0
*ω ( ),A   0ω ( ),A   0 ( ),AΩ   *

0 ( ),AΩ   
0 ( )AΩ  . Если исключить из этого списка показатели 0

*ω ( )A   и *
0 ( ),AΩ   то ответ на этот вопрос, как 

показано в работе [28], является утвердительным.
Авторы выражают благодарность профессору А. Чорнику и М. Незабитовскому, высказавшим 

гипотезу о несправедливости равенств (10), многочисленные обсуждения вопросов, связанных  
с равномерными асимптотическими характеристиками дифференциальных и разностных систем.
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