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Получено доказательство теоремы Хинчина в случае расходимости в трехмерном евклидовом пространстве для 
множества неприводимых полиномов степени ровно n. В ходе доказательства в трехмерном евклидовом пространстве 
построена регулярная система троек сопряженных действительных алгебраических чисел степени ровно n. Все резуль-
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Для полинома ( ) [ ]1
1 0...n n

n nP x a x a x a x-
-= + + + ∈  пусть ( ) 0max i n iH P a≤ ≤=  – его высота. 

Если P(x) – полином с корнями 1 2, , , na a a , то пусть ( )
1

: mini i j
j n

S x x x
≤ ≤

 a = ∈ - a = - a 
 

 . Для 

положительного действительного числа Q и натурального числа n обозначим множество цело-
численных полиномов степени не более n как n   и множество полиномов из n   с ( )H P Q≤  как 

( )n Q . Если ( )1kA k⊂ ≥   – измеримое по Лебегу множество, то пусть ( )Am  – его мера Лебега  
в пространстве k

 , размерность которого k будет ясна из контекста.
В основании многих задач метрической теории диофантовых приближений лежит теорема 

Хинчина, доказанная в 1924 г. [1]. Пусть ( )HΨ  – монотонно убывающая функция, определенная 
на ,+  и J ⊂  – некоторый интервал. Обозначим как ( )1 Ψ  множество тех ,x J∈  для которых 
существует бесконечно много решений ,p q ∈ неравенства ( ).qx p q- < Ψ  В соответствии с тео-

ремой Хинчина, ( )( )1 0m Ψ =  в случае ( )1h h∞
= Ψ < ∞∑  и ( )( ) ( )1 Jm Ψ = m  в случае ( )1 .h h∞

= Ψ = ∞∑
По аналогии с теоремой Хинчина обозначим как ( )n Ψ  множество тех x J∈ , для которых 

существует бесконечно много решений неравенства ( ) ( ) ( )( )1nP x H P H P- +< Ψ  в полиномах 

nP ∈ . При ( )H H -lΨ =  ( )1l ≤ , используя принцип ящиков Дирихле, несложно доказать, что 
( )( ) ( )n Jm Ψ = m . В 1932 г. К. Малер [2] ввел классификацию действительных и комплексных чисел 

и в связи с этим предположил, что при ( )H H -lΨ =  ( )1l >  выполняется ( )( ) 0nm Ψ = . В 1964 г. 
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гипотеза Малера была доказана В. Г. Спринджуком [3]. Естественно, возникает вопрос о воз-
можности уточнения правой части в гипотезе Малера. В 1966 г. А. Бей кер [4] доказал, что, если 

( )1h h∞
= Ψ < ∞∑ , то для почти всех (в смысле меры Лебега) x∈ неравенство ( ) ( )( )nP x H P< Ψ  

имеет не более чем конечное число решений nP∈ , а также предположил, что для ( )n Ψ  справед-

лив аналог теоремы Хинчина, а именно, ( )( ) 0nµ Ψ =  при ( )1h h∞
= Ψ < ∞∑  и ( )( ) ( )n Jµ Ψ = µ  при 

( )1h h∞
= Ψ = ∞∑ . Эта гипотеза в случае сходимости была доказана В. И. Бер ником [5], а в случае рас-

ходимости – В. Бересневичем [6]. Естественным образом возникает задача обобщения тео ремы 
Хинчина на пространства больших размерностей. В данной работе мы рассматриваем аналог 
теоремы Хинчина в случае расходимости в пространстве 3.  Отметим, что в работе [7] получен  
аналог теоремы Хинчина в случае расходимости в пространстве p× ×   . Отличительной чер-
той данной работы является то, что мы доказываем теорему Хинчина в случае расходимости  
в более сильной формулировке, а именно, для неприводимых полиномов степени ровно n и обще-
го вида правых частей неравенств. Это потребует построения в 3  регулярной   системы, состо­
ящей из более узкого множества точек, а именно, из троек сопряженных действительных алгебра-
ических чисел степени ровно n.

Пусть ( )31 1
0 2 ;2T − −= − . Пусть ( )1 2 3, ,v v vv =  и ( )1 2 3, ,= λ λ λλ   – векторы с действительными 

координатами, удовлетворяющие условиям 

 1 2 3

1 2 3

0, 0, 1,2,3,
3,

1.

i iv i
v v v n
> λ > =

 + + = −
λ + λ + λ =

 

Определим ,v λ   как множество точек ( )1 2 3 0, ,x x x T∈ , для которых имеется бесконечно много 
неприводимых полиномов nP∈ , deg P n= , удовлетворяющих системе неравенств

 ( ) ( ) ( )( ) ( ){ 1 3 .k kv
kP x H P H P k− λ< Ψ ≤ ≤   (1)

В работе будет доказана следующая теорема. 
Те о р е м а  1. Если 3n ≥  и ( )1h h∞

= Ψ = ∞∑ , то ( ) ( ), 0Tµ = µv λ  .
Важной частью доказательства теоремы 1 являются данные ниже понятие регулярной системы 

точек в 3
  и теорема 2, в которой доказывается регулярность системы троек сопряженных дей-

ствительных алгебраических чисел степени n.
О п р ед е л е н и е  1. Пусть даны параллелепипед 3

0T ⊂  , счетное множество Γ точек 
( ) 3

1 2 3, ,= β β β ∈β   , положительная функция : ГN +→   и монотонно убывающие функции 
1 2 3, , :M M M + +→  , которые формируют вектор­функцию ( )1 2 3, ,M M M=M  . Тройку ( ),ΝΓ, Μ   

будем называть регулярной системой в 0T , если существует постоянная ( )1 1 , , 0C C Ν= Γ >Μ   та-
кая, что для любого параллелепипеда 1 2 3 0I I I I T= × × ⊂  найдется достаточно большое число 

( )0 , , , 0Q Ν ΙΓ >Μ   такое, что для любого 0Q Q>  можно выбрать набор точек 1, , t ∈Γβ β   такой, что

 ( ) ( )1 ,iN Q i t≤ ≤ ≤β   
а для параллелепипедов

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }3
1 2 3, , : 1 3i k k kx x x x M Q kΠ = ∈ −β < ≤ ≤β    

выполняются условия

 
( ) ( )1 ,i I i tΠ ⊂ ≤ ≤β  

  
( ) ( ) ( )1 ,i j i j tΠ Π =∅ ≤ < ≤β β  

  

( )
( )( )1 .

i

I
t C

µ
≥

µ Π β
 
 

Т е о р е м а  2. Пусть заданы натуральное число 3n ≥  и вектор с действительными координа-
тами ( )1 2 3, ,= ω ω ωω  , удовлетворяющими условиям 1 2 3, , 1ω ω ω > , 1 2 3 1nω +ω +ω = + . Определим 
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параллелепипед ( )31 1
0 2 ;2T − −= −   и счетное множество Г троек ( ) 3

1 2 3, ,= β β β ∈β    сопряженных 
действительных алгебраических чисел степени ровно n. Определим функцию ( ) ( )N H P=β  , где 

[ ]P x∈  – неприводимый и примитивный полином степени n такой, что ( ) ( ) ( )1 2 3 0P P Pβ = β = β = .  
Определим вектор-функцию ( ) ( )1 2 3, ,Q Q Q Q−ω −ω −ω=M  . Тогда тройка ( ), ,NΓ Μ   является регу-
лярной системой в 0T . 

Теорема 2 доказывается с помощью леммы 10 и леммы 11, которые даны ниже. 
В лемме 10 мы фиксируем некоторый параллелепипед 0I T⊂  и рассматриваем множество 1B  

точек I, для которых среди неприводимых полиномов ( )nP Q∈  , deg P n=  имеются решения сис­
темы неравенств ( ) 1

1
k

kP x b Q −ω +<  ( )1 3k≤ ≤ . Мы доказываем, что при некотором ( )1b n  меру то ­
чек 1B  можно сделать сколь угодно близкой мере I при достаточно большом Q. Доказывается, что 
при достаточно большом ( )1b n  данная система разрешима для всех точек I в ненулевых полино-
мах ( )nP Q∈ , а также то, что мера точек, для которых данная система разрешима в ненулевых 
полиномах из ( )1n Q−  и в приводимых ненулевых полиномах из ( )n Q , может быть сделана сколь 
угодно меньше меры I при достаточно большом Q, и из этих двух утверждений непосредственно 
следует утверждение леммы.

В лемме 11 мы фисируем параллелепипед 0I T⊂  и рассматриваем множество 2B  точек из I, 
для которых среди ненулевых полиномов ( )nP Q∈  существуют решения системы неравенств 
( ) 1

1
k

kP x b Q −ω +<  ( )1 3k≤ ≤  и ( )( )1 3 0min k kP x Q≤ ≤ ′ < δ . Доказывается, что для любого 1b  можно 
взять достаточно малое 0δ  так, чтобы для любого параллелепипеда 0I T⊂  мера 2B  была сколь 
угодно мала относительно меры I при достаточно большом Q. Сначала мы рассматриваем случай 

3n =  и доказываем, что все корни полиномов P достаточно удалены друг от друга, что позволяет 
получить оценки снизу производной в каждом корне, а также оценить количество полиномов. 
Для каждого полинома решения системы заключаются в параллелепипеды с центрами в его кор-
нях и суммированием по полиномам получается оценка сверху меры 2B . На втором этапе доказа-
тельства мы рассматриваем случай 3n >  и представляем 2B  как объединение двух множеств: 21B  , 
для точек которого выполняется ( )( )1

2 1 3min k kQ P x≤ ≤ ′≤ , и 22B , для точек которого выполняется 
противоположное неравенство. Оценка меры 21B   сводится к случаю 3n =  с помощью метода су-
щественных и несущественных областей, введенного В. Г. Спринджуком [3], а оценка меры 22B  
получается аналогично оценке из работы [7, с. 168].

В доказательстве теоремы 2 для параллелепипеда 0I T⊂  строятся множества 1B  и 2B  из лемм 10  
и 11 так, чтобы мера множества 1 2\B B  была достаточно велика относительно меры I. Из того, 
что для точек множества 1 2\B B  система ( ) 1

1
k

kP x b Q −ω +<  ( )1 3k≤ ≤  и ( )( )1 3 0min k kP x Q≤ ≤ ′ ≥ δ  

разрешима в неприводимых полиномах ( )nP Q∈ , deg P n= , следует близость к точкам корней 
полиномов P, т. е. троек сопряженных действительных алгебраических чисел степени ровно n 
(элементов регулярной системы), количество которых оценивается снизу с помощью оценки 
меры множества 1 2\B B .

В теореме 1 мы фиксируем произвольный параллелепипед 0I T⊂  и доказываем, что 
( ) ( ), I Iµ ≥ λµv λ    для некоторого 1λ < , из чего при помощи леммы 4 следует ( ) ( ), 0Tµ = µv λ  . 

Чтобы получить оценки вида ( ) ( ), I Iµ ≥ λµv λ   , мы в первую очередь для троек ( )1 2 3, ,= β β ββ   
сопряженных действительных алгебраических чисел степени ровно n вводим параллелепипеды 
вида 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }13
1 2 3 17 0, , x : i iv

i ix x x c n H H− − λσ = = ∈ −β < Ψβ x β β  , 

где ( ) ( )( )1 1
0 min 2 ,H H H− −Ψ = Ψ , и доказываем, что из ( )∈σx β   следует разрешимость для точки x 

системы (1) в неприводимых полиномах nP∈ , deg P n= , тем самым сводя задачу к оценке меры 
множества точек ,I∈x  которые попадают в бесконечное число параллелепипедов ( )σ β  . Далее 
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при помощи теоремы 2 строим тройки β и параллелепипеды ( )kE β  , вложенные в ( )σ β  , и оцени-
ваем искомую меру при помощи леммы 7.

В доказательствах теорем и лемм статьи будут использоваться следующие вспомогательные 
утверждения.

Л е м м а  1. Пусть nP∈  и ( )1x S∈ α . Тогда

 
( )
( )1

P x
x n

P x
−α ≤

′
, если ( ) 0P x′ > , (2) 

 
( )
( )

1
1

1
2n P x

x
P

−− α ≤
′ α

, если ( )1 0P′ α >  , (3) 

 
( )
( )

1

1 1 2 1
2 1
min 2

j
n j

j
j n

P x
x

P
−

≤ ≤

 
− α ≤ α −α ⋅ ⋅ α − α  ′ α 

 , если ( )1 0P′ α > .  (4)

Лемма 1 доказана в [8].
Л е м м а  2. Если nP∈  – приводимый полином, ( ) ( ) ( )1 ... kP x P x P x= ⋅ ⋅  ( )2 k n≤ ≤ , deg 1kP ≥  

( )1 k n≤ ≤  , то
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2... kc n H P H P H P c n H P≤ ⋅ ⋅ ≤ .  (5)

Лемма 2 доказана в [3]. 
Л е м м а  3. Пусть I некоторый⊂ −   интервал и B I измеримое⊂ −   множество веществен-

ных чисел с условием ( ) ( )1B k I−µ ≥ µ , где k – натуральное число. Если для всех x B∈  выполняет-
ся неравенство ( )P x H −ω< , где 0ω>  и deg P n≤ , то для всех x I∈  выполняется неравенство 

( ) ( ) ( ) 13 1n nP x k n H+ −ω< + .
Лемма 3 доказана в [9].

Л е м м а  4. Пусть 3 параллелеп педT и⊂ −   и –  измерA еT имо⊂   множество. Если существу-
ет положительная константа 1λ <  такая, что ( ) ( )A I Iµ ≥ λµ  для любого параллелепипеда 

,  I оT т⊂   ( ) ( )A Tµ = µ .
Л е м м а  5. Пусть { } 1i ia ∞

=  – убывающая последовательность положительных чисел и ряд 

1 ii a∞
=∑  расходится. Пусть ( )1min ,i ib a i −= . Тогда { } 1i ib ∞

=  тоже убывает и ряд 1 ii b∞
=∑  расходится.

Л е м м а   6 .  Если ( ){ } 1i
i ∞

=
Ψ  – убывающая последовательность положительных чисел и ряд 

( )1i i∞
= Ψ∑  сходится (расходится), то для любого k∈ ряд ( )0 2 2i i

i k∞
= Ψ∑  сходится (расходится).

Аналогичное лемме 4 утверждение, а также леммы 5 и 6 доказаны в [6].
Л е м м а  7 .  Пусть 3

iE ⊂   – последовательность измеримых множеств, объединение кото-
рых ограничено, и пусть ряд ( )1 ii E∞

= µ∑  расходится. Пусть E – множество точек, попадающих  
в бесконечное число множеств iE . Тогда

 ( )
( )( )
( )

2
1

1 1

lim
N

ii
N NN i ji j

E
E

E E
=

→∞
= =

µ
µ ≥

µ

∑

∑ ∑ 

. (6)

Лемма 7 – это частный случай леммы 5 в работе [10, с. 23]. 
Л е м м а  8. Пусть ( )1,..., k

kx x= ∈x   и 2 0b > . Пусть ( )nω x  – точная верхняя грань тех  0ω> , для 
которых неравенство ( ) ( )21 ii k P x b H P −ω

≤ ≤ <∏  имеет бесконечное число решений в полиномах 
nP∈ . Тогда при 1 k n≤ ≤  для любого фиксированного 2b  для почти всех (в смысле меры Лебега) 

 k выполняется∈x    ( ) 1 .n n kω = + −x  
Лемма 8 является очевидным обобщением теоремы из работы [11].
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Перейдем к доказательству теорем и лемм данной статьи. Следующая лемма технического 
характера используется в доказательстве леммы 10.

Л е м м а  9 .  Пусть  3  – некотI орый⊂    параллелепипед,  0t > , 3 0b > , [ ]x⊂   – множество 
полиномов такое, что 
 ( ){ }0 0# : HH P P H∀ ∈ ∈ = < ∞  . (7)

Пусть  ( )3, , ,L I bt  – множество точек  ( )1 2 3, ,x x x I= ∈x  , для которых среди P ∈  существу-
ет бесконечно много решений неравенства

 ( ) ( )3
1 3i iP x b H P -t

=Π < . (8)

Для  0Q >  пусть  ( )3, , , ,M I b Qt  – множество точек  ( )1 2 3, ,x x x I= ∈x  , для которых разреши-
ма система 

 
( )

( )

3
1 3 ,

, , 0.
i iP x b Q

P H P Q P

-t
=Π <


∈ ≤ ≠ 

  (9)

Тогда, если  ( )( )3, , , 0L I bm t =  для некоторых I, , τ, 3b , то для любого  31 0> ε >  найдется та-
кое  ( )0 3 3, , , ,Q I bt ε , что для всех  0Q Q>  выполняется  ( )( ) ( )3 3, , , ,M I b Q Im t < ε m . 

Д о ка з ат е л ь с т в о  леммы 9. 
Для 1 2 3, ,H H H ∈ таких, что 3 1 2H H H≤ ≤ , введем обозначения 

 ( ) ( ) ( ){ }3
1 2 1 1 3 2, : , , ,i iN H H I P H P H P x b H -t

== ∈ ∃ ∈ = Π <x      
 ( ) ( )1 33 1 1, .H HS H N H H≥=   

Из определения M следует, что при 1 Q Q′≤ ≤

 ( ) ( ) 1 2
1

, , .
H Q Q H Q

M N H Q N H Q M M
′ ′≤ < ≤ ≤

   
= =      

   
 

 

 

Оценим сверху меру 2M . Очевидно, что ( )M S Q′⊂ . Согласно определению L и (7),

 ( ) ( )
3 1 3 3

1 1 3
1 1

,
H H H H

L N H H S H
∞ ∞

= ≥ =
= =
  

. 

Так как ( ) ( )1 2 ...S S⊂ ⊂ , в соответствии со свойством счетно-аддитивности меры Лебега, из 

( ) 0Lm =  следует, что ( )( )
33 0HS H

→∞
m → . Следовательно, существует Q′ такое, что 

( ) ( )( ) ( )1
2 32M S Q I-′m ≤ m < ε m . Теперь оценим сверху меру 1M . Очевидно, что из 

( )3
1 3i iP x b Q -t

=Π <  следует истинность хотя бы одного из неравенств ( )
1

3 33iP x b Q
t-

<  ( )1 3i≤ ≤ , 
поэтому 

 ( )
( )

1
3 31 3

,1 1 3
: i

P H P Q i
M I P x b Q

t-

′∈ ≤ < ≤ ≤

 ⊂ ∈ < 
 

x
 


. 

Согласно (7) и так как Q′  фиксировано, в объединении участвует не более чем конечное число 
полиномов, поэтому существует такое Q′′, что при Q Q′′>  выполняется ( ) ( )1

1 32M I-m < ε m . 
Возьмем ( )0 max ,Q Q Q′ ′′= . Лемма 9 доказана.

Л е м м а  10. Пусть n, ( )1 2 3, ,= ω ω ωω  , 0T  – такие же, как в теореме 2. Пусть  1 2 3 0I I I I T= × × ⊂  –  
параллелепипед.  Тогда  существует  такое  ( )1 0b n > ,  что  для  любого  11 0> ε >   найдется 
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( )0 1 1, , ,Q I b εω   такое, что для всех  0Q Q>  выполняется  ( ) ( ) ( )1 11B Im ≥ - ε m , где  ( )1 1 1, , ,B B I b Q= ω   –  
это множество точек  ( )1 2 3, ,x x x I= ∈x , для которых среди неприводимых полиномов  ( )nP Q∈  
степени ровно n имеются решения системы

 ( ) ( ) ( ){ 1 2 31 1 1
1 1 2 1 3 1, , .P x b Q P x b Q P x b Q-ω + -ω + -ω +< < <   (10)

Д о ка з ат е л ь с т в о  леммы 10.
Докажем, что при достаточно большом ( )1b n  и ( )1 1,Q Q b> ω   для всех точек  системаI∈x   (10)  

разрешима в полиномах ( )nP Q∈ , 0P ≠ . Зафиксируем некоторую точку ( )1 2 3, ,x x x I= ∈x . Оче-

видно, что для любого ( )2nP Q∈  точка ( ) ( ) ( )( )1 2 3, ,PM P x P x P x=  принадлежит параллеле-

пипеду [ ]3
1 2 3 ,J J J Q Q× × = - . Покроем интервалы iJ  ( )1 3i≤ ≤  непересекающимися интервалами 

ij∆  длиной 1
1

ib Q -ω + . Ясно, что количество интервалов ij∆  не превосходит ( ) ( )/ ii jJ m m ∆ , что 

для любого 1b  при ( )2 1,Q Q b> ω   не превосходит ( ) ( ) 1
12 / 4 i

ii jJ b Q- ωm m ∆ = . Таким образом, набор 
параллелепипедов 1 2 3j j j∆ × ∆ × ∆  образует покрытие параллелепипеда 1 2 3J J J× ×  и количество 

элементов  в покрытии { } 1 2 3
1 2 3

6 3 6 3 1
1 1# 2 2 n

j j j b Q b Q- ω +ω +ω - +∆ × ∆ × ∆ ≤ = . Если ( )1b n  достаточно 

велико, то ( ) { }1 2 3
1 6 3 1

1# / 2 2 #n n
n j j jQ Q b Q+ - +≥ > ≥ ∆ × ∆ × ∆ , поэтому найдутся два различных 

полинома ( )1 2, / 2nP P Q∈  такие, что 1 2 1 2 3,P P j j jM M ∈∆ × ∆ × ∆  для некоторого 1 2 3j j j∆ × ∆ × ∆ , 
тогда для ( )2 1 nP P P Q= - ∈ , 0P ≠  выполняется система (10) в точке x.

Пусть R , I    – множества соответственно приводимых и неприводимых полиномов из n  сте пе ни 

ровно n. Также по аналогии определим ( )R Q  и ( )I Q . Согласно лемме 8, ( )( )3
1 1, , 2, 0nL I n b-m - = ,  

так как ( )1 3n n-ω = -x  для почти всех (в смысле меры Лебега) 3,∈x   что меньше 2nt = - . 

Следовательно, по лемме 9 при 3Q Q>  выполняется ( )( ) ( )3 1
1 1 1, , 2, , 2nM I n b Q I-

-m - < ε m . 

Теперь рассмотрим множество ( )3
1, , 2,RL I n b- . По определению, для каждой точки 

( )3
1, , 2,RL I n b∈ -x   существует бесконечно много решений неравенства 

 ( ) ( ) 23 3
1 1

n
i iP x b H P - +
=Π <   (11)

в приводимых полиномах ( ) ( ) ( )1 2 nP x P x P x= ∈ . С помощью леммы 2 из (11) получим 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 23 3 3
1 1 1 2 1 2 1 2

n n n
i i i iP x P x b c n H P H P- + - + - +
= =Π Π < , (12)

откуда без ограничения общности следует ( ) ( ) ( )2 23 3
1 1 1 2 1

n n
i iP x b c n H P- + - +
=Π < . Множество то-

чек ( )3
1, , 2,RL I n b∈ -x  , для которых имеется бесконечно много таких ( )1P x , обозначим как 1V ,  

а те точки, для которых имеется лишь конечное число таких ( )1P x , обозначим как 2V . Очевидно, 

что ( ) 23
1 1 1 2, , 2, n

nV L I n b c n - +
-

 ⊂ - 
 
 , и, аналогично предыдущему случаю, ( )1 0Vm = . Для каж-

дой точки из 2V  найдется хотя бы один 1P , который встречается бесконечно много раз в разложе-
ниях ( ) ( ) ( )1 2P x P x P x= . Обозначим множество точек из 2V  с таким 1P  как ( )2 1V P . Также для 0ε >  
и [ ]1P x∈ , 1 0P ≠  введем следующие обозначения:

 ( ) ( ) ( ){ }23 3
1 1 1 1: n

i iU P P x H P - +
ε == ∈ Π ≥ εx  ,  

 ( ) ( ){ }3 3
0 1 1 1: 0i iU P P x== ∈ Π =x  . 
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Очевидно, что ( )( ) ( )3
1/ 1 0 1kk U P U P∈=



 



 и ( )( )0 1 0U Pm =  для любого [ ]1P x∈ , 1 0P ≠ . Из 
данных выше определений и (12) следует, что для каждой точки ( ) ( )2 1 1/ 1kV P U P∈x   ( )k ∈   

найдется бесконечно много 2 1nP -∈ , удовлетворяющих ( ) ( ) ( )2 23 3
1 2 1 2 2

n n
i iP x kb c n H P- + - +
=Π < , 

и следовательно, ( ) ( ) ( )( )23
2 1 1/ 1 1 1 2, , 2, n

k nV P U P L I n kb c n - +
-⊂ -  . Как и ранее, получим, что 

( ) ( )( )2 1 1/ 1 0kV P U Pm = , откуда следует ( )( )2 1 0V Pm = , так как ( )2 1V P  является счетным объеди-
нением множеств меры нуль:

 ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )3
2 1 2 1 2 1 1/ 1 2 1 0 1kkV P V P V P U P V P U P∈= =



   



. 

Аналогично равенство ( )2 0Vm =  следует из ( )1 1 12 2 1, 0nP PV V P
-∈ ≠=

  . Объединяя доказанные вы-

ше утверждения, получаем ( )( ) ( )3
1 1 2, , 2, 0RL I n b V Vm - = m = , откуда и из леммы 9 вытекает, 

что при 4Q Q>  выполняется ( )( ) ( )3 1
1 1, , 2, , 2RM I n b Q I-m - < ε m . Таким образом, доказано, что 

при 5Q Q>  множества ,I∈x  для которых в ненулевых полиномах ( )1n Q-  и ( )R Q  разрешима 

система (10) (включающиеся во множества ( )3
1 1, , 2, ,nM I n b Q- -  и ( )3

1, , 2, ,RM I n b Q-  соответ-

ственно), имеют суммарную меру менее ( )1 Iε m . Также ранее доказано, что при ( )1 2max ,Q Q Q>  
для всех  системаI∈x   (10) разрешима в ненулевых полиномах ( )n Q . С учетом того, что 

( ) ( ) ( ) ( )1n n R IQ Q Q Q-=      , мера ,I∈x  для которых система (10) разрешима в полиномах 
( )I Q , ( ) ( ) ( )1 11B Im > - ε m . Лемма 10 доказана.
Л е м м а  11. Пусть n, ( )1 2 3, ,= ω ω ωω  , 0T  – такие же, как в теореме 2. Пусть  1 2 3 0I I I I T= × × ⊂  –  

параллелепипед.  Тогда  для  любого  1 0b >   и  любого  21 0> ε >   найдется  достаточно  малое 
( )0 1 2, , 0bδ ε >ω    такое,  что  для  всех  ( )0 1 2 0, , , ,Q Q I b> ε δω    выполняется  ( ) ( )2 2B Im ≤ ε m ,  где 

( )2 2 1 0, , , ,B B I b Q= δω   – это множество точек  ( )1 2 3, ,x x x I= ∈x , для которых среди полиномов 
( )nP Q∈ , 0P ≠  имеются решения системы

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
1 2 31 1 1

1 1 2 1 3 1

1 2 3 0

, , ,

min , , .

P x b Q P x b Q P x b Q

P x P x P x Q

-ω + -ω + -ω + < < <


′ ′ ′ < δ
  (13)

Д о ка з ат е л ь с т в о  леммы 11. 

Для некоторого 0Iδ >  пусть ( ){ }1 2 3, , | 1 3: i j II x x x I i j x xδ = ∈ ∃ ≤ < ≤ - < δ . Очевидно, что 
( ) ( ) II d Iδm < δ  для некоторого ( ) ,d I  которое зависит только от I. В дальнейшем мы будем рас-

сматривать систему (13) на множестве \I I I δ= , для всех точек ( )1 2 3, ,x x x I= ∈x  которого, оче-
видно, выполняется i j Ix x- ≥ δ  для любых 1 3i j≤ < ≤ .

Пусть ( )1 2 3 2, ,x x x B I= ∈x  , следовательно, найдется ( )nP Q∈ , 0P ≠ , удовлетворяющий 
сис теме (13) в точке x. Пусть ( ) 0...n

nP x a x a= + + . В дальнейшем будем считать, что iβ  – ближай-
ший к ix   корень полинома P ( )1,2,3i = . Из (13) и (4) следует

 ( )11 1
1 1

i inn n
i ix b Q b Q- ω - -t- β ≤ = , (14)

где ( )1 0i i nt = ω - >  по определению iω . Откуда, так как i j Ix x- ≥ δ  и 1 2ix ≤ , следует, что при 
( )1 1, , IQ Q b> δω  

 ( )1 1 3 ,i ix i- β < ≤ ≤   (15) 
 ( )12 1 3 ,i j I i j-β - β ≥ δ ≤ < ≤   (16) 
 ( )1 1 3 .i iβ ≤ ≤ ≤   (17)
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В соответствии с системой (13) в формулировке леммы, ( ) 0iP x Q′ < δ  для некоторого 1 3i≤ ≤ . 

Оценим сверху ( )iP′ β , для чего разложим  в рядP′   Тейлора в окрестности iβ :

 ( ) ( ) ( ) ( )( )11
1

1 .
!

kkn
i i i i ikP x P P x

k
+-

=′ ′= β + β - β∑  

Из (14), (15) и (17) следует оценка ( ) ( )( ) ( )1 1
3 1, ikk

i i iP x c n b Q+ -tβ - β <  ( )1 1k n≤ ≤ - , при помощи 

которой получим из ряда Тейлора, что ( ) ( ) 1
0 4 1, i

iP Q c n b Q -t′ β < δ + . Так как 0it > , при 
( )2 1 0, ,Q Q b> δω   последняя оценка дает ( ) 02iP Q′ β < δ . Таким образом, доказано, что из систе-

мы (13) следует система

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
1 2 31 1 1

1 1 2 1 3 1

1 2 3 0

, , ,

min , , 2 .

P x b Q P x b Q P x b Q

P P P Q

-ω + -ω + -ω + < < <


′ ′ ′β β β < δ
  (18)

Рассмотрим случай 3n = . В этом случае 1 2 3, ,β β β  – это все корни полинома P. Так как все корни 
полинома P ограничены (формула (17)), получаем

 ( ) ( )5 3H P c n a< . (19)

Также из (16) можно получить оценку снизу для ( )1P′ β  и, аналогичным образом, такую же оцен-
ку снизу для ( )2P′ β  и ( )3P′ β :

 ( ) ( ) ( )12 2 2 2
1 3 1 2 1 3 3 52 2I IP a a c n H P-- -′ β = β - β β - β > δ > δ . (20)

Из (18) и (20) получим оценку для высоты полинома P:

 ( ) ( )3 2
0 52 IH P c n Q H-< δ δ = . 

Так как производные во всех корнях ограничены снизу, из (3) следует, что для фиксированно-
го P все решения (18) лежат в параллелепипедах вида 

 ( )
( )
( )

( ) ( ) ( )12 4 2 1
1 52 2 1,2,3ii

i i I
i

P x
x b c n Q H P i

P
-- -ω +  Π = - g < < δ = ′ g  

γ  , 

где 1 2 3, ,= g g gγ   – некоторая перестановка корней 1 2 3, ,β β β . Мера каждого такого параллелепипеда

 ( )( ) ( ) ( )3 315 3 6 1
1 52 Ib c n Q H P -- -m Π = δγ  . 

Из всего вышесказанного следует, что

 ( )
( )

( )( )
1 3 1 2 3

1

2
1 , , , ,

0i
H H P

H P H P

B I
≤ < ∈ = g g g

= g =

⊂ Π
γ

γ

  


 , 

откуда получаем оценку для меры 2B I

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

3 315 3 6 1 3 3 8
2 1 1 5 1 1 0 6

1
3 3! 2 I I

H H
B I H b c n Q H b c n- - - -

≤ <
m < ⋅ ⋅ δ < δ δ∑ , 

откуда следует оценка для меры 2B

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 8
2 2 1 0 6I IB B I I b c n d I-

δm < m + m < δ δ + δ . 



74

Выберем Iδ  достаточно малым, чтобы выполнялось ( ) ( )1
22I I-

δm < ε m , а затем выберем 0δ  до-

статочно малым, чтобы выполнялось ( ) ( )1
2 22B I I-m < ε m . Тогда ( ) ( )2 2B Im < ε m  и лемма 11 в слу-

чае 3n =   доказана. 
Теперь перейдем к случаю 3n > . Представим 2B  в виде 2 21 22B B B=  , где 21B  – это множество 

точек ( )1 2 3, ,x x x I= ∈x , для которых среди полиномов ( )nP Q∈ , 0P ≠  имеются решения системы

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 2 31 1 1
1 1 2 1 3 1

1
2 1 2 3 0

, , ,

min , , ,

P x b Q P x b Q P x b Q

Q P x P x P x Q

-ω + -ω + -ω + < < <


′ ′ ′ ≤ < δ

  (21)

а 22B  – это множество точек ( )1 2 3, ,x x x I= ∈x , для которых среди полиномов ( )nP Q∈ , 0P ≠  
имеются решения системы

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 2 31 1 1
1 1 2 1 3 1

1
21 2 3

, , ,

min , , .

P x b Q P x b Q P x b Q

P x P x P x Q

-ω + -ω + -ω + < < <


′ ′ ′ <

 (22)

Рассмотрим множество 21B . Из (21) получим оценку снизу для производной в 1 2 3, ,β β β , для 
чего разложим  в рядP′   Тейлора в окрестности iβ :

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )11
11

1 .
!

kkn
i i i i i ikP x P P x P R

k
+-

=′ ′ ′= β + β - β = β +∑  

Согласно (2), ( ) ( )
11 21

i
i i i ix n P x P x nb Q- -ω +′- β < ≤ , из чего получим

 ( ) ( )( ) ( ) ( )
31 27 1, 1 1ikk

i i iP x c n b Q k n-ω ++ β - β < ≤ ≤ - . 

Так как 3 1
2 2i-ω + < , из последней оценки следует, что 

11 21 2R Q-<  при ( )3 1,Q Q b> ω  , из чего  

с помощью ряда Тейлора и (21) получаем ( )
11 22iP Q-′ β ≥ . Таким образом, учитывая (18), мы до-

казали, что из системы (21) следует система

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 2 31 1 1
1 1 2 1 3 1

11 2 1 2 3 0

, , ,

2 min , , 2 .

P x b Q P x b Q P x b Q

Q P P P Q

-ω + -ω + -ω +

-

 < < <


′ ′ ′ ≤ β β β < δ

 (23)

Согласно (3), при фиксированных P и тройке его корней ( )1 2 3, ,= β β ββ   все решения (23) со-
держатся в паралелепипеде

 
( )

( )
( )

1
13 1, : 2 1 3

i
n

i i
i

b QP x i
P

-ω +
-  s = ∈ - β < ≤ ≤ ′ β  

β x   . (24)

Применим метод существенных и несущественных областей, введенный В. Г. Спринджуком [3],  
для сведения задачи оценки меры 21B  к полиномам меньшей степени n n′ < . Выберем ′ω   так, 
чтобы они удовлетворяли условиям леммы 11 и при этом i i′ω > ω . Например, можно взять 

( )2 1 1
2i i

n
n
′ -′ω = ω - +
-

. Для некоторого фиксированного 4 1b >  построим параллелепипеды  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3, , , ,P J P J P J Ps = × ×β β β β  , 
где 

 
( )

( )
( )

1 111 24 1 4, : 2 2 1 3
i

in n
i i i i

i

b QJ P x x b b b Q i
P

′-ω + ′-ω +-  = ∈ - β < ≤ ≤ ≤ ′ β  
β   . (25)
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Очевидно, что ( ) ( )1, ,P Ps ⊂ sβ β   и 

 ( )( ) ( )( )3
4 1, ,n nP b Q P′- -m s ≤ m sβ β  . (26)

Также важно отметить, что из 1 1
2 2i′-ω + < -  в определении ( ),iJ P β   и (14) вытекает, что при 

( )4 1 4 2, , , ,Q Q I b b> εω   для любого такого ( )1 ,Ps β   выполняется

 ( )1 1,P I Gs ⊂β   , (27)

где 1G  – некоторое множество с мерой ( ) ( )2
1 22G I-m < ε m .

Пусть ( )1 1, ,...,n n na a a ′- +=b  – вектор, состояший из коэффициентов полинома ( ) ( )nP x Q∈ . 
Обозначим через ( ),n Q b  подмножество полиномов из ( )n Q   с вектором b. Для каждого ( ),n Q b  

разобьем все возможные пары ( ),P β   ( )( ),nP Q∈ b  на классы ( ), ,nS Q jb  ( )( )81 j c n≤ ≤  так, что-
бы в каждом классе ( ), ,nS Q jb  было не более одной пары ( ),P β   для любого ( ),nP Q∈ b . Пару 
( ) ( )1 1, , ,nP S Q j∈β b  , порождающую параллелепипед ( )1 1 1,Ps β  , будем называть существенной, 
если для любого другой пары ( ) ( )2 2, , ,nP S Q j∈β b   выполняется неравенство 

 ( ) ( )( ) ( )( )1
1 1 1 1 2 2 1 1 1, , 2 ,P P P-m s s < m sβ β β  . (28)

Обозначим как ( ), ,A
nS Q jb  множество существенных пар из ( ), ,nS Q jb . Если же найдется дру-

гая пара ( ) ( )2 2, , ,nP S Q j∈β b   такая, что

 ( ) ( )( ) ( )( )1
1 1 1 1 2 2 1 1 1, , 2 ,P P P-m s s ≥ m sβ β β  , (29)

то будем называть пару ( )1 1,P β   несущественной. Обозначим как ( ), ,B
nS Q jb  множество несуще-

ственных пар из ( ), ,nS Q jb .
Из всего вышесказанного следует, что 

 
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )8 81 1 1 1

21 1 1 1 1 21 21
1 1, , , , , ,

, ,
A B

n n

A B
j c n j c nP S Q j P S Q j

B P P B B
≤ ≤ ≤ ≤∈ ∈

   
   ⊂ s s =
   
   b bβ b β b

β β 

     

 . 

Получим оценку сверху меры 21AB . Для каждого ( ), ,A
nS Q jb  для всех ( )1 1 1,Ps β   не менее по-

ловины меры свободно от точек других ( )1 1 1,Ps β  , поэтому, с учетом (27),

 
( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

2
1 1 1 1

, , ,
, 2 2 2

2A
nP S Q j

P I G I
∈

ε m s ≤ m + m ≤ + m 
 

∑
β b

β  .
 

Из последнего неравенства, с помощью (26) и так как { } ( )9# n nc n Q ′-≤b , получим 

 
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )8 81 1 1 1

3
21 1 1 4 1 1 1

1 1, , , , , ,
, ,

A A
n n

n n
A

j c n j c nP S Q j P S Q j
B P b Q P′- -

≤ ≤ ≤ ≤∈ ∈

m ≤ m s ≤ m s ≤∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
b bβ b β b

β β  
  

 ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
8

23 3 3
4 9 8 4 8 9 4

1
2 3 3

2
n n n n n n

j c n
b Q I c n Q c n b Q I c n c n b I′ ′ ′- - - - - -

≤ ≤

ε ≤ + m ≤ m ≤ m 
 

∑ ∑
b

. 

Задавая достаточно большое значение ( )4 40 2,b b n> ε , добьемся того, чтобы

 ( ) ( )1
21 23AB I-m ≤ ε m . (30)
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Оценим сверху меру 21BB . В дальнейшем нам будут нужны оценки сверху для ( )iP x  и ( )iP x′  
при ( )1 ,P∈sx β  . Разложим P в ряд Тейлора в окрестности iβ :

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

1
!

n kk
i i i i i i i

k
P x P x P x

k=
′= β - β + β - β∑ . 

Из (25) при ( )5 1 4, ,Q Q b b> ω   получаем оценки

 ( )( ) 1 1
1 42 in

i i iP x b b Q ′- -ω +′ β - β < ,  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2
10 1 4 1 4 102 2 2i ikk n n

i i iP x c n Q b b Q b b c n Q k n′ ′- ω + - ω +β - β < ⋅ < ≤ ≤ , 

из которых получаем

 ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1
1 4 10 11 1 42 1 1 3i i in

iP x b b Q nc n Q c n b b Q i′ ′ ′-ω + -ω + -ω +< + ≤ ≤ ≤ . 

Разложим  в рядP′   Тейлора в окрестности iβ :

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

1

1
!

n kk
i i i i i

k
P x P P x

k

- +

=
′ ′= β + β - β∑ . 

Из (25) получаем оценку

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 11 2210 1 4 1 4 102 2 1 1ii

k
kk n n

i i iP x c n Q b b Q b b c n Q k n
′- ω -′-ω ++  β - β < ≤ ≤ ≤ - 

 
, 

из которой с учетом (23) при ( )6 1 4 0, , ,Q Q b b> δω   для некоторого 1 3i≤ ≤  следует 

 ( ) 04iP x Q′ < δ . 

Таким образом, мы доказали, что для ( )1 ,P∈sx β   справедлива система неравенств

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
1 2 31 1 1

1 11 1 4 2 11 1 4 3 11 1 4

1 2 3 0

, , ,

min , , 4 .

P x c n b b Q P x c n b b Q P x c n b b Q

P x P x P x Q

′ ′ ′-ω + -ω + -ω + < < <


′ ′ ′ < δ
  (31)

При фиксированном ( ), ,B
nS Q jb  по определению для любой пары ( ) ( )1 1, , ,B

nP S Q j∈β b   най-
дется пара ( ) ( )2 2, , ,nP S Q j∈β b   такая, что выполняется (29), откуда очевидным образом для 1 3i≤ ≤  
получаем

 ( ) ( )( ) ( )( )1
1 1 2 2 1 1, , 2 ,i i iJ P J P J P-m ≥ mβ β β  . (32)

Из (31) получаем, что для ненулевого полинома ( )1 2 2nR P P Q′= - ∈  для каждого 
( ) ( )1 1 1 1 2 2, ,P P∈s sx β β   выполняется система неравенств 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
1 2 31 1 1

1 11 1 4 2 11 1 4 3 11 1 4

1 2 3 0

2 , 2 , 2 ,

min , , 8 .

R x c n b b Q R x c n b b Q R x c n b b Q

R x R x R x Q

′ ′ ′-ω + -ω + -ω + < < <


′ ′ ′ < δ
 

При помощи (32) и леммы 3 получаем, что уже для всех ( )1 1 1,P∈sx β   выполняется система не-
равенств

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1 2 31 1 1
1 12 1 4 2 12 1 4 3 12 1 4

1 2 3 13 0

, , ,

min , , .

R x c n b b Q R x c n b b Q R x c n b b Q

R x R x R x c n Q

′ ′ ′-ω + -ω + -ω + < < <


′ ′ ′ < δ
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Введем замену переменных 2Q Q′ =  . Таким образом, для некоторого ненулевого ( )nR Q′ ′∈  для 
всех ( )1 1 1,P∈sx β   верно

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1 2 31 1 1
1 14 1 4 2 14 1 4 3 14 1 4

1 2 3 15 0

, , ,

min , , .

R x c n b b Q R x c n b b Q R x c n b b Q

R x R x R x c n Q

′ ′ ′-ω + -ω + -ω + ′ ′ ′< < <


′ ′ ′ ′< δ
 

Следовательно, 

 
( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )8 1 1

21 1 1 2 14 1 4 15 0
1 , , ,

, , , ,c ,
B

n

B
j c n P S Q j

B I P I B I c n b b n n Q
≤ ≤ ∈

′ ′= s ⊂ δ
b β b

β ω 

  

 . 

Пусть теперь 3n′ = . Используя уже доказанный случай 3n = , получим, что при достаточно ма-
лом 0δ  при ( ) ( ) ( )( )1

0 14 1 4 2 15 02 , , ,12 ,cQ Q Q I c n b b n n-′ ′ ′= > ε δω   выполняется

 ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )1
21 2 14 1 4 15 0 2, , ,c , 12BB I B I c n b b n n Q I-′ ′m ≤ m δ < ε mω  , 

откуда с учетом (27) получаем
 ( ) ( )1

21 23BB I-m < ε m . (33)

Рассмотрим множество 22B . По аналогии с доказательством, данным в работе [7, с. 168], полу-
чим, что при ( )1

7 1 2, , ,3Q Q I b -> εω  

 ( ) ( )1
22 23B I-m < ε m . (34)

Из (30), (33), (34) получаем, что ( ) ( )2 2B Im ≤ ε m . Лемма 11 доказана.
Д о ка з ат е л ь с т в о  теоремы 2. 

Пусть ( ) ( )31 1
1 2 3

1 3
; 2 ;2i i

i
I I I I e f - -

≤ ≤
= × × = ⊂ -∏ . Для 1

4 10-ε =  определим параллелепипед 

4 4

1 3
;

2 2i i i i
i

I e I f I
≤ ≤

ε ε ′ = + - 
 

∏ . Очевидно, что ( ) ( ) ( )3
41I I′m = - ε m . 

Для некоторого 0δ >  пусть ( ){ }1 2 3, , | 1 3: i jI x x x I i j x xδ′ ′= ∈ ∃ ≤ < ≤ - < δ . Очевидно, что 

( ) ( )I d Iδ′ ′m < δ для некоторого ( )d I ′ , которое зависит только от .I ′  Возьмем достаточно малый 
( )I ′δ = δ  такой, что ( ) ( )16I I-

δ′ ′m ≤ m . 
Для тройки действительных чисел ( ) 3

1 2 3, ,= g g g ∈γ    и  5 0b >  определим параллелепипеды

 ( ) ( ) ( ){ }3
5 1 2 3 5, , , : 1 3k

k kb x x x x b Q k-ωΠ = ∈ - g < ≤ ≤γ   . 

Применим леммы 10 и 11 для параллелепипеда .I ′  По лемме 10 существует ( )1b n  такой, что для 
1

1 6-ε =  для всех ( )0 ,Q Q I ′> ω   выполняется

 ( ) ( ) ( )1 5
6B I ′m ≥ m . (35)

По лемме 11 для 1
2 6-ε =  найдется ( )0δ ω   такой, что для всех ( )1 ,Q Q I ′> ω   выполняется

 ( ) ( ) ( )2 1
6B I ′m ≤ m . 

Согласно определениям множеств 1B , 2B , I δ′, для всех точек ( ) ( ) ( )1 2 3 3 1 2, , \ \x x x B B I B I I δ′ ′ ′= ∈ =x    
среди неприводимых полиномов ( )nP Q∈  степени ровно n существуют решения системы нера-
венств
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

1 2 31 1 1
1 1 2 1 3 1

1 2 3 0

, , ,

min , , .

P x b Q P x b Q P x b Q

P x P x P x Q

−ω + −ω + −ω + < < <


′ ′ ′ ≥ δ ω
 
 

При этом  ( ) ( )1
3 2B I− ′µ ≥ µ . Докажем, что существуют попарно различные действительные кор-

ни 1 2 3, ,β β β  полинома P такие, что

 ( ) ( )1
1 03 i

i ix b n Q− −ω−β < δ ω  . (36)

Разложим P в ряд Тейлора в окрестности точки ix  :

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

1
!

n kk
i i i i i i i i

k
P y P x P x y x P x y x

k=
′= + − + −∑ . 

Не теряя общности, можно считать, что ( ) 0iP x >  и ( ) 0iP x′ < . Возьмем ( ) ( )1
1 03 i

i iy x b n Q− −ω= + δ ω  , 
тогда при ( )2Q Q> ω   получим

 ( ) ( ) 1
10 i

iP x b n Q −ω +≤ < ,  

 ( )( ) ( ) 1
13 i

i i iP x y x b n Q −ω +′ − ≤ − ,  

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

21 2 1 1 1
1 0 16 13 i ikk

i i iP x y x b n c n Q n b n Q− − ω + − −ω +− < δ <ω  , 
 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1
1

2

1 2
!

i
n kk

i i i i
k

P x P x y x b n Q
k

−ω +

=
+ − <∑ , 

что дает ( ) 0iP y < . Так как ( ) 0iP x > , из непрерывности ( )P x  следует, что P имеет корень 

( ) ( )1
1 0; 3 i

i i ix x b n Q− −ω β ∈ + δ ω  . Также 3 \B I I δ′ ′∈ ⊂x , поэтому i jx x− ≥ δ, откуда получаем, 

что 12i j
−β −β > δ при ( )3 ,Q Q I ′> ω  , а следовательно, iβ  попарно различны. Таким образом, 

( )1 2 3, ,= β β ββ   – тройка сопряженных действительных алгебраических чисел степени ровно n  
и высоты не более Q. 

Так как множество таких троек β  не более чем конечно, мы можем выбрать из них макси-
мальный набор 1,..., tβ β   таким образом, чтобы параллелепипеды ( ),1jΠ β   ( )1 j t≤ ≤  не пересека-
лись. Согласно (36), для каждого ( )1 2 3 3, ,x x x B= ∈x  найдется тройка ( )1 2 3, ,= β β ββ   такая, что 

( ) ( )( )1
1 0,3b n −∈Π δx β ω  . Если ( )1j j t≠ ≤ ≤β β  , то найдется такое jβ  , что ( ) ( ),1 ,1jΠ Π ≠∅β β  , 

откуда получаем ( ) ( )( )1
1 0,3 2j b n −∈Π δ +x β ω  . Следовательно, 

 
( ) ( )( )1

3 1 0
1

,3 2j
j t

B b n −

≤ ≤
⊂ Π δ +β ω


 , 

из чего получаем оценку снизу для t: 

 

( )
( ) ( )( )( )

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )

31
3 4

131 11 0 1 0

2 1
,1,3 2 ,1 3 2 jj j

B I I
t C

b n b n

−

− −

µ − ε µ µ
≥ ≥ =

µ Πµ Π δ + µ Π δ + ββ ω β ω
 , 

где ( ) ( ) ( ) ( )( ) 331 1
1 1 4 1 02 1 3 2C C b n

−− −= = − ε δ +ω ω  . Также очевидно, что при ( )4 ,Q Q I ′> ω   вы-
полняется ( ),1j IΠ ⊂β  . Теорема 2 доказана.
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Д о ка з ат е л ь с т в о  теоремы 1. 
Зафиксируем некоторый параллелепипед ( )31 1

1 2 3 0 2 ;2I I I I T - -= × × ⊂ = -  . Пусть ( )0 HΨ = 
 

( )( )1 1min 2 ,H H- -= Ψ   , тогда ( )01H H∞
= Ψ = ∞∑  согласно лемме 5. Далее пусть ( ) ( )0H H HΦ = Ψ  , 

тогда, согласно лемме 6,

 ( ) 12H -Φ ≤  , (37) 

 ( )0 2k
k
∞

= Φ = ∞∑  . (38)

Пусть ( )1 2 3 0, , T= β β β ∈β   – тройка сопряженных действительных алгебраических чисел степе-
ни ровно n. Это значит, что найдется такой неприводимый и примитивный полином [ ]P x∈ , что 

( ) 0iP β = . Рассмотрим параллелепипед

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }13
1 2 3 17 0, , x : i iv

i ix x x c n H H- - ls = = ∈ - β < Ψβ x β β  , 

где ( ) ( )H H P=β  . Докажем, что при ( ) ( ) 12
17 !c n n n

-
=  из ( )∈sx β   следует (1), для чего разложим P 

в ряд Тейлора в окрестности iβ  и используем оценку ( ) ( ) ( ) ( )!
!

k
i

n nP H P
n i

β <
-

:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )17 0
1 1

1 1 !
! ! !

i i
n nk vk

i i i i
k k

n nP x P x c n H P H P
k k n i

- l

= =
≤ β - β ≤ Ψ ≤

-
∑ ∑   

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0
i ii iv vH P H P H P H P- -l l≤ Ψ ≤ Ψ . 

Таким образом, если 0T∈x  принадлежит бесконечному числу ( )s β  , то ,∈ v λx   .
Пусть 1i i ivω = + + l , ( )1,2,3i = . Согласно теореме 2, найдутся ( )1 1 0C C= >ω   и ( )0 ,k k I= ω    

такие, что для любого 0k k≥  найдется множество ( )kA I , состоящее из троек ( )1 2 3, , I= β β β ∈β   
сопряженных действительных алгебраических чисел степени ровно n, для которого справедливо

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
12 # 2k n k n

kC I A I I+ +m ≤ ≤ m , (39) 

 ( ) ( )( )2k
kH A I≤ ∀ ∈β β  , (40)

и для параллелепипедов

 ( ) ( ){ }3
1 2 3, , : 2 ik

k i ix x x x - ωΠ = ∈ - β <β    (41)

выполняются свойства

 ( ) ( )( )k kI A IΠ ⊂ ∀ ∈β β  , (42) 

 ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2,k k kA IΠ Π = ∅ ∀ ∈β β β β  . (43)

Для всех ( )kA I∈β   определим параллелепипеды 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }13 1 1
17 170: 2 2 2 2 2 2i i i ik v k k k

k i iE x c n c n- +- l - - ω l= ∈ - β < Ψ = Φβ x   , 

мера каждого из которых, очевидно,

 ( )( ) ( ) ( ) ( )13
17 2 2 .k n k

kE c n - +m = Φβ    

Из (37) и ( )17 1c n <  вытекает ( ) ( )k kE ⊂ Πβ β  , откуда следует ( )1k I⊂βΕ   и ( ) ( )1 2k kE = ∅β βΕ   
( )( )1 2, kA I∀ ∈β β  . Определим 
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( )k
k k

A I
E E

∈
=

β
β



 ,  ( )
0

k
N k k N

E I E
∞ ∞

= =
=
 

. 
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Так как kE I⊂ , ( ) ( )kE ⊂ sβ β  , и так как фиксированный 0T∈x  может принадлежать лишь конеч-
ному числу ( )kE β   для фиксированного β , очевидно, что множество точек, попадающих в беско-
нечное число множеств kE , ( ) ,E I ⊂ v λ  . 

Оценим снизу меру ( )E I , используя лемму 7. Из (39) получаем 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3
1 17 172 2k k

kC c n I E c n IΦ m ≤ m ≤ Φ m  , 

откуда

 
( ) ( ) ( ) ( )

0 0

3
1 17 2

N Nk
k

k k k k
C c n I E

= =
m Φ ≤ m∑ ∑  , (44)

из чего вместе с (38) получаем ( )0 kk k E∞
= m = ∞∑ .

Из (38) следует, что существует такое 0N , что при 0N N>  

 
( )

0

2 1
N k

k k=
Φ >∑  . (45)

В дальнейшем будет рассматривать только 0N N> . Зафиксируем некоторые 0k k l N≤ < ≤  и оце-
ним сверху ( )0 k lk k l N E E≤ < ≤ m∑  . Для любого ( )1kE β   ( )( )1 kA I∈β   количество ( )2lE β   ( )( )2 lA I∈β  , 
имеющих с ( )1kE β   непустое пересечение, не более
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- ω l
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∏β β β  
 
, 

откуда 
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следовательно, 
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из чего следует
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Если раскрыть скобки в произведении в правой части, мы получим восемь сумм по индексам 
0k k l N≤ < ≤ . Обозначим эти суммы jS  ( )1 8j≤ ≤ . Первая сумма
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где последнее неравенство следует из (45). Остальные суммы jS  ( )2 8j≤ ≤  имеют вид
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где ( )11 3u j≤ ≤ , ( )2 , 0u j >ω  , ( )30 2u j≤ ≤ , ( )40 , 1u j≤ ≤λ  . Так как ( )170 1c n< <  и ( )0 2 1k< Φ <  ,  

мы можем получить оценку ( ) ( )3 4
17 2 1u u kc n Φ <  , из которой следует 
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Объединим полученные выше оценки
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При помощи (44), (46) и леммы 7 оценим снизу ( )Em :
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Так как параллелепипед 0I T⊂  взят произвольно, из леммы 4 получим ( )( ) ( )0E I Tm = m , откуда, 
очевидно, следует ( ) ( ), 0Tm = mv λ  . Теорема 1 доказана.

Список использованной литературы

1. Khintchine, А. Continued Fractions / А. Khintchine. – Chicago: University of Chicago Press, 1964.
2. Mahler, K. Zur Approximation der Exponentialfunktion und des Logarithmus. Teil I / K. Mahler // J. Reine Angew. Math. – 

1932. – Vol. 166. – P. 118–150.
3. Спринджук, В. Г. Проблема Малера в метрической теории чисел / В. Г. Спринджук. – Минск: Наука и техника, 1967.
4. Baker, A. On a theorem of Sprindzuk / A. Baker // Proc. R. Soc. London, Ser. A. – 1966. – Vol. 292, iss. 1428. – P. 92–104.
5. Берник, В. И. О точном порядке приближения нуля значениями целочисленных многочленов / В. И. Берник // Acta 

Arith. – 1989. – Vol. 53. – Р. 17–28. 
6. Beresnevich, V. On approximation of real numbers by real algebraic numbers / V. Beresnevich // Acta Arith. – 1999. –  

Vol. 90, N 2. – P. 97–112.
7. Bernik, V. A divergent Khintchine theorem in the real, complex, and p-adic fields / V. Bernik, N. Budarina, D. Dickinson // 

Lith. Math. J. – 2008. – Vol. 48, N 2. – P. 158–173.
8. Берник, В. И. Распределение действительных алгебраических чисел произвольной степени в коротких интервалах / 

В. И. Берник, Ф. Гётце // Изв. РАН. Сер. мат. – 2015. – Т. 79, вып. 1. – С. 21–42.
9. Берник, В. И. Применение размерности Хаусдорфа в теории диофантовых приближений / В. И. Берник // Acta 

Arith. – 1983. – Vol. 42, N 3. – P. 219–253.
10. Спринджук, В. Г. Метрическая теория диофантовых приближений / В. Г. Спринджук. – М.: Наука, 1977. 
11. Берник, В. И. Метрическая теорема о совместном приближении нуля значениями целочисленных многочленов / 

В. И. Берник // Изв. АН СССР. Сер. мат. – 1980. – Т. 44, вып. 1. – С. 24–45.

Поступила в редакцию 20.08.2015


