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Алгебраические числа – корни многочленов с целыми коэффициентами – имеют сложную за-
висимость от коэффициентов. Задача распределения алгебраических чисел нетривиальна даже для 
многочленов малых степеней. В данной статье нас будет интересовать распределение действитель-
ных алгебраических чисел заданной степени и высоты. Такие задачи возникают в теории транс-
цендентных чисел [1] и в теории диофантовых приближений [2]. В работе [1] доказано существо-
вание алгебраических чисел произвольной степени в интервалах, длины которых уменьшаются  
с ростом высоты многочленов. В настоящей работе доказано несколько фактов об алгебраических 
числах на комплексной плоскости в кругах малого радиуса. Мы впервые получаем оценки сверху 
и снизу для длин интервалов, в которых существуют алгебраические числа.

Пусть ( ) 1
1 1 0...n n

n nP x a x a x a x a-
-= + + + +  – неприводимый многочлен степени n. Коэффици-

енты многочлена – взаимно простые числа ( )1 0, ,..., 1n na a a- = , 0na > . Пусть a – алгебраическое 
число степени n, являющееся корнем этого многочлена. Высотой алгебраического числа a назовем 
число ( )

0
max ,i

i n
H a

≤ ≤
a =  равное модулю максимального коэффициента этого многочлена.

Покажем, что существуют такие интервалы, I, 10,5I Q -= , где Q∈, 1Q > , в которых нет алге-

браических чисел  ,  deg 1na a = ≥  и ( )H Qa ≤  для любого n. С другой стороны, если 1,  ,I Q
n

-µ> µ <  

то, как мы покажем в теореме 2, в любом таком интервале, при ( )0Q Q n>  всегда существуют алге-
браические числа произвольной степени.

Вначале рассмотрим задачу о распределении действительных алгебраических чисел.
Т е о р е м а  1. В интервале ( )1 10;0,5 , 0,5I Q I Q- -= =  нет алгебраических чисел a степени 

deg 1na = ≥  и ( )H Qa ≤  для любого 1Q > .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть действительное алгебраическое a – корень неприводимо-

го многочлена ( ) 1
1 1 0...n n

n nP x a x a x a x a-
-= + + + +  с целыми коэффициентами. Если 0 0a = , то из 

( ) 0Р a =   получаем 1
1 1... 0n n

n na a a-
-a + a + + a = , ( )1

1 2
1 ... 0n n

n na a a- -
-a a + a + + = .

Следовательно, a – корень многочлена ( ) 1 2
1 1 1...n n

n nP x a x a x a- -
-= + + +  степени, не превосхо-

дящей 1n - . Это противоречит условию. Поэтому коэффициент 0 0a ≠ . Значит, 0 1a ≥ . Из равенства 
( ) 0Р a =   следует:

 ( )1
1 2

0 1 ...n n
n na a a a- -

-- = a a + a + + ,  

 ( )1 1 1
0 1

1 11 0,5 ... 1 0,5 1 ... 1
2 2

n
na Q Q Q Q- - -
-

 ≤ - ≤ ⋅ a + + a + < + + + < 
 

. 
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Получили противоречие. Следовательно, в интервале I нет алгебраических точек никакой  
степени.

Т е о р е м а  2. Пусть задано натуральное число 1Q >  и интервал ,I I Q -µ⊂ > . Тогда в интер-

вале I существует действительное алгебраическое число ( ),  deg 1,  ,n H Qa a = ≥ a ≤  если 1
n

µ < .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим число 2na = . Это число – алгебраическое, deg na = , так как 
оно является корнем многочлена ( ) 2nP x x= - , который неприводим по критерию Эйзенштейна [3].

Пусть ,q p∈ ∈ . Покажем, что число 1
p
q

a = a +  является алгебраическим и при q Qµ>  при-

надлежит I. Рассмотрим многочлен ( )1 2
n

p pP x P x x
q q

     = - = - -        
. Умножим его на nq  и полу-

чим многочлен ( ) ( )2 1 2
n

n n pP x q P x q x
q

   = = - -    
 с целыми коэффициентами. Число 1

p
q

a = a +  

является корнем многочлена

 
( ) ( ) ( ) 2

1 2
2 1

1
2 ... 2

2

n n
n n n n n nn np p p pP x q P x q x q x nx x

q q q q
- -

   -        = = - - = - + + + - - =                
   

 ( )
1

0
1 2

nkn kn k n k
n

k

p pq C x
q q

-
-

=

 
    = - + - -        

 
∑ .

 

Оценим высоту этого многочлена: ( )2
1 1
max max k k n k

k n
k n k n

H P a C p q -

≤ ≤ ≤ ≤
= = .

Рассмотрим промежуток [ ]0,1I = . Пусть число 1
p
q

a = a +  принадлежит этому промежутку, тогда

 
0 2 1n p

q
≤ + ≤ ,  0 2n q p q≤ + ≤ ,  2 2n nq p q q- ≤ ≤ - ,  3 0

2
q p- < < ,  3

2
p q< . 

При такой зависимости между p и q оценка для высоты многочлена имеет вид

 
( ) 2

2
3max max 2 2
2

n k
k k n k n k n k n n

k n
k k

H P a C q p q q q
-

- - = = ≤ = ⋅ 
 

. 

По условию теоремы ( )H Qa ≤ . Поэтому 22 n nq Q< , 
11

4
nq Q<  и 1

n
µ < .

Подобным образом можно показать, что интервалу I принадлежит и число 2 2n p
q

a = ⋅ . Оно 

алгебраическое, так как является корнем многочлена ( )3 2n n nP x q x p= - .
Сейчас рассмотрим задачу о распределении комплексных алгебраических чисел, т. е. алгебра-

ических чисел β с условием Im 0β ≠ . Далее через ( ) ( )1 2, ,...c n c n  будем обозначать величины, за-
висящие только от n и не зависящие от высоты многочлена.

Л е м м а [4]. Пусть 1 2, ,..., na a a  – корни многочлена ( ) 1
1 1 0...n n

n nP x a x a x a x a-
-= + + + + , 

deg P n= . Тогда для любого набора различных корней 1 2, ,..., ki i ia a a , 1 21 ... ,  ki i i n k n≤ < < < ≤ ≤ , 

справедливо неравенство ( ) ( )
1 2 1... ni i i

n

H P
c n

a
a a a <  .
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Заметим, что лемма точная, так как в работе [4] доказано, что всегда существует набор корней 

1 ,..., ,  li i l na a ≤ , таких, что ( )1 2... li i
n

Hc n
a

a ⋅ ⋅a > .

Т е о р е м а  3. Для любого 1Q >  существуют круги ( )0 ,K z r  радиуса ( )
1

123r c n Q- -< , в кото-
рых при достаточно малой величине ( )3c n  нет алгебраических a степени deg na =  и высоты 
( )H Qa < .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим многочлен ( ) 2
1 1P x x x= + + , корнями которого явля-

ются числа 1,2
1 3
2 2

iβ = - ± , и многочлен ( ) 1
2 1 1 0... ,  3n n

n nP x a x a x a x a n-
-= + + + + ≥ , с корнями 

1 2, ,..., na a a  степени ( )iH Qa < . Пусть многочлены ( )1P x  и ( )2P x  не имеют общих корней. Это 

будет всегда, если ( )2P x  – неприводим и 3n ≥ . Предположим, что в круге радиуса ( )
1

123r c n Q- -=  
существуют корни ( )2P x . Рассмотрим результант многочленов ( )1P x  и ( )2P x . По определению [3]

 

( ) 2
1 2

1
1 2

, n i j
i n
j

R P P a
≤ ≤
≤ ≤

= a -β∏  . (1)

Из (1) и леммы имеем

 

( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2
1 2 21

1 2

1 , 1 1n n
n i j n

i n n
j

HR P P a a r c n c n Q r
a≤ ≤

≤ ≤

≤ = ∏ a -β ≤ <  . (2)

Если ( )
1

123r c n Q- -< , то неравенство (2) противоречиво. Следовательно, в круге ( )0 ,K z r  нет 
алгебраических чисел. 

Т е о р е м а  4. Пусть задано натуральное число 1Q >  и круг ( )0 ,K z r  радиуса r Q -µ= . В кру-
ге ( )0 ,K z r  существует комплексное алгебраическое число ( ),  Im 0,  deg 2,  n H Qa a ≠ a = ≥ a ≤ , 

если  
1
2n

µ < .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим неприводимый многочлен ( )1 2nP z z= - . Его корни 
2 22 cos sin ,  0,1,..., 1n

k
k kz i i n

n n
π π = + = - 

 
, – алгебраические числа. Выберем k  с условием 

2sin 0k
n
π

> .

Рассмотрим множество комплексных чисел 

 ( ) 1 0 2 0
2 2, : Re ,  Im

2 2
S x y z I x z Q I y z Q-µ -µ  = ∈ = - < = - < 

  
 . 

Покажем, что существует число вида 1

1

22 sinnp k
q n

π , принадлежащее промежутку 2I . За фик-

си ру ем k  так, чтобы число 2 k
n
π  незначительно отличалось от 

4
π . Если 9n ≥ , то возьмем 

8
nk  =   

.  

Если 5,6,7,8n = , то 1k = . Если 4n = , то из корней многочлена ( ) 4
1 2P z z= -  выберем корень 

1 2 cos sin
2 2

nz iπ π = + 
 

. Если 3n = , то из корней многочлена ( ) 3
1 2P z z= -  выберем корень 

1
2 22 cos sin
3 3

nz iπ π = + 
 

.
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Будем для определенности считать, что все координаты точек круга ( )0 ,K z r  находят-

ся правее фиксированной точки kz . Совершим переход от числа 1
0

1

22 sinnp kS
q n

π
=  к числу 

1
1

1

1 22 sinnp kS
q n
+ π

= . Шаг перехода от числа 0S  к числу 1S  равен ( )1
1 1

1 2 32 sin
2

n kSt q
q n q

π
= ≤ . От 

числа 1S  перейдем к числу 1
2

1

2 22 sinnp kS
q n
+ π

=  и т. д. до тех пор, пока мнимая часть числа kz   

не станет принадлежать промежутку 2I . Таким образом, мы продвигаемся к 0Im z  с шагом, не боль-

шим 
1

3
2q

. Если 
1

3 2
2

Q
q

-µ< , то 1
2 2 2
3 2 3

q Q Qµ µ> ⋅ = . Ясно, что найдется такое число l, что 

1
2

1

22 sinn
l

p l kS I
q n
+ π

= ∈ .

Рассмотрим многочлен ( ) 1
2

1
2

n
qP z z
p

 
= - 
 

. Обозначим 1

1

qu z
p

= . Корни многочлена ( )2P z  равны

 
2 22 cos sin ,  0,1,..., 1n

k
k ku i k n

n n
π π = + = - 

 
,  

 1 1 1

1 1 1

2 22 cos 2 sinn n
k k

p p k p kz u i
q q n q n

π π
= = + , 

где 2Im kz I∈ .

Перейдем к многочлену ( ) 1 2
3

1 2
2

n
q pP z z
p q

  
= - -  

  
. Найдем корни этого многочлена: 

 1 2

1 2
2 0

n
q pz
p q

  
- - =  

  
,  2 1

2 1
2

n n

n
p pz
q q

 
- = 

 
,  2 1

2 1

2 22 cos sinnp p k kz i
q q n n

π π - = + 
 

. 

Получим, что 1 2 1

1 2 1

2 22 cos 2 sinn n
k

p k p p kz i
q n q q n

π π
= + + .

Выберем число  2

2

p
q

  так, чтобы действительная часть числа kz  принадлежала промежутку 1I , т. е. 

1 2
1

1 2

22 cosn p k p I
q n q

π
+ ∈ . Для этого будем переходить от числа 2

2

p
q

 к числу 2

2

1p
q
+  с шагом 

2

1 2Q
q

-µ< .  

Тогда 2 2q Qµ> , 2
3
2

q Qµ> .

Умножим многочлен ( )3P z  на 1 2
n np q  и получим многочлен ( ) ( )4 1 2 3

n nP z p q P z=  с целыми коэф-
фициентами.

Оценим высоту этого многочлена.

 ( ) ( )4 4 1 2
n nH P c n p q= , 

где 1 2
3 3,  
2 2

q Q q Qµ µ> >  . 

Поэтому ( ) ( ) 2
4 4 1 2

n n nH P c n p q Q µ= ≥ . С другой стороны, по условию теоремы ( )H Qa < , т. е. 

( )2
4

nQ H P Qµ ≤ ≤ . Откуда и следует утверждение теоремы: 1
2n

µ < .
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M. V. LAMchANOVSKAyA 

COMPLEx ALGEBRAIC NUMBERS OF LARGE HEIGHT  
IN THE CIRCLES OF SMALL RADIUS

Summary

It is shown that on the real line and in the complex plane there are intervals I of short length and circles K of small radius 
within which there are no algebraic numbers of small height. If the length of the intervals and the radius of the circles increase, 
then it is already possible to obtain nontrivial estimates for the number of algebraic numbers in I and in K.


