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Дадим в замкнутой форме решение уравнения 
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где α < x < β, φ (x) – искомое решение, a(x), b(x), f(x) – заданные на отрезке [α, β] гельдеровские 
функции [1]. Для решения этого уравнения применим метод аналитического продолжения. Для 
этого введем вспомогательную аналитическую в комплексной плоскости функцию вида 
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∫
 
 (2) 

которая является многозначной аналитической функцией. Выберем однозначную ветвь этой 
функции. Для этого сделаем разрез в плоскости, соединяющий точки ветвления, и зададим пра-
вило вычисления значений выбранной ветви по формуле ln ln arg ,z z i z= +   где arg .z−π < ≤ π   
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Выбранная ветвь будет однозначной аналитической функцией в плоскости с указанным разре-
зом и будет обращаться в бесконечности в нуль порядка единицы. На верхнем Φ+(x) и нижнем 
Φ–(x) берегах разреза она будет принимать различные предельные значения. Найдем эти пре-
дельные значения, записав формулу (2) в виде суммы двух интегралов 
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Далее имеем 
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Аналогично находим
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Здесь мы учли, что на верхнем берегу разреза предельное значение функции
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а на нижнем разрезе
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Находим раз-

ность и сумму предельных значений функции Φ(z): 
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Заметим, что введенная функция Φ(z) обладает свойствами интеграла типа Коши, что дает нам 

основание представить ее в виде некоторого интеграла типа Коши
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По форму-

лам Сохоцкого находим разность и сумму предельных значений введенного интеграла типа Коши 
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Сравнивая сначала формулы (3) и (5), а затем формулы (4) и (6), придем к равенствам 
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Подставляя в уравнение (1) значения интегралов из формул (7), (8), придем к характеристическо-
му особому уравнению вида 
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решение которого приведено в монографии [2, § 47]. Мы воспользуемся здесь решением, которое 
приведено в [3, § 30]. Решение φ(x) исходного уравнения (1) найдем путем обращения особого 
интеграла (7) после того, как будет определено решение ψ(x) уравнения (9). Заметим, что уравнение (7) 
является частным случаем уравнения (9). 

Итак, сначала найдем решение характеристического особого уравнения (9). Обозначим 
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Так как модуль этой функции

 
( ) ( ) ( ) 1,

( ) ( )
b x a x iG x
b x a x i

π +
= =

π −   
то можно запи-

сать ( ) ( ) ,x iG x eθ=   где ( ) ( )arg .x G xθ =   Выберем аргумент так, чтобы выполнялось неравенство 

( )0 2 .x≤ θ < π   Число
 

( ) ( )ind
( ) ( )

b x a x i
b x a x i

π +
χ =

π −
 
 
называется индексом уравнения (9). Далее заметим, что 

разрешимость особого уравнения (9), количество его решений и их вид зависят от индекса χ. 
Величина же индекса зависит от того, в каком классе ищутся решения уравнения. Будем предпо-
лагать, что имеет место нормальный случай уравнения (9), т. е. коэффициенты уравнения a(x),b(x) 
одновременно не обращается ни в нуль, ни в бесконечность на отрезке интегрирования. Другими 
словами, ( )( ) ( )2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.b x a x i b x a x i b x a x А xπ + π − = π + = ≠   

Решение уравнения (9) будем искать в одном из классов функций: H([α,β]) – функции, удов-
летворяющие условию Гельдера на [α,β]); H*([α,β]) – гельдеровские функции с интегрируемыми 
особенностями на концах; Hα

*([α,β)) – гельдеровские функции, ограниченные в α и неограничен-
ные в β); Hα

*((α,β]) – гельдеровские функции, ограниченные в β и неограниченные в α. Обозначим 
через X одно из вышеназванных пространств. Индекс уравнения (9) в пространстве X вычисля-

ется по формуле
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ние при x→α. Аналогично определяется nβ. Другими словами, индекс χ равен 
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Далее приведем формулы 
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Если выполняются условия χ ≥ 0 в пространстве X, то уравнение (9) безусловно разрешимо  
в X и его общее решение дается формулой 
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где Pχ–1(x) – многочлен степени χ – 1 с произвольными коэффициентами, причем Pχ–1(x) ≡ 0 при χ = 0, 
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является гельдеровскай функцией и нигде не обращается в нуль. Для сокращения записи форму-
лу (12) будем записывать в виде 
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Если же χ < 0, то для разрешимости уравнения (9) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
условие 
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При выполнении этих условий уравнение (9) имеет единственное решение в пространстве X, при-
чем в формуле (12) следует считать Pχ–1(x) ≡ 0. Далее, для получения решения уравнения (1) надо 
обратить интеграл 
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применяя формулы обращения уравнения (16), приведенные в монографии [2, § 42]. Индекс χ урав-
нения (9) в пространстве X будем называть также индексом исходного уравнения (1). Для получе-
ния решения φ(x) уравнения (1) в классе X необходимо при обращении интеграла типа Коши (16)  
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рассматривать решения ψ(x) уравнения (9) только в классе ограниченных функций, так как  
в противном случае могут появляться при обращении интеграла (16) функции, обращающиеся 
на концах отрезка в бесконечность  порядка не меньшего единицы. Итак, пусть решение урав-
нения (9) в классе ограниченных функций дается формулой (14) при χ ≥ 0. Решение уравнения (16) 
будем искать в одном из классов X. 

1. Решение уравнения (1) в классе функций, ограниченных на обоих концах отрезка 
(класс H([α,β])). Интеграл (16) рассматриваем как особое характеристическое уравнение, реше-
ние которого φ(x) ищем в классе ограниченных функций. Индекс уравнения (16) в классе ограни-

ченных функций, определяемый по формуле (10), равен χ1 = –1, так как
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 Уравнение (16) в этом случае разрешимо лишь при выполнении условия 
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При выполнении условий (17) решение φ(x) уравнения (16), а значит, и уравнения (1) в классе 
H([α,β]), дается формулой 
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Здесь φ0(x) – решение неоднородного уравнения (1), а φk(x) (k =1,2,…,χ) – система линейно неза-
висимых решений однородного уравнения (1). Если же χ = 0, то решение дается формулой (19).  
В случае χ < 0 при выполнении условий (15), а также условия 
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решение уравнения (1) дается формулой (19).
2. Решение уравнения (1) в классе функций Hα

*([α,β)). В этом случае индекс уравнения (16) 

χ1 = 0, так как nα = 0, nβ = 1, θ(x) = π. Имеем
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Решение уравнения (16), а следова-

тельно, и уравнения (1), при χ > 0 дается формулой (18), где 
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При χ = 0 решение уравнения (1) дается формулой (21). Если же χ < 0, то уравнение (1) при выпол-

нении условий (15) и условия
 

( ) 0Rf d
b
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b − τ
τ τ =
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имеет единственное решение (21). 

3. Решение уравнения (1) в классе функций H*(α,β). В этом случае индекс уравнения (16)  

χ1 = 1, так как nα = 0, nβ = 1, θ(x) = π. Имеем
 

1 1,  .
2 2a bµ = − µ = −  

 
Решение уравнения (16), а следова-

тельно, и уравнения (1), при χ > 0 дается формулой (18), где
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При χ = 0 решение уравнения (1) дается формулой (22). Если же χ < 0, то уравнение (1) при выпол-
нении условий (15) имеет единственное решение, которое дается формулой (22).
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