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В статье описана мультипликативная структура и приведенные нормы  центральных k-алгебр A с делением в двух 
следующих случаях: (i) k – пополнение поля функций p-адической кривой относительно дискретных нормирований, 
поля вычетов которых – конечные расширения p  , и A – слабо разветвленная k-алгебра с делением; (ii) A – тела 
некоммутативных рациональных функций над p-адическими алгебрами с делением. Получены достаточные условия 
цикличности алгебр из (i). В частности, установлена цикличность алгебр бесквадратного индекса.
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Пусть A – центральная простая конечномерная алгебра над полем k. Напомним, что группой 
Уайтхеда K1(A) алгебры A называется фактор-группа A*/[A*,A*], где [A*,A*] – коммутант мульти-
пликативной группы A* алгебры A. Вычисление группы K1(A) является весьма трудной задачей, 
поскольку заключает в себе задачи вычисления приведенных групп Уайтхеда SK1(A) и группы 
приведенных норм (определение см., напр., в [1]), как видно из следующей точной последователь-
ности, получаемой с помощью использования гомоморфизма приведенной нормы Nrd:

 1 1
*1 ( ) ( ) Nrd( ) 1,SK A K A A→ → → →    (1)

где SK1(A) = SL(1,A) / [A*,A*] и SL(1,A) – ядро гомоморфизма Nrd.
Для дальнейшего нам потребуются следующие определения.
Определение 1.  Степенью простой центральной алгебры называется квадратный корень  

из ее размерности над центром.
Определение 2.  Степень простой центральной алгебры с делением называется индексом.
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В настоящее время известно, что приведенные группы SK1(A) в случае алгебр A бесквадрат-
ных индексов весьма часто оказываются нетривиальными. Так, например, согласно результату  
А. С. Меркурьева [2], по любой центральной простой алгебре A бесквадратного индекса мож-
но построить с помощью подходящего центрального расширения скаляров алгебру с нетриви-
альной приведенной группой Уайтхеда. Таким образом, вычисление группы K1(A) содержит все 
трудности, связанные с вычислением групп SK1(A). Все же класс полей k и алгебр A, для которых 
группы SK1(A) нетривиальны, достаточно широк и важен для приложений. В случае тривиально-
сти группы SK1(A) последовательность (1) немедленно приводит к изоморфизму 1

*( ) Nrd( )K A A≅  .  
С учетом изоморфизма * */ (1, ) Nrd( )A SL A A≅   описание мультипликативной структуры группы 
A* является существенным при вычислении группы K1(A). Одной из целей данной работы явля-
ется рассмотрение вышеупомянутой задачи вычисления K1(A) в случаях, 

(i) когда k – пополнение поля функций p-адической кривой с p-адическим полем в качестве 
поля вычетов, A – алгебра с делением центральная над k индекса взаимно простого с p; 

(ii) когда A – тело некоммутативных рациональных функций над p-адической алгеброй  
с делением. 

Вторая задача, рассматриваемая в статье, относится к проблеме цикличности алгебр из слу-
чая (i). Заметим, что в случае алгебр A с делением над полем функций p-адической кривой таких, 
что их индексы примарны и взаимно просты с p, Д. Солтман, применяя геометрические методы, 
установил  их цикличность [3]. В случае алгебр из (i) мы устанавливаем ряд достаточных условий 
для их цикличности с помощью прямого алгебраического доказательства.

Обратимся вначале к первой задаче. Заметим, что в этом случае задача вычисления группы 
K1(A) может быть редуцирована к алгебрам примарного индекса, поскольку имеет место следую-
щая точная последовательность (см. [4, предложение 2]):

 
1

1 1 1 1
*1 ( ) ( ) ... ( ) ( ) 1,r

rk K A K A K A−→ → × × → →  

где 1 ...k k rA A A= ⊗ ⊗  , Ai – алгебра с делением примарного индекса ia
ip   и pi (i = 1,…,r) – различ-

ные простые числа, а * 1( )rk −   – прямое произведение (r-1)-го экземпляра группы k*. Кроме того, 
* *

1

Nrd( ) Nrd( )
r

i
i

A A
=

=


 . Напомним, что в рассматриваемом нами случае (i) имеет место тривиаль-

ность группы SK1(A). Тогда из последовательности (1) немедленно следует, что, не ограничивая 
общности, можно считать индекс A примарным. Для описания группы Nrd(A*) в этом случае нам 
потребуется знание мультипликативной структуры A* алгебры A, которая может быть описана 
следующим утверждением.

Теорема 1.  Пусть для поля k и алгебры A имеет место случай (i). Тогда 

 
* π (1 ),A AAA U M= 〈 〉 +  

где πA   – простой элемент кольца нормирования OA алгебры A; AU  – подгруппа группы единиц 
кольца OA, изоморфная мультипликативной группе алгебры вычетов A  алгебры A; 1 AM+  – под-
группа элементов вида 1+m с m, принадлежащим идеалу нормирования MA.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть I A⊂  – тело представителей для A  и AU  – его мультипли-
кативная группа. Ясно, что произвольный элемент a из A* имеет вид π (1 ),e

Aa i m= +   где i I∈ ,  
а 1 (1 )Am M+ ∈ + . Так как I изоморфно A , то теорема доказана.

З а м е ч а н и е  1.  Предположение о том, что A является алгеброй с делением, не приводит  
к ограничению общности, поскольку и группы Уайтхеда, и группы приведенных норм стабильны 
относительно взятия матричных алгебр над алгебрами с делением.

С л е д с т в и е  1.  *Nrd( ) Nrd(π ) Nrd( ) (1 ),A kAA U M= 〈 〉 〈 〉 +   где Mk – максимальный двусторон-
ний идеал в кольце нормирования Ok поля k.
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В случае (ii) наше описание группы приведенных норм будет основано на описании группы 
приведенных норм из работы [4] для алгебр некоммутативных рациональных функций над про-
извольным полем. Напомним вначале необходимые определения и обозначения.

З а м е ч а н и е  2.  Автор признателен А. В. Прокопчуку за полезные обсуждения вышеприве-
денных результатов. 

О п р е д е л е н и е  3.  Пусть B – алгебра с делением и автоморфизмом ν конечного внешнего 
порядка r (т. е. r

giν = , ig обозначает внутренний автоморфизм B с помощью элемента g, и g мо-
жет быть выбран инвариантным относительно ν). Кольцом многочленов B[X, ν] от переменной X 
относительно ν с коэффициентами в B называется кольцо с образующими B и X и следующим 
определяющим соотношением νXb b X=   для произвольного b B∈ . 

Нетрудно видеть, что центром кольца B[X, ν] является кольцо  многочленов t[x], где t – поле 
инвариантов автоморфизма ν, ограниченного на центр B, а 1 rx g X−= .

Хорошо известно, что кольцо B[X, ν] является кольцом Оре и поэтому обладает телом цен-
тральных частных B(X, ν). Таким образом, всякий элемент из B(X, ν) представляется в виде 

1( )λ( )P X x −  , где λ(x) – многочлен из t[x]. 
Пусть теперь A = B(X, ν), тогда A – центральная алгебра с делением над полем рациональных 

функций k = t(x). Для произвольного неприводимого многочлена [ ]f t x∈  обозначим через t(x)f 
пополнение поля t(x) относительно нормирования, соответствующего многочлену f, а через Of – 
кольцо этого нормирования. Пусть ( ,φ) ( ) ( )( )A X t x M Dmt x f f⊗ ≅  , где Mm(Df) – полная матрич-

ная алгебра степени m ≥ 1 над алгеброй с делением Df; fD , ( ) ft x  – соответственно алгебра вы-

четов и поле вычетов Df  и t(x)f. Положим [ : ( ) ]q D t xf f=  и 1( )i f e q−= , где e – индекс ветвления

Df  над t(x)f. Далее для каждого неприводимого, унитарного многочлена [ ]f t x∈  обозначим через 

uf  элемент 
1 ( )( 1) ( )deg ( )deg [ ( ): ]

( )/( 1) ( )
i fr i f f i f f t g t f

t g tN g
−+− . 

Теорема 2.  Пусть t – конечное расширение p  . Тогда группа Nrd(A*) порождается группой 
*

( )/ t (Z(B) )Z BN  (Z(B) – центр алгебры B) и всеми элементами uf. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  немедленно следует из результатов [4] и того факта, что отображение 

приведенной нормы алгебры над Z(B) сюръективно.
Наконец остановимся кратко на результатах описания мультипликативной структуры алгебр 

с унитарными инволюциями. Их полному изложению будет посвящена другая статья автора.
Напомним, что под мультипликативной структурой алгебры A с унитарной инволюцией τ 

обычно понимается описание мультипликативной группы этой алгебры, индуцируемое унитар-
ной группой, связанной с соответствующей изотропной эрмитовой формой. В случае унитарных 
инволюций речь идет об описании мультипликативной группы, связанной с фактор-группой 

* / ( , )A A∑ τ , где ∑(A,τ) является подгруппой в A*, порожденной τ-симметрическими элементами
из A*. Хорошо известно, что фактор-группа * / ( , )A A∑ τ  абелева, поскольку коммутант [A*, A*] 
содержится в * / ( , )A A∑ τ . Кроме того, изотропность эрмитовой формы влечет возможность огра-
ничиться при рассмотрении общего случая алгебрами A с делением. Важную роль в случае рас-
сматриваемых полей (функций p-адических кривых и их пополнений) играет следующий факт: 
приведенные унитарные группы Уайтхеда соответствующих алгебр тривиальны (см. [5, 6]). Для 
более точных формулировок напомним следующие определения.

О п р е д е л е н и е  4.  Пусть A – конечномерная центральная K-алгебра с делением с унитарной 
инволюцией τ и τ{ | }k a K a a= ∈ =  . Положим *'( , ) { |Nrd(a) }A a A k∑ τ = ∈ ∈ , где * *Nrd :A K→  – го-
моморфизм приведенной нормы. Приведенной унитарной группой Уайтхеда алгебры A относи-
тельно инволюции τ называется фактор-группа '( , ) / ( , )A A∑ τ ∑ τ .

Вышеупомянутая тривиальность приведенных унитарных групп Уайтхеда относится и к двум 
следующим случаям: K – пополнение поля функций p-адической кривой относительно дискрет-
ного нормирования такого, что его поле вычетов имеет нулевую характеристику; и A – тело не-
коммутативных рациональных функций, центр которого – поле рациональных функций с полем 
констант, являющимся конечным расширением поля p  . 
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Таким образом, в обоих упомянутых случаях вместо группы * / ( , )A A∑ τ  можно рассматри-
вать фактор-группу * / ( , )'A A∑ τ . В случае полного поля K имеет место следующее описание 
мультипликативной структуры алгебры с делением A и унитарной инволюции τ.

Те о р е м а  3.  
* (1 )A AAA U M= 〈π 〉 + , где πA – подходящий простой τ-симметрический элемент 

в τ-инвариантном кольце нормирования OA, A  –  мультипликативная группа неразветвленного 
τ-инвариантного и πA-инвариантного подъема алгебры вычетов A  в A*.

Ввиду τ-инвариантности πA и AU  из предыдущей теоремы и так называемой унитарной кон-
груэнц-теоремы следует, что  изучение группы * / ( , )'A A∑ τ  эквивалентно изучению группы 

/ ( '( , ) )A AU A U∑ τ  , где UA – группа обратимых элементов кольца нормирования OA алгебры A. 
Дальнейшее описание этой и подобных групп тесно связано с результатами работы [5], по-

скольку имеет место точная последовательность

 
* *1 '( , ) / '( , ) 1.A A A A→ ∑ τ ⊂ → ∑ τ →

В случае тел некоммутативных рациональных функций для получения нужного описания 
необходимо использовать глубокую связь между алгебрами с инволюциями над гензелевыми 
полями и аналогичными алгебрами, являющимися телами некоммутативных рациональных 
функций (более общо, градуированными алгебрами). Кроме того, используется метод вычисле-
ния приведенных норм в функциональных полях, указанный в [4].

Переходя к рассмотрению проблемы цикличности алгебр, упомянутых в (i), сформулируем 
следующую задачу, идейно примыкающую к этой проблеме. Пусть N – неразветвленное рас-
ширение K и e – натуральное число, взаимно простое с p. Существует ли вполне разветвленное 
расширение Z над N, циклическое над K?

Замечание 3.  Решение этой задачи, по-видимому, известно специалистам и помещено здесь, 
во-первых, с целью возможного использования для получения общего критерия цикличности и, 
во-вторых, для удобства читателя.

Те о р е м а  4.  Пусть K – гензелево дискретно нормированное поле, и натуральное число e > 1 
взаимно просто с характеристикой совершенного поля вычетов K . Тогда циклическое слабо 
разветвленное расширение Z/K степени ne и индекса ветвления e с полем вычетов N  существу-
ет в том и только в том случае, когда поле N циклично над K , n = [ N : K ] и в поле N найдется 
элемент q со свойством /N KN (q) = εe, где εe ä K  – примитивный корень степени e из 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что расширение Z/K, указанное в формулировке тео-
ремы, существует, и пусть N – максимальное не разветвленное над K подполе поля Z. Тогда поле 
вычетов Z  поля Z K -изоморфно полю N , и, следовательно, расширение N  над K  циклическое. 
Ввиду условия взаимной простоты e и характеристики K , Z = N( e a ) для подходящего простого 
элемента a ä N. Обозначим через σ образующую группы Галуа Gal(N/K), а через σ  Î Gal(N/K) 
с ограничением σ на поле N. Тогда aσ  — простой элемент в N. Положим α= e a . Получим, что  

σa
 = e aσ . Так как N Nσ = , то Z = (N( e a )) σ=N( e aσ ). Из предыдущего немедленно следует 

aσ = atve, где t – число взаимно простое с e (0 < t < e), v ä N. Поскольку a и aσ – простые элемен-
ты, то t = 1 и потому v – единица в N (т. е. обратимый элемент в кольце нормирования поля N).  
Положим β = e aσ . Заметим, что β = e aσ = e eav = e av = αv. Пусть φ — автоморфизм поля Z, 
<φ> = Gal(Z/K), следовательно, порядок равен ne. Можно считать, что φ|N=σ (если φ|N = σi,  
то можно перейти к подходящей степени φ). Автоморфизм φ переводит корень многочлена xe – a 
в корень многочлена xe – aσ, т. е. αφ= j

eε αv. Но εe ä N, поэтому, не ограничивая общности, можно 
считать, что αφ= αu, где u ä N. Тогда 

2ϕa =(αu)φ=uσuα, 
nϕa  =

1n

u
−σ …uσuα = NN/K(u)α и 

nrϕa =NN/K(u)
rα, что влечет при r = e NN/K(u)e=1. С другой стороны, при 0 < r < e NN/K(u)r ¹ 1, и, стало быть, 
NN/K(u) – примитивный корень степени e из 1. Что касается неравенства NN/K(u)r¹1 при 0 < r < e,  



то оно немедленно следует из того, что α — примитивный элемент расширения Z/K (если бы 
Z¹K(α), то это бы противоречило цикличности расширения Z/K(αe)). Переходя в равенстве  
NN/K(u)e=1 к вычетам и пользуясь слабой разветвленностью Z/K, получаем для q= u  /N KN (q) – 
примитивный корень степени e из 1 в K .

Обратно, пусть  /N K — циклическое расширение степени n и в N  существует элемент q 
такой, что  /N KN (q) = εe, где εe ä K  – примитивный корень степени e из 1. Обозначим через N 
неразветвленное расширение K с полем вычетов N . Тогда в N найдется такой элемент u, что NN/K(u) –  
примитивный корень степени  e из 1 в K, вычет которого совпадает с εe. Пусть σ – образующая 
группы Галуа Gal(N/K). Тогда существует элемент a такой, что aσ/a=ue, т. е. aσ=aue, и расширение 
N( e a )/K является расширением Галуа. Пусть α = e a , β = αv. Покажем, что гомоморфизм φ, пере-
водящий всякий элемент f(α) в f σ(αu), имеет порядок ne, где f(x) ä N[x], и φ|N = σ. Пусть φi = idN( e a ).  
Следовательно, n – делитель i, поэтому i = rn. Далее, φα

nr   =NN/K(u)rα = r
eε α, откуда заключаем, 

что r = e, т. е. порядок φ равен ne, и расширение N( e a )/K циклическое, что и требовалось.
Перейдем к задаче цикличности алгебр над полями из (i).
Те о р е м а  5.  Пусть A – k-алгебра из (i). Тогда A циклична, если выполнено одно из следующих 

условий: 
1) A не разветвлена над k;
2) индекс ветвления e(A/k) совпадает с индексом алгебры A;
3) пусть 1 < e(A/k) < n, где n — индекс A, и центр Z алгебры вычетов — неразветвленное рас-

ширение поля k  (относительно p-адического нормирования k).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нетрудно видеть, что при доказательстве теоремы достаточно ограни-

читься случаем алгебр примарного индекса. Заметим, что поле k является полем формальных 
степенных рядов над подходящим числовым локальным полем (конечным расширением поля 
p-адических чисел). Рассмотрим последовательно возможные случаи ветвления для k-алгебры A. 

1) A не разветвлена над k. Тогда алгебра вычетов A  – центральная k -алгебра с делением и k  – 
числовое локальное поле. Пусть /Z k  – максимальное неразветвленное подполе в A , и Z/k – его 
максимальный неразветвленный подъем в A, что влечет цикличность A.

2) В этом случае алгебра вычетов A  является циклическим расширением поля k . Рассмотрев 
неразветвленный подъем A / k , приходим к заключению о цикличности алгебры A.

В случае 3) рассмотрим максимальное неразветвленное расширение E/Z алгебры вычетов A . 
Ясно, что E/ k  – неразветвленное расширение степени n, а потому циклично, и цикличен его не-
разветвленный подъем в A. Следовательно, алгебра A циклична, что и требовалось.

Из теоремы немедленно вытекает 
С л е д с т в и е  2.  Пусть алгебра A такая же, как в формулировке теоремы 5, и имеет бесквад-

ратный индекс. Тогда A циклична.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что алгебру A можно считать имеющую простой индекс, а тогда 

для A имеет место либо случай 1), либо случай 2). 
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