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ОБ ИНДУКтИВНЫХ РЕШЕтКАХ НАСЫЩЕННЫХ ФОРмАЦИЙ

Все рассматриваемые группы конечны. Символом Fp(G) обозначают наибольшую нормальную p-нильпотентную 
подгруппу группы G, а символом p(G) – множество всех различных простых делителей порядка группы G. Функции 
f : ℙ → {формации групп} сопоставляют класс групп LF ( f ) = (G | G / Fp (G) ∈ f (p) для всех p ∈ p(G)). Если формация 
F такова, что F = LF ( f ) для некоторой функции f, то F называют насыщенной формацией с локальным спутником f. 
Пусть F – насыщенная формация. Символом F /l F ∩ N обозначают полную решетку всех насыщенных формаций, 
заключенных между F ∩ N и F, где N – класс всех нильпотентных групп. Для произвольной полной решетки форма-
ций Q символом Ql обозначается полная решетка всех таких формаций, которые обладают локальным Q-значным 
спутником. Спутник f называется Q-значным, если все его значения принадлежат Q.

Пусть Q – полная решетка формаций. Тогда верхняя грань произвольной совокупности {Fi | i ∈ I} элементов  
из Ql обозначается через ( | )l i i IQ∨ ∈F   . Решетка Ql называется индуктивной (см. Скиба А. Н. Алгебра формаций. 
Минск: Беларус. навука, 1997), если для любого набора {Fi = LF ( f i ) | i ∈ I } формаций Fi ∈ Ql и для всякого тако-
го набора { fi | i ∈ I } Q-знач ных спутников fi, где fi – некоторый внутренний спутник формации Fi, имеет место 

( | ) ( ( | ))l i ii I LF f i IQQ∨ ∈ = ∨ ∈F  , где символ ∨Q ( fi | i ∈ I ) обозначает такой спутник f, что f (p) является верхней 
гранью для { fi ( p) | i ∈  I } в Q, если ( )i

i I
f p

∈
≠ ∅



 , и f ( p) = ∅ в противном случае. В настоящей работе доказана сле-
дующая

Т е о р е м а. Пусть F – насыщенная формация. Тогда решетка F /l F ∩ N индуктивна.
Ключевые слова: формация, полная решетка формаций, решетка насыщенных формаций, индуктивная решетка 

формаций.
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ON INDUCTIVE LATTICES OF SATURATED FORMATIONS

All groups considered are finite. The symbol Fp(G) denotes the p-nilpotent radical of a group G; p(G) is the set of primes 
dividing the order of G. Let f  be a function of the form 

 f : ℙ → {formations of groups}. (Ú)

We consider the class of groups  LF ( f ) = (G | G / Fp (G) ∈ f (p) for all p ∈ p(G)). If  F is a formation such that F = LF ( f ) for 
a function f of the form (Ú), then F is said to be saturated and f is said to be a local satellite of F. Let F be a saturated forma-
tion. We write F /l F ∩ N to denote the lattice of all saturated formations lying between F and F ∩ N, where N is the class of all 
nilpotent groups. 

Let Q be a complete lattice of formations. Then we denote by Ql the set of all formations having a local Q-valued satellite. 
A satellite f is called Q-valued if all values of f belong to Q.  Let X ⊆ F ∈ Q be a collection of group. We write QformX  
to denote the intersection of all formations of Θ containing all groups of X. Let {Fi | i ∈ I} be an arbitrary collection of for-
mations in Θ. We denote 

	 ∨Q (Fi | i ∈ I) = Qform i
i I∈

 
 
 


F  . 

Let { fi  | i ∈ I } be a collection of Θ-valued satellites. Then ∨Q ( fi | i ∈ I ) denotes the satellite f such that

 
( )  form ( )i

i I
f p f p

∈

 
= Q  

 


 

 
for every p ∈ ℙ.

A complete lattice Ql is called inductive (see Skiba A. N. Algebra formacij [Algebra of Formations]. Minsk, Belaruskaja 
navuka Publ., 1997) if for any collection {Fi = LF ( fi ) | i ∈ I }, where fi is an integrated satellite of Fi ∈ Ql, the following equa-
lity holds: ( | ) ( ( | ))l i ii I LF f i IQQ∨ ∈ = ∨ ∈F  . In this paper, we prove the following

T h e o r e m. Let F be a saturated formation. Then the lattice F /l F ∩ N is inductive.
Keywords: formation, complete lattice of formations, lattice of saturated formations, inductive lattice of formations.
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Все рассматриваемые группы конечны. Мы будем рассматривать терминологию из [1–3]. 
Символами Fp(G) и Op(G) обозначают соответственно наибольшую нормальную p-нильпо тент-
ную подгруппу группы G и наибольшую нормальную p-подгруппу группы G, а символом N – 
класс всех нильпотентных групп. Напомним, что формацией называется класс групп, который 
замкнут относительно взятия гомоморфных образов и подпрямых произведений. Пусть f – про-
извольная функция вида
 f : ℙ → {формации групп}. (1)

Следуя [1], сопоставим функции f класс групп

 LF ( f ) = (G | G / Fp(G) ∈ f (p) для всех p ∈ p(G)). 

Если формация F такова, что F = LF ( f ) для некоторой функции f вида (1), то F называют насы-
щенной формацией с локальным спутником f [1].

Совокупность формаций Q называется полной решеткой формаций [2], если пересечение лю-
бой совокупности формаций из Q снова принадлежит Q и во множестве Q имеется такая форма-
ция F, что H ⊆ F для любой формации H ∈ Q. Пусть F – насыщенная формация. Заметим, что 
относительно включения ⊆ множество всех насыщенных формаций, заключенных между F ∩ N 
и F, образуют полную решетку, которую обозначают F /l F ∩ N.

Для произвольной полной решетки формаций Q символом Ql обозначается совокупность 
всех таких формаций, которые обладают локальным Q-значным спутником, т. е. таким локаль-
ным спутником, все непустые значения которого принадлежат Q. Нетрудно убедиться (см. по-
дробнее [2, гл. 4]), что Ql – полная решетка, и она наследует многие свойства решетки Q.

Пусть Q – полная решетка формаций. Тогда верхняя грань произвольной совокупности 
{Fi | i ∈ I} элементов из Ql обозначается (см. [2]) через ( | )l i i IQ∨ ∈F  . Решетка Ql называется ин-
дуктивной [2], если для любого набора {Fi = LF ( fi ) | i ∈ I } формаций Fi ∈ Ql и для всякого та-
кого набора { fi  | i ∈ I } Q-значных спутников fi, где fi – некоторый внутренний спутник форма-
ции Fi, имеет место ( | ) ( ( | ))l i ii I LF f i IQQ∨ ∈ = ∨ ∈F  , где символ ∨Q ( fi | i ∈ I ) обозначает такой 
спутник f, что f ( p) является верхней гранью для { fi ( p) | i ∈ I } в Q, если ( )i

i I
f p

∈
≠ ∅



, и f ( p) = ∅ 

в противном случае. Заметим, что индуктивность решетки Q по существу означает, что исследо-
вание операции lQ∨  на множестве Ql можно редуцировать к исследованию более простой опера-
ции ∨Q на множестве Q. 

Впервые индуктивные решетки начал изучать А. Н. Скиба (см. [2, гл. 4]), который доказал 
индуктивность решетки всех функторно замкнутых n-кратно насыщенных формаций [2, теоре-
ма 4.1.1]. В работе [4] была установлена индуктивность решетки всех функторно замкнутых то-
тально насыщенных формаций, что нашло приложение в работах В. Г. Сафонова [5, 6] при дока-
зательстве модулярности и дистрибутивности решетки всех тотально насыщенных формаций. 
Впоследствии Н. Н. Воробьевым и А. А. Царевым [7, 8] и, независимо, П. А. Жизневским [9] до-
казана индуктивность решетки всех функторно замкнутых n-кратно ω-композиционных форма-
ций. Этот результат позволил установить модулярность такой решетки [7, 9], а также сыграл 
ключевую роль в исследовании тождеств решеток формаций [10]. Отметим, наконец, что свой-
ство индуктивности решетки всех разрешимых тотально насыщенных формаций применялось 
С. Райфершейд в работе [11, предложение 3.3] при доказательстве дистрибутивности этой решетки.

Основным результатом данной работы является следующая
Те о р е м а. Пусть F – насыщенная формация. Тогда решетка F /l F ∩ N индуктивна.
Напомним несколько известных утверждений, которые потребуются для доказательства ос-

новного результата.
Л е м м а 1 [12, лемма 2]. Пусть i

i I∈
=


F F  , где Fi = LF ( fi ). Тогда F = LF ( f ), где i
i I

f f
∈

=


.
Пусть { fi  | i ∈ I} – набор всех спутников формации F. Ввиду леммы 1, i

i I
f f

∈
=


  – минималь-
ный спутник формации F. 

Пусть X – произвольная совокупность групп. Через formX обозначается наименьшая форма-
ция, содержащая X, а через lformX – наименьшая насыщенная формация, содержащая X.
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Следующая лемма дает способ построения минимального спутника формации F = lformX.
Л е м м а 2 [2, теорема 1.1.5]. Пусть X – непустая совокупность групп, F = lformX и f – мини-

мальный локальный спутник формации F. Тогда справедливы следующие утверждения:
1)	p(X) = p(F);
2)	f (p) = form(G/Fp(G) | G ∈ X) для всех p ∈ ℙ;
3)	если F = LF(h), то для любого p ∈ p(F) имеет место

 f (p) = form(A | A ∈ h(p) ∩ F, Op(A) = 1).

Напомним, что полуформацией называется класс групп, замкнутый относительно взятия го-
моморфных образов. Неединичная группа G называется монолитической, если в ней имеется 
лишь одна минимальная нормальная подгруппа (монолит группы G).

Л е м м а 3 [2, лемма 2.1.6]. Пусть A – монолитическая группа с неабелевым монолитом, M – 
некоторая полуформация и A ∈ formM. Тогда A ∈ M.

Л е м м а 4 [2, лемма 4.1.5]. Пусть M – полуформация и A ∈ formM. Тогда, если Op(A) = 1, то 
A ∈ formM1, где M1 = {G/Op(G) | G ∈ M }.

Л е м м а 5 [2, лемма 1.3.6]. Если F = LF( f ) и G/Op(G) ∈ f (p) ∩ F для некоторого p ∈ p(G), то 
G ∈ F.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы. Пусть {Fi | i ∈ I} – произвольный набор насыщенных форма-
ций, заключенных между F ∩ N и F. И пусть fi – некоторый внутренний локальный спутник 
формации Fi. Пусть
 F = ∨l ( Fi

 | i ∈ I ), M = LF(∨( f
i
 | i ∈ I )) 

и hi – минимальный локальный спутник формации Fi. 
Покажем прежде, что h = ∨( hi | i ∈ I ) – минимальный локальный спутник формации F. Пусть

 
( ) ( ).i i

i I i I∈ ∈

 
p = p = p = p 

 
 

F F F  
 

И пусть t – минимальный локальный спутник формации F. Тогда, если p ∈ ℙ\p, то для любого 
i ∈ I имеет место hi (p) = ∅. Значит, h(p) = ∅. Понятно также, что t(p) = ∅. Пусть p ∈ p. Тогда най-
дется такое i ∈ I, что  hi (p) ≠ ∅. Значит, согласно лемме 2 имеет место

 
( ) form / ( ) |p i

i I
t p G F G G

∈

 
= ∈ = 

 


F  
 

 

 ( )form form / ( ) |p i
i I

G F G G
∈

 
= ∈ = 

 


F  
 

 

 form ( ) ( ( | ))( ) ( ).i i
i I

h p h i I p h p
∈

 
= = ∨ ∈ = 

 


 
Итак, h – минимальный локальный спутник формации F.

Покажем, что h ≤ f = ∨( fi | i ∈ I). Поскольку hi ≤ fi, то для всех p ∈ ℙ имеет место включение 
hi (p) ⊆ fi (p). Значит,

 
( ) ( ) form ( ) .i i i

i I i I i I
h p f p f p

∈ ∈ ∈

 
⊆ ⊆  

 
  

 
Следовательно,

 
form ( ) form ( ) form form ( ) .i i i

i I i I i I
h p f p f p

∈ ∈ ∈

      
⊆ =       

      
  

 
Таким образом, h ≤ f .

Установим, что F ⊆ M. Пусть G ∈ F. Значит,

 ( ) ( ) form ( ) form ( ) ( ),p i i
i I i I

G / F G h p h p f p f p
∈ ∈

   
∈ = ⊆ =   

   
 
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где p ∈ p(G). Поэтому G ∈ M. Следовательно, F ⊆ M.
Предположим, что обратное включение неверно. Пусть G – группа минимального порядка из 

M \ F. Обозначим через R монолит группы G. Тогда R = GF и R ⊈ F(G). Пусть p ∈ p(R).
 Предположим, что R – неабелева группа. Значит, R ⊈ CG(R). Поэтому CG(R) = 1. Следовательно, 

Fp(G) = 1. Значит,

 G @ G / Fp(G) ∈ (∨( fi | i ∈ I))(p) = ∨( fi (p) | i ∈ I) = form ( ) .i
i I

f p
∈

 
 
 


Ввиду леммы 3

 

( )i i
i I i I

G f p
∈ ∈

∈ ⊆ ⊆ .
 

 F F  

 
Противоречие. Следовательно, R – p-группа. Покажем теперь, что R = CG(R) = Op(G) = Fp(G). 
Действительно, так как R ⊈ F(G), то в группе G найдется такая максимальная подгруппа M, что 
R ⊈ M. Пусть C = CG(R). Тогда C = C ∩ RM = R(M ∩ C). Очевидно, что M ∩ C – нормальная под-
группа группы G. Следовательно, ввиду монолитичности последней, M ∩ C = 1. Таким образом, 
C = R. Последнее означает, что R = CG(R) = Op(G) = Fp(G).

Согласно предположению,
 G ∈ M = LF(∨( fi | i ∈ I )). 
Значит, 

 
/ ( ) / form ( ) .p i

i I
G F G G R f p

∈

 
= ∈  

 


 
Поскольку при этом имеет место Op(G /Op(G)) = Op(G / R) = 1, то согласно лемме 2 и лемме 4 

 
/ ( ) / form ( ) | ( )p p i

i I
G O G G R A / O A A f p

∈

 
= ∈ ∈ = 

 


 
 

 form form( ( ) | ( ))p i
i I

A / O A A f p
∈

 
= ∈ = 

 


 
 

 form ( ) ( ( | ))( ) ( ).i i
i I

h p h i I p h p
∈

 
= = ∨ ∈ = 

 


 
Значит, ввиду леммы 5, имеем G ∈ F. 

Полученное противоречие показывает, что M ⊆ F. Следовательно, F = M. Теорема доказана.
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