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ВЫЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ИНтЕГРАЛОВ  
С ПОмОЩЬЮ ПОСЛЕДОВАтЕЛЬНОСтЕЙ ШтУРмА 

Данная работа касается двух направлений теории функционального интегрирования: представления физиче-
ских величин, в частности ядра оператора эволюции, в виде функциональных интегралов и методов вычисления 
функциональных интегралов. Предложен новый метод приближенного вычисления функциональных интегралов  
по условной мере Винера, который основывается на использовании формулы Фейнмана – Каца, дающей интеграль-
ное представление для ядра оператора эволюции, и на представлении ядра с помощью собственных значений и соб-
ственных векторов оператора. Предлагаемый подход эффективен при вычислении функциональных интегралов  
по пространству функций, заданных на отрезках большой длины.
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EVALUATION OF FUNCTIONAL INTEGRALS USING STURM SEQUENCES

The present work deals with two directions of the theory of functional integration. The first is the representation of phy-
sical quantities, in particular the evolution operator kernel in the form of functional integrals. The second is concerned with 
the methods for calculation of functional integrals. A new method for approximate evaluation of functional integrals with re-
spect the conditional Wiener measure is proposed in this work. This method is based both on the use of the Feynman – Kac 
formula giving the integral representation of the evolution operator kernel and on the representation of the kernel using eigen-
values and eigenvectors of operator. The proposed method is effective for calculation of functional integrals over a space of 
functions defined on the intervals of large length. 
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Введение. В настоящее время в теории функционального интегрирования существуют раз-
личные направления исследования: разработка методов приближенного вычисления функцио-
нальных интегралов для различных типов интегралов и мер [1–4], исследование связи между функ-
циональными интегралами и решениями стохастических дифференциальных уравнений [5, 6], 
применение функциональных интегралов в различных областях физики [7–10] и т. д. Данная ра-
бота касается двух направлений теории функционального интегрирования: представления фи-
зических величин, в частности ядра оператора эволюции, в виде функциональных интегралов  
и методов вычисления функциональных интегралов.

Существуют различные методы для вычисления различных типов функциональных инте-
гралов [1–4]. Среди них отметим метод Монте-Карло для приближенного вычисления функцио-
нальных интегралов [1, 11, 12], суть которого заключается в том, что вычисляемый интеграл 
представляется как математическое ожидание некоторой случайной величины, среднее арифме-
тическое независимых реализаций которой дает приближенное значение данному интегралу. 
Один из методов приближенного вычисления функциональных интегралов – это использование 
приближенных формул, являющихся точными на классе функциональных многочленов задан-
ной степени (см. [1–4] и библиографию к ним). Такие формулы называются формулами заданной 
степени точности и широко применяются для приближенного вычисления  функциональных ин-
тегралов. Они особенно эффективны для функциональных интегралов по пространству функ-
ций, заданных на отрезках малой длины. 
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В данной работе рассматривается приближенное вычисление функциональных интегралов 
вида 
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В настоящей работе для вычисления функциональных интегралов (1) предлагается новый 

метод, который основывается на использовании формулы Фейнмана – Каца [7], дающей инте-
гральное представление для ядра Kt(xs,xt) оператора эволюции exp(tH) = exp(t(H0 – V)), и пред-
ставлении ядра Kt(xs,xt) с помощью собственных значений и собственных векторов оператора H. 
Предлагаемый метод эффективен при вычислении функциональных интегралов по простран-
ству функций, заданных на отрезках [s,t] большой длины. 

Аналитические результаты. Рассмотрим уравнение 
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С помощью формулы Фейнмана – Каца [7] ядро Kt(xs,xt) оператора эволюции exp(tH) представля-
ется в виде функционального интеграла (1). С другой стороны, ядро Kt(xs,xt) может быть пред-
ставлено в виде [13]: 
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где – λn, ψn(x) – собственные значения и собственные векторы оператора H. 
Таким образом, справедливо равенство 

 
,

0
exp ( ( )) ( ) ( ) ( )exp{ ( )}.s t

t
x x n s n t n

ns
V x d d x x x t s

∞

=

  − t t µ = ψ ψ −l − 
  

∑∫ ∫  (5)

Для вычисления –λn, ψn(x) в узлах   , 1 1,jx A jh j N= − + ≤ ≤ −  A – некоторое положительное 
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Для вычисления собственных значений j−l  трехдиагональной матрицы H  можно восполь-

зоваться методом последовательностей Штурма [14]. Рассмотрим следующую последователь-
ность полиномов, известную как последовательность Штурма: 
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Для произвольного λ определим функцию s(λ) как число совпадений знаков у следующих друг 
за другом членов последовательности

 0 ( ),D l  1( ),D l  2 ( )D l ,…, 1( ),ND − l  

причем если Dj(λ) = 0, то в качестве знака этого члена будем брать знак Dj–1(λ). Тогда значение 
функции s(λ) равно числу собственных значений матрицы H  бóльших или равных λ. 

Для вычисления собственных векторов jψ  трехдиагональной матрицы H  можно использо-
вать метод обратной итерации [14]. 

С помощью вычисленных приведенным способом приближений –λn, ψn(x), и формулы (5) по-
лучаем приближенные значения функционального интеграла (1). 

Численные результаты. В качестве примера рассмотрим вычисление функционального ин-

теграла (1) в случае 21( ) ( 1 ).
2

V x x= − +  Для данного потенциала V(x) с помощью метода последо-

вательностей Штурма получаем приближенные значения для собственных значений 0 1,  l l  

трехдиагональной матрицы H . Значения 0 1,  l l  аппроксимируют собственные значения λ0, λ1 

оператора H. При A = 4, N = 20, 0 0,0022,−l =  1 0,9736.−l = −  Для сравнения точные значения 

0 0,−l =  1 1.−l = −  

С помощью метода обратной итерации находим приближения собственных векторов 0 1,  ψ ψ  

трехдиагональной матрицы .H  Векторы 0 1,  ψ ψ  аппроксимируют собственные векторы ψ0, ψ1 
оператора H. 

На рис. 1, 2 приведены численные значения для функций 0 1( ),  ( )x xψ ψ  соответственно при  
A = 4, N = 20. 

С помощью полученных приближений для λ0, λ1 и ψ0, ψ1 из формулы (5) получаем прибли-
женное значение для функционального интеграла (1). На рис. 3 приведены численные значения 
для функционального интеграла (1) при s = 0, xs = y = 0, t = 1, A = 4, N = 20 и различных значе-
ниях x = xt. 
Точные значение интеграла при s = 0 получаются из равенства [7, 13]:
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рис. 1. Значения функции ψ0(x) 
Fig. 1. Values of the function ψ0(x) 

рис. 2. Значения функции ψ1(x)
Fig. 2. Values of the function ψ1(x)
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