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БЕЗУСЛОВНО мОНОтОННЫЕ РАЗНОСтНЫЕ СХЕмЫ ВтОРОГО ПОРЯДКА 
АППРОКСИмАЦИИ НА РАВНОмЕРНЫХ СЕтКАХ ДЛЯ ГАммА-УРАВНЕНИЯ

В настоящей работе рассмотрена начально-краевая задача для так называемого Гамма-уравнения, которое мо-
жет быть получено преобразованием нелинейного уравнения Блэка – Шоулза для опционной цены в квазилинейное 
параболическое уравнение для второй производной опционной цены, и получены двусторонние оценки для его точ-
ного решения. На основании принципа регуляризации полученные ранее результаты обобщаются на построение 
безусловно монотонных разностных схем (принцип максимума выполнен без ограничений на соотношения между 
коэффициентами и параметрами сетки) второго порядка локальной аппроксимации на равномерных сетках для дан-
ного уравнения. С помощью разностного принципа максимума получены двусторонние оценки для разностного ре-
шения при произвольных незнакопостоянных входных данных задачи. Доказана априорная оценка в норме С. От-
метим, что доказанные двусторонние оценки разностного решения полностью согласованы с дифференциальной 
задачей и максимальное и минимальное значения разностного решения не зависят от коэффициентов диффузии  
и конвекции. Приведенные в работе вычислительные эксперименты подтверждают теоретические выводы.
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UNCONDITIONALLY MONOTONE FINITE DIFFERENCE SCHEME OF THE SECOND-ORDER  
APPROXIMATION ON UNIFORM GRIDS FOR THE GAMMA EQUATION

In this article we consider the initial boundary-value problem for the so-called Gamma equation, which can be derived by 
transforming the nonlinear Black – Scholes equation for option price into a quasi-linear parabolic equation for the second de-
rivative of option price, and for its exact solution the two-side estimates are obtained. By means of the regularization principle, 
the previous results are generalized to construct an unconditionally monotone finite-difference scheme (the maximum prin-
ciple is satisfied without limitations on the relations between the coefficients and the grid parameters) of second-order ap-
proximation on uniform grids for this equation. With the help of the difference maximum principle, the two-side estimates for 
a difference solution are obtained using the arbitrary non-sign-constant input data of the problem. The a priori estimate in  
the maximum norm C is proved. It is interesting to note that the proven two-side estimates for the difference solution are fully 
consistent with the differential problem, and the maximal and minimal values of the difference solution do not depend on  
the diffusion and convection coefficients. Computational experiments confirming the theoretical conclusions are given.

Keywords: Gamma equation, maximum principle, two-side estimates, monotone finite-difference scheme, quasi-linear 
parabolic equation.

Введение. Принцип максимума с успехом применяется для доказательства существования  
и единственности решения начально-краевых задач для параболических и эллиптических урав-
нений. В отличие от метода энергетических неравенств он позволяет устанавливать априорные 
оценки решения в наиболее сильной равномерной норме для задач произвольной размерности  
с несамосопряженным эллиптическим оператором [1].

Аналогичный математический аппарат используется и в теории разностных схем [2] для ис-
следования устойчивости и сходимости разностного решения в равномерной норме. Вычис ли-
тельные методы, удовлетворяющие принципу максимума, принято называть монотонными [2]. 
Монотонные схемы играют важную роль в вычислительной практике. Они позволяют получать 
численное решение без осцилляций даже в случае негладких решений [3].
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Не менее важными являются и нижние оценки решения дифференциально-разностных задач 
или в общем случае – двусторонние оценки решения задачи. Отметим также, что при формули-
ровке сеточного принципа максимума обычно требуется знакоопределенность входных данных 
задачи. В работах [4, 5] для так называемой канонической формы записи разностной схемы об-
щего вида [2] при обычных условиях положительности коэффициентов уравнения получены 
двусторонние оценки сеточного решения при произвольных незнакопостоянных входных дан-
ных задачи. Двусторонние оценки особенно важны при исследовании теоретических свойств 
вычислительных методов, аппроксимирующих задачи с неограниченной нелинейностью, когда 
нужно доказывать принадлежность сеточного решения окрестности значений точного решения. 
В качестве примера можно привести Гамма-уравнение, используемое при описании опционной 
цены в финансовой математике [6, 9]. В связи с этим представляет интерес статья [7], в которой 
получены двусторонние оценки для решения разностной схемы, аппроксимирующей задачу 
Дирихле для линейного параболического уравнения в дискретном и непрерывном случаях. 

В настоящей работе рассмотрено Гамма-уравнение и на основе результатов из [8] приведены 
двусторонние оценки для его точного решения. Полученные ранее результаты обобщаются на 
построение безусловно монотонных разностных схем второго порядка локальной аппроксима-
ции на равномерных сетках для данного уравнения. Построение таких схем при соответствую-
щем выборе возмущенного коэффициента проводится подобно [2, 4, 5]. С помощью разностного 
принципа максимума получены двусторонняя и априорная оценки в норме С для разностного 
решения. Отметим, что доказанные двусторонние оценки разностного решения полностью со-
гласованы с дифференциальной задачей. 

1. Постановка задачи. В прямоугольнике TQ  = {(x,t): l1£x£l2, 0£t£T} рассмотрим следую-
щую начально-краевую задачу для квазилинейного параболического уравнения, называемого 
Гамма-уравнением [6, 9]: 

 

( ) ( ) ( )
2

2 ,   , ,   const,
u uu uc u u x t c

t x xx
∂ β ∂β∂ ∂

= + + = =
∂ ∂ ∂∂

 (1)

с однородными граничными 

 ( ) ( )1 2, , 0,   0,u l t u l t t= = >  (2)
и начальным условиями

 ( ) ( )0 1 2,0 ,   .u x u x l x l= ≤ ≤  (3)

Уравнение (1) может быть записано в виде

 
( ) ( ) ,u u uk u r u

t x x x
∂ ∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (4)

с коэффициентами

 
( ) ( ) ( ) ( ),   .k u u r u k u c′= β = +   (5)

Предполагаем выполнение условия параболичности уравнения (4) на решении [10]:

 ( )1 2 1 20 ,   ,   , const,uk k u k u D k k< ≤ ≤ ∀ ∈ =  (6)
где

 ( ) ( ) ( ){ }1 2, :   , ,   , .u TD u x t m u x t m x t Q= ≤ ≤ ∈  

Далее предполагаем, что решение задачи (1)–(3) существует и единственно, а все входящие  
в уравнение (4) коэффициенты и искомая функция обладают непрерывными ограниченными 
производными, необходимыми по ходу изложения порядка.

2. Вспомогательные результаты. Пусть в n-мерном евклидовом пространстве задано конеч-
ное количество точек – сетка Ωh. Каждой точке x ∈ Ωh поставим в соответствие один и только 
один шаблон M(x) – любое подмножество Ωh, содержащее данную точку. Окрестностью точки x 
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назовем множество M¢(x) = M(x) \ x. Пусть заданы функции A(x), B(x,ξ), F(x), определенные при 
любых x ∈	Ωh, ξ ∈	Ωh и принимающие вещественные значения. Далее, каждой точке x ∈	Ωh соот-
ветствует одно и только одно уравнение вида [2]:

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ), ,    ,h

M x
A x y x B x y F x x

′x∈
= x x + ∈Ω∑  (7)

называемое канонической формой записи разностной схемы. Так как любая разностная схема 
может быть записана в виде (7), то под монотонностью понимают выполнение условий положи-
тельности на коэффициенты уравнений

 ( ) ( ) ( )0,    , 0,    ,A x B x M x′> x > ∀x∈  (8) 

 ( ) ( ) ( )
( )

( ), 0,    .
M x

D x A x B x M x
′x∈

′= − x > ∀x∈∑  (9)

Для решения разностной задачи (7) при выполнении условий положительности коэффициен-
тов (8)–(9) на основе сеточного принципа максимума без предположений на знакоопределен-
ность входных данных F(x) доказаны следующие важные двусторонние оценки.

Лемма [4, 5]. Пусть выполнены условия положительности коэффициентов (8)–(9). Тогда 
максимальное и минимальное значения решения разностной схемы (7) принадлежат интервалу 
изменения входных данных

 

( )
( ) ( ) ( )

( )
min max ,   .

h h
h

x x

F x F x
y x x

D x D x∈Ω ∈Ω
≤ ≤ ∈Ω  (10)

Следствие [2]. Пусть выполнены условия леммы. Тогда для решения разностной задачи (7) 
имеет место оценка в сеточном аналоге нормы C

 
( )max .

hC x C

Fy y x
D∈Ω

= ≤  

3. Двусторонние оценки для дифференциальной задачи. На основе результатов из [8] дока-
зываем двусторонние оценки для точного решения задачи (1)–(3).

Теорема 1. Пусть выполнено условие (6). Тогда для решения u(x,t) задачи (1)–(3) справедливы 
следующие двусторонние оценки:

 
( ){ } ( ) ( ){ }

1 2 1 2
0 0min 0, min , max 0, max .

l x l l x l
u x u x t u x

≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤  (11)

Доказательство. Для доказательства (11) сделаем преобразование функции u(x,t) к новой 
функции v(x,t), связанной с ней равенством

 ( ) ( ), , ,tu x t v x t el=  

где λ – пока произвольное число. Функция v(x,t) удовлетворяет уравнению

 
( ) ( ) ( )

2

2 0,
t

t t
k vev v v vv k ve r ve

t x x xx

l
l l

∂∂ ∂ ∂ ∂
+ l − − − =

∂ ∂ ∂ ∂∂
 (12)

с начальным и граничными условиями

 ( ) ( )0 1 2,0 ,   ,v x u x l x l= ≤ ≤  (13) 

 ( ) ( )1 2, , 0,   0.v l t v l t t= = >  (14)
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Пусть максимум решения v(x,t) задачи (12)–(14) достигается в некоторой точке (x0,t0) ∈	(l1,l2) × (0,T]:

 ( )
( ) ( )0 0

,
max , , ,

Tx t Q
v x t v x t

∈
=  

причем в точке (x0,t0) выполнены соотношения

 

( ) ( )0 0 0 0, ,
0,   0,

v x t v x t
t x

∂ ∂
≥ =

∂ ∂
  

 ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0 0 0 0 0 0
2 20

, , 2 , ,
lim 0,
x

v x t v x x t v x t v x x t
x xD →

∂ − D − + + D
= ≤

∂ D
 

и уравнение (12). Из этого следует, что

 ( ) ( )0 0, , 0,   0.v x t v x t≤ ≤ l >  (15)

Если наибольшее в TQ  значение v(x,t) принимается на границе {l1,l2} × (0,T] È [l1,l2] × {0}, то по-
лучаем

 
( )

( )
( ) ( ){ }

1 2
0

,
, max , max 0, max .

Tx t Q l x l
v x t v x t u x

∈ ≤ ≤
≤ =  (16)

Тогда во всех случаях (15)–(16) справедлива оценка

 
( ) ( ){ }

1 2
0, max 0, max ,

l x l
v x t u x

≤ ≤
≤  

из которой следует

 
( ) ( ){ }

1 2
0, max 0, max ,   0.T

l x l
u x t e u xl

≤ ≤
≤ l >  

Когда λ → 0, получаем правую часть неравенств (11). Аналогично доказывается и случай мини-
мума решения u(x,t). Теорема доказана.

4. Безусловно монотонная разностная схема второго порядка аппроксимации на равно-
мерных сетках для Гамма-уравнения. С помощью принципа регуляризации [2] уравнение (4) 
на обычной равномерной сетке по пространству и времени

 { } { }0,   ,  0, ,  ,   0,  ,h h i h h Nx ih i N hN l x x ltw = w ×w w = = = = w = w ∪ = =   

 { } { }00 0,  0, ,  ,   n Nt n n N N T t Tt t tw = = t = t = w = w ∪ =  

аппроксимируем разностной схемой вида

 

( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1
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nn n n n n n
ii i i i i in n

i i
y y y y y ya y a y

h h
y

h

+ + + + +
+ −

+
 κ− − −

= − +  t  
  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1
1 ,

n n n n
i i i in n

i i i i
y y y yb a y b a y

h
y

h
y

+ + + +
+ −+ −

+
− −

+ +   (17) 

 ( )0 1 1
0 0,   0,n n

i i Ny u x y y+ += = =  
где

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1

1 ,   0,5 0,n n n n n
i i i i iR R h r y ky y y y

−
κ = ≥=+   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,   0,n n n n
i i i i i iy yb r y k y b r y k y+ + − −= ≥ = ≤   
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 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0,5 0,   0,5 0,n n n n n n
i i i i i ir y r y r y r y r y r y+ −= + ≥ = − ≤   

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 10,5 ,   0,5 .n n n n n n
i i i i i ia y k y k y a y k y k y+ + −= + = +  

Погрешность аппроксимации. Погрешность аппроксимации схемы (17) вычисляется по 
следующей формуле:

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,ˆ ˆ ˆt x x xx
u u a u u b u a u u b u a u u++ −ψ = − + κ + +  (18)

где

 ( ) ( ) ( )1
1 1ˆ,   ,   / ,n n

n n x i iv v v t v v v t v v v h+
+ += = = = = −   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1/ ,   ,   .x i i i iv v v h a u a u a u a u+
− += − = =  

Учитывая, что

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ ,   / ,b r k u bu u u u k ur+ + − −= =   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   ,r r r ru u u u r u r u+ − + −+ = − =   

 ( ) ( )( ) ( ) ( )2ˆ,   ,t x x
u uu O a u u k u O h
t x x

∂ ∂ ∂ = + t = + + t ∂ ∂ ∂ 
  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2ˆ 0,5 ,x
u ua u u k u h k u O h
x x x

+ ∂ ∂ ∂ = + + + t ∂ ∂ ∂ 
  

 ( ) ( ) ( ) ( )2ˆ 0,5 ,x
u ua u u k u h k u O h
x x x
∂ ∂ ∂ = − + + t ∂ ∂ ∂ 

 

получаем, что

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2ˆ ˆ .x x

u ub u a u u b u a u u r R u k u O h
x x

u
x

++ − ∂ ∂ ∂ + = + + + t ∂ ∂ ∂ 
 

Тогда из (18) имеем

 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2 .

1
R u uk u O h O h

R u x x
∂ ∂ ψ = + + t = + t + ∂ ∂ 

 

Таким образом, разностная схема (17) имеет второй порядок аппроксимации по простран-
ственной переменной и первый – по временной.

монотонность, двусторонние оценки и априорная оценка в норме с. Данная разностная 
схема (17) записывается в виде (7)

 
1 1 1

1 1 ,   1,2,..., 1,n n n n n n n
i i i i i i iA y C y B y F i N+ + +

− +− + = − = −  (19) 

 1 1
0 0,n n

Ny y+ += =  (20)

с коэффициентами, определяемыми следующим образом:

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )12 2,   ,n n n n n n

i i i i i i i iA a y y hb y B a y y hb y
h h

− +
+

t t
= κ − = κ +   

 1 ,   ,   1,   1, 1.n n n n n n n n n
i i i i i i i i iC A B F y D C A B i N= + + = = − − = = −  

Схема (19)–(20) является монотонной, если выполнены условия положительности коэффициен-
тов (8)–(9) [2], т. е.

 0,   0,   0.n n n n n n
i i i i i iA B D C A B> > = − − >  
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Нам нужно доказать, что ( ) 0n
ia y >  для всех i, n. Действительно, когда n = 0, очевидно, что 

( ) ( ) ( )( )0
0 0 10,5 0.i i ia y k u k u −= + >  Предположим, что для произвольного n тоже верно неравен-

ство ( ) 0.n
ia y >  Тогда из этого предположения имеем 0,  0,  0.n n n

i i iA B C> > >  По лемме на осно-
вании оценки (10) для произвольного t = tn = ωτ и всех i = 0,1,…, N имеем

 
{ } { }1

1 1 1 1
min 0, min max 0, max .n n n

i i i
i N i N

y y y+

≤ ≤ − ≤ ≤ −
≤ ≤  (21)

Используя индукцию по n, из (21) получаем двусторонние оценки через входные данные без 
предположения о знакоопределенности входных данных:

 
( ){ } ( ){ }

1 2 1 2

1
0 0min 0, min max 0, max ,   0,1, .n

i
l x l l x l

u x y u x i N+

≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ =   (22)

Из (22) получаем 1 ,n
i uy D+ ∈  т. е. ( ) ( ) ( )( )1 1 1

10,5 0.n n n
i i ia y k y k y+ + +

−= + >  Так как выполнены все 
условия положительности коэффициентов (8)–(9), то схема (19)–(20) монотонна при любых h и τ 
(безусловная монотонность). Следовательно, доказана следующая 

Теорема 2. Пусть выполнено условие (6). Тогда разностная схема (19)–(20) безусловно моно-
тонна и для ее решения uy D∈  верны двусторонние оценки (22).

На основании принципа максимума обычным образом устанавливается и априорная оценка 
в норме С.

Теорема 3. При выполнении условия (6) для разностной схемы (19)–(20) справедлива априор-
ная оценка

 
0 .n

CC
y u≤  

Доказательство. Так как все коэффициенты схемы удовлетворяют неравенствам (8)–(9), то 
по следствию имеем 1n n

C C
y y+ ≤ . В итоге, находим цепочку соотношений

 
1 1

0 .n n n
CC C C

y y y u+ −≤ ≤ ≤ ≤  

Теорема доказана.
З а м е ч а н и е  1. Максимальное и минимальное значения разностного решения не зависят от 

коэффициентов диффузии k(u) и конвекции r(u).
З а м е ч а н и е  2. Для случая c = 0 уравнение (1) может быть записано в виде

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,   , ,   .x xu ue k x u k x u e k u

t x x
k u u−∂ ∂ ∂ = = ∂ ∂ ∂ 

′= β   

Тогда при построении для него монотонных разностных схем нам не нужно использовать прин-
цип регуляризации.

З а м е ч а н и е  3. Полученные в (22) двусторонние оценки полностью согласованы с диффе-
ренциальной задачей (11).

Пример функции β(u). Для случая модели Frey [6] β(u) = u/(1–ρu)2, ρ > 0 из (5) получаем коэф-
фициент k(u) вида k(u) = (1+ρu)/(1–ρu)3. Тогда в силу (6) уравнение (1) будет параболическим, если 
k(u) > 0,  u ∈ uD , т. е. если

 
( )1 1, .u x t− < <

r r
 (23)
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Очевидно, что для решения разностной схемы (19)–(20), аппроксимирующей задачу (1)–(3), усло-
вия (23) выполнены, так как по теореме 2 для всех i = 0,1,2,…, N, n = 0,1,2,…, N0 имеем

 
( ){ } ( ){ }

1 2 1 2
0 0

1 1min 0, min max 0, max .n
i

l x l l x l
u x y u x

≤ ≤ ≤ ≤
− < ≤ ≤ <
r r

 

5. Вычислительный эксперимент. Рассмотрим частный случай Гамма-уравнения с одно-
родными граничными условиями

 ( )3
1 ,   0 ,   0 1,
1

u u u x t
t x xu

 ∂ ∂ + ∂ = < < p < ≤
 ∂ ∂ ∂− 

 (24) 

 ( ) ( ) ( ),0 sin ,   0, , 0.u x x u t u t= = p =  (25)

Коэффициент k(u) = (1+u)/(1–u)3 не определенен при u = 1, т. е. он не определенен с начальным 
условием u0(x) = sinx при x = x* = π/2. Поэтому построим равномерную сетку с шагом h = π/(2N+1), 
чтобы xi ¹ x*. На рисунке показан график приближенных решений задачи (24)–(25) при t = 1, по-
лученных с использованием разностной схемы (19)–(20) с шагом h = π/31 » 0,1 и τ = 0,1.

З а м е ч а н и е  4. При x = x* для случая Гамма-уравнения (24)–(25) численное решение не опре-
деляется. Решение, приведенное на рисунке, не является математически правильным, так как 
решение задачи (24)–(25) не определено при таком выборе начального условия. Следовательно, 
очень важно строить сеточную область таким образом, чтобы точки экстремума входных дан-
ных попадали в узлы сетки.

Численное решение при t = 1 с шагом h = π/31 » 0,1 и τ = 0,1
Numerical solution at t = 1 with step h = π/31 » 0.1 and  τ  = 0.1
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