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О НЕСтАЦИОНАРНОм РАСПРЕДЕЛЕНИИ ВЕРОЯтНОСтЕЙ  
СОСтОЯНИЙ мАРКОВСКОЙ СЕтИ С БЕСКОНЕЧНОЛИНЕЙНЫмИ  

СИСтЕмАмИ ОБСЛУЖИВАНИЯ В УСЛОВИЯХ ВЫСОКОЙ НАГРУЗКИ

В настоящей статье объектом исследования является марковская сеть с бесконечнолинейными системами мас-
сового обслуживания (СМО). Дисциплины обслуживания заявок в системах – FIFO («первым пришел – первым об-
служивается») и время обслуживания заявок в каждой линии СМО сети распределены по экспоненциальному зако-
ну со своими параметрами для каждой  системы массового обслуживания. Целью исследования является получение 
достаточного условия представимости нестационарных вероятностей состояний такой сети, функционирующей  
в условиях высокой нагрузки, в мультипликативном виде. Во введении указана область прикладного применения 
марковских сетей с бесконечнолинейными системами обслуживания, обоснована актуальность настоящей работы, 
приведен краткий обзор результатов, полученных по данной тематике ранее. В основной части приведено описание 
сети, выведена система разностно-дифференциальных уравнений Колмогорова для вероятностей состояний сети. 
Представлен основной результат данной статьи, т. е. мультипликативный вид нестационарных вероятностей состоя-
ний описанной выше марковской сети, функционирующий в условиях высокой нагрузки, который сформулирован  
и доказан в виде теоремы. Полученные результаты могут быть использованы при моделировании поведения инфор-
мационно-компьютерных систем и сетей, логистических транспортных систем, страховых компаний, банковских 
сетей и других объектов, стохастическими моделями которых являются сети массового обслуживания.

Ключевые слова: марковская сеть, бесконечнолинейные системы обслуживания, условие высокой нагрузки, не-
стационарный режим, мультипликативный вид.
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NON-STATIONARY DISTRIBUTION OF THE PROBABILITY STATES  
OF THE  MARKOV NETWORK WITH INFINITE-SERVER QUEUING SYSTEMS OPERATING  

AT HIGH LOAD

The object of research is the Markov queuing network with infinite-server queues. The disciplines of the customer’s ser-
vice in queuing systems (QS) are FIFO (first come – first served), service rates of customers are distributed exponentially with 
their own rates for each QS in each line of QS. The purpose of the research is to obtain sufficient conditions for representabil-
ity of non-stationary state probabilities of such a network operating within the heavy-traffic regime in the multiplicative form. 
In the introduction, the field of applications of Markov networks with infinite-server queues has been described; the relevance 
of this work has also been indicated; a brief overview of the previous results on this subject has been given. In the main part, 
the network has been shown; the system of Kolmogorov’s difference-differential equations for the state probabilities of  
the network conditions has been derived. The main result of this article is as follows, i.e. the multiplicative form of the non-sta-
tionary state probabilities of the above-mentioned Markov network operating within the heavy-traffic regime is formulated 
and proved as a theorem. The obtained results can be used for modeling the behavior of information and computer systems 
and networks, transportation systems, insurance companies, banking networks and other facilities, the stochastic models 
which are the queuing networks.

Кеуwords: Markov networks, infinitely linear service system, high-load condition, non-stationary regime, multiplicative 
form. 

Введение. При проектировании различных реальных объектов, таких как информационно- 
компьютерные системы и сети, логистические транспортные системы, страховые компании, бан-
ковские сети, производственные системы и т. д., часто необходимо промоделировать их текущее 
поведение, найти различные характеристики, зависящие от времени. В таких случаях важной 
задачей является нахождение вероятностей состояний их моделей – марковских и произвольных 
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сетей массового обслуживания с различными особенностями в переходном (нестационарном) 
режиме [1–4]. Опыт выполненных за последние годы исследований показал, что такие задачи  
в своем большинстве являются принципиально трудноразрешимыми.

точные результаты в переходном режиме для вероятностей состояний марковских сетей по-
лучены только в некоторых частных случаях [5] из-за большой размерности систем разностно- 
дифференциальных уравнений (РДУ), которым они удовлетворяют. Для их нахождения в усло-
виях большой нагрузки применяется метод диффузионной аппроксимации [6–9], сущность кото-
рого состоит в аппроксимации дискретного случайного процесса, описывающего количество 
заявок в системах сети, непрерывным диффузионным процессом. В [10–12] для нахождения не-
стационарных вероятностей состояний марковских сетей с разнотипными заявками, дисципли-
нами обслуживания заявок FIFO в многолинейных системах массового обслуживания (СМО) 
разработан метод последовательных приближений, совмещенный с методом рядов. Моногра-
фии [13, 14] посвящены анализу марковских сетей, функционирующих в условиях высокой на-
грузки, когда в каждый момент времени в СМО сети находится хотя бы одна заявка. Именно  
в такой ситуации систему РДУ для нестационарных вероятностей состояний можно решить ме-
тодом, основанным на использовании аппарата многомерных производящих функций, и полу-
чить решение в виде многократных рядов. 

1. Описание сети. Рассмотрим открытую сеть, состоящую из n систем массового обслу-
живания. На вход сети поступает пуассоновский поток заявок с интенсивностью λ. Заявка с ве-

роятностью p0i поступает на обслуживание в i-ю СМО, 0
1
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в i-й СМО является случайной величиной (СВ), имеющей экспоненциальное распределение с па-
раметром, зависящим от числа заявок в ней. если в момент времени t в i-й СМО имеется ki за-
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сывает состояние сети и является цепью Маркова со счетным числом состояний. требуется опреде-
лить нестационарное распределение вероятностей состояний такой сети ( ) ( )1 2, , ,..., ,nP k t P k k k t= =   
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л е м м а. Система РДУ для вероятностей состояний сети имеет вид
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для цепи Маркова k(t) возможны следующие переходы в состояние 
( ) ( ),k t t k t t+ ∆ = + ∆  за время :t∆

– из состояния ( ),ik I t-  с вероятностью ( ) ( )0 ,i ip u k t o tλ ∆ + ∆  при этом заявка поступает  
извне в систему , 1, ;iS i n=  
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– из состояния ( ),ik I t+  с вероятностью ( ) ( )01 ,i i ik p t o tµ + ∆ + ∆  при этом заявка завершает 
обслуживание в системе Si и уходит из сети 1, ;i n=

– из состояния ( ),i jk I I t+ -  с вероятностью ( ) ( ) ( )1 ,i i ij jk p u k t o tµ + ∆ + ∆  если заявка завер-

шает обслуживание в системе Si и переходит в систему , , 1, ;jS i j n=

– из состояния (k,t) с вероятностью ( ) ( ) ( )
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∑  при этом ни поступле-

ния заявок, ни завершения обслуживания не происходит, сеть остается в состоянии k.
тогда, используя формулу полной вероятности, имеем
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Отсюда, переходя к пределу при 0,t∆ →  получим систему разностно-дифференциальных урав-
нений Колмогорова (1) для вероятностей состояний.

Далее мы предположим, что СМО сети функционируют в условиях высокой нагрузки, т. е. 
( ) 0 ,  1, ,ik t t i n> ∀ =   тогда система РДУ (1) примет вид
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В монографии [12] приведено описание нахождения в частном случае точного нестационар-
ного распределения вероятностей состояний в аналитическом виде путем решения системы  
РДУ (2). Однако при этом не было учтено, что система (2) справедлива только для сети, функ-
ционирующей в условиях высокой нагрузки. Этот частный случай касается ситуации, когда  
в качестве начальных условий используется произведение стационарных вероятностей состоя-
ний СМО сети, каждое из которых является законом Пуассона, и  системы массового обслужи-
вания сети должны быть бесконечнолинейными. таким образом, в данной работе описаны ана-
логичные результаты, а именно, приведено достаточное условие представимости в этом частном 
случае вероятностей состояний P(k,t) в мультипликативном виде, когда сеть функционирует  
в условиях высокой нагрузки. Проведено уточнение мультипликативного вида для вероятностей 
состояний. Докажем  следующую теорему.

те о р е м а. Для того чтобы нестационарное распределение вероятностей состояний P(k,t), 
удовлетворяющее системе РДУ (2), представлялось в виде
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достаточно, чтобы
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3) функции ( ) , 1, ,iy t i n=  удовлетворяли системе линейных дифференциальных уравнений
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с начальными условиями ( )0 ,  1, .iy i n=
З а м е ч а н и е 1. В соотношении (3) присутствие сомножителя u(k i) нужно для того, чтобы 

выполнялось условие P(k,t) = 0, если в векторе существует компонента с номером i, для которой 
ki = 0, как это предполагается в условиях высокой нагрузки.

З а м е ч а н и е 2. Условие (4) фактически означает, что СМО сети должны быть бесконечно-
линейными.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Будем искать решение системы РДУ (2) в виде
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Из (7) следует, что
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Кроме того,
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тогда, подставив выражения (9), (10) в систему РДУ (2) и поделив на P(k,t), получим 

 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

'

0
1 1 1

' 1n n ni i i
i i i i

i ii i i

Q t y t k
k k p

Q t y t y t= = =

µ + 
+ = - λ + µ + + 

 
∑ ∑ ∑   

 ( ) ( ) ( )
( )0

1 , 1
.

n n j j i
i i ij

ji i j

k y t
y t p p

y t= =

µ
+λ +∑ ∑  (11)

Используя условие 0
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Если выполнена система дифференциальных уравнений (6), то правая часть в (12) равна 
нулю. Покажем, что и левая часть в (12) также будет равна нулю. Подставляя выражение (8)  
в левую часть (12) и используя соотношения

 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( )

'

' '
1'

11 11

1

, ,

n
in nn n ii

i i j ni ii ii
ii j i

a t
a t

a t a t a t
a ta t

=

== ==
≠ =

 
    = = 

 

∏
∑ ∑∏ ∏

∏
 

имеем в левой части (12):
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и нам надо показать, что выполняется равенство
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Деля систему дифференциальных уравнений (6) на μi и суммируя от 1 до n, получим
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т. е. (13) имеет место, что  и требовалось доказать. Теорема доказана.
Отметим, что метод решения системы дифференциальных уравнений (6) описан в [12].
Выводы. В статье получено достаточное условие представимости нестационарных вероят-

ностей состояний марковской сети массового обслуживания, функционирующей в условиях вы-
сокой нагрузки, в мультипликативном виде. При этом системы массового обслуживания сети 
должны быть бесконечнолинейными, а начальные вероятности состояний являться произведе-
нием стационарных распределений вероятностей состояний СМО сети, каждое из которых явля-
ется законом Пуассона. 

Дальнейшие исследования могут быть связаны с получением аналогичных результатов для 
сетей с другими особенностями: ограниченным временем ожидания заявок в СМО, ненадежны-
ми СМО, с положительными и отрицательными заявками и т. д.
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