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существование ИЗМЕРИМЫх СОГЛАСОВАННЫх СЕЛЕКТОРов  
МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

В настоящей статье рассматриваются измеримые многозначные случайные отображения, согласованные с за-
данным потоком σ-алгебр, значениями которых являются замкнутые подмножества некоторого полного сепара
бельного метрического пространства. Для них установлен критерий измеримости и согласованности, аналогичный 
известному критерию Кастэна измеримости многозначных отображений. Доказана теорема о существовании у слу-
чайных многозначных отображений измеримых и согласованных селекторов, с заданной точностью аппроксими
рующих некоторую однозначную измеримую и согласованную случайную функцию. Данная теорема усилена в слу-
чае, когда рассматриваемое многозначное отображение принимает компактные значения. Доказана теорема, обоб-
щающая на многозначные измеримые случайные отображения теорему Филиппова об обратной функции. Полученные 
результаты могут быть использованы при доказательстве существования и исследовании свойств решений стоха-
стических дифференциальных включений.
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EXISTENCE OF MEASURABLE ADAPTED SELECTORS OF SET-VALUED FUNCTIONS

The present article is devoted to considering measurable set-valued random functions that are adapted to a fixed filtration 
of σ-algebras and the values of which are closed subsets of some complete separable metric space. For such functions, a crite-
rion of measurability and adaptation is proved, which is analogous to Castain’s well-known criterion of measurability of 
set-valued functions. A theorem on existence of measurable and adapted selectors of set-valued random functions, which ap-
proximate some measurable adapted random function, is obtained. This theorem is improved in the case of set-valued func-
tions with compact values. The generalization of Filippov’s theorem about the inverse function to the set-valued measurable 
random functions is proved. The obtained results can be useful both for proving the existence and for considering the proper-
ties of the solutions of stochastic differential inclusions.
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Пусть (X,ρ) – полное сепарабельное метрическое пространство; S(X) – множество всех под
множеств из X, а P(X), cl(X), comp(X) – соответственно семейство всех непустых, всех непустых 
замкнутых, непустых компактных подмножеств из X; (T,F) – измеримое пространство. Много
значное отображение Г : ( )T S X→   называется (F)-измеримым ((F)c-измеримым; (F)b-измеримым), 
если 1Г ( ) { : Г( ) }M t T t M F- = ∈ ∩ ≠∅ ∈   для каждого открытого (замкнутого; борелевского) мно-
жества .M X⊂  Если 1 2Г : ( ),T T S X× →   где 1 1 2 2( , ),( , )T F T F  – два измеримых пространства, то 
измеримость отображения Γ понимается в терминах произведения σ-алгебр F1 × F2. Отметим, 
что однозначная функция :f T X→   – F-измерима, если многозначная функция Г( ) : { ( )}x f x=   – 
(F)-измерима (эквивалентно (F)c-измерима; (F)b-измерима). Отображение γ : T → X называют 
селектором многозначного отображения Г : ( ),T P X→   если ( ) Г( )t tγ ∈   для всех t ∈ T. Для произ-
вольного многозначного отображения Г : cl( )T X→   имеют место следующие импликации: Γ – 
(F)b-измеримо ⇒ Γ – (F)c-измеримо ⇒ Γ – (F)-измеримо. Если на измеримом пространстве (T,F) 
существует положительная мера ν такая, что пространство (T,F,ν) – полное σ-конечное, то все три 
понятия измеримости совпадают: Γ – (F)b -измеримо ⇔ Γ – (F)c -измеримо ⇔ Γ – (F)-измеримо [1].
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Первая теорема о существовании измеримого селектора у многозначного измеримого ото-
бражения в конечномерном пространстве была доказана А. Ф. Филипповым в работе [2]. К. Кура­
товским и С. Рыль-Нардзевским получено обобщение этой теоремы на сепарабельные банаховы 
пространства [3]. Ш. Кастэн усилил эти результаты и показал [4, 5], что если Г : cl( )T X→   – мно-
гозначное отображение, то следующие три утверждения эквивалентны: 1) Γ – (F)-измеримо;  
2) функция ( ,Г( ))t x t→ρ   (F)-измерима для каждого x ∈ X; 3) существует последовательность  

(F)-измеримых селекторов ( )nσ ⋅   для Γ такая, что 
1

Г( ) (t),n
n

t
∞

=
= σ


  .t T∈

Пусть T – либо R+, либо отрезок [0, ] ,a R+⊆   ( )Tβ  – борелевская σ-алгебра на T, (Ω,F) – изме-
римое пространство с потоком под-σ-алгебр Ft, t ≥ 0.

Многозначное отображение Г : ( )T S X×Ω→   называем ( )( ),T Fβ  -измеримым ( ( ( ), )cT Fβ  -из-
меримым; ( ( ), )bT Fβ  -измеримым), если {( , ) : Г( , ) } ( )t t B T Fω ω ∩ ≠∅ ∈β ×   для любого открытого 
B ⊆ X (для любого замкнутого B ⊆ X, для любого борелевского B ⊆ X), если, кроме того, для 
каждого t T∈  многозначное отображение Г( , )tω→ ω   является ( )tF -измеримым ( ( )ctF -измери-
мым), то говорим, что многозначное отображение (Ft)-согласовано ((Ft)c-согласовано). Для про-
извольного многозначного отображения Г : cl( )T X×Ω→   имеют место следующие импликации: 
Γ – ( ( ), )bT Fβ  -измеримо ⇒ Γ – ( ( ), )cT Fβ  -измеримо ⇒ Γ – ( )( ),T Fβ  -измеримо.

В статье рассматривается задача существования ( )( ),T Fβ  -измеримых согласованных с пото-
ком (Ft) селекторов со специальными свойствами у ( )( ),T Fβ  -измеримых и (Ft)-согласованных 
многозначных отображений. Существование указанных селекторов не вытекает из известных 
теорем теории многозначных отображений [5–11], но именно такие селекторы используются при 
построении теории стохастических дифференциальных включений [12–13].

Скажем, что многозначное отображение Г : ( )T S X×Ω→   имеет ( )( ),T Fβ  -измеримое и (Ft)-
согласованное аппроксимирующее семейство [6, с. 338], если существует последовательность 

( )( ),T Fβ  -измеримых и (Ft)-согласованных отображений :ix T X×Ω→   такая, что для каждого 
i N∈  множество {( , ) : ( , ) Г( , )}it T x t tω ∈ ×Ω ω ∈ ω   – ( )( ),T Fβ  -измеримо, а для каждого i для всех 

t T∈  множество { : ( , ) Г( , )}ix t tω∈Ω ω ∈ ω   – ( )tF -измеримо и, кроме того, при всех (t,ω) выполня-

ется включение 
1

Г( , ) Г( , ) ( ( , )).i
i

t t x t
∞

=
ω ⊂ ω ∩ ω



  Далее, ( )( ),T Fβ  -измеримое и (Ft)-согласованное 

отображение :T Xγ ×Ω→   называем ( )( ),T Fβ  -измеримым и (Ft)-согласованным селектором 
многозначного отображения Г : ( ),T P X×Ω→   если ( , ) Г( , )t tγ ω ∈ ω   для всех ( , ) .t Tω ∈ ×Ω  

Докажем для ( )( ),T Fβ  -измеримых и (Ft)-согласованных многозначных отображений 
Г : cl( )T X×Ω→   утверждение, аналогичное указанному выше результату Ш. Кастэна. При дока-
зательстве мы во многом следуем гл. 8 монографии [6], где исследуются многозначные отобра-
жения в конечномерных пространствах, и статье [1].

Л е м м а 1. Пусть Г : ( )T P X×Ω→   – многозначное отображение такое, что множество 
Γ(t,ω) открыто для каждых (t,ω), и пусть { }iD x=  – счетное плотное подмножество X. Если 
для любого i множество {( , ) : Г( , )}it T x tω ∈ ×Ω ∈ ω   является ( )( ),T Fβ  -измеримым и для каж-

дых i ∈ N, t T∈  множество { : Г( , )}ix tω∈Ω ∈ ω  } – ( )tF -измеримо, то { ( , )}ix t ω  , i ∈ N, ( , )i ix t xω =   
( , )t T∀ ω ∈ ×Ω   является ( )( ),T Fβ  -измеримым и (Ft)-согласованным аппроксимирующим семей-

ством для Γ.
Действительно, так как множества Γ(t,ω) открыты, то пересечения Г( , )D t∩ ω   плотны в Γ(t,ω) 

и { , }ix i N∈   – ( )( ),T Fβ  -измеримое (Ft)-согласованное аппроксимирующее семейство для Γ. Лем­
ма установлена.
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Будем говорить, что отображение :f T X Y×Ω× →   является (Ft)-согласованным отображе-
нием Каратеодори, если оно непрерывно по x при всех фиксированных ( , ) ,t Tω ∈ ×Ω   ( )( ),T Fβ  - 
измеримо при каждом фиксированном x ∈ X и (Ft)-измеримо при каждых фиксированных 
( , )t x T X∈ × .

Л е м м а 2. Пусть :f T X Y×Ω× →   является (Ft)-согласованным отображением Кара
теодори, U Y⊂  – открытое множество. Тогда отображение Г : ( ),T S X×Ω→   
Г( , ) { : ( , , ) }t x X f t x Uω = ∈ ω ∈   – ( ( ), )cT Fβ  -измеримо и (Ft)c-согласовано.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть B ⊂ X – замкнутое множество, { , }iA x i N= ∈  – счетное плот
ное подмножество в B. Отображение Γ обладает следующим свойством: 

1Г ( ) {( , ) : Г( , ) } {( , ) : ( , , )B t T t B t T f t x U- = ω ∈ ×Ω ω ∩ ≠∅ = ω ∈ ×Ω ω ∈   для некоторой точки x ∈ B} =  

= {( , ) : ( , , )it T f t x Uω ∈ ×Ω ω ∈   для некоторой точки }ix A∈ =
1
{( , ) : ( , , ) }.i

i
t T f t x U

∞

=
ω ∈ ×Ω ω ∈



  

Отсюда следует ( ( ), )cT Fβ  -измеримость отображения Γ, а его (Ft)c-согласованность доказывает-
ся аналогичным образом.

Л е м м а 3. Многозначное отображение Г : ( )T P X×Ω→   является ( )( ),T Fβ  -измеримым  
и (Ft)-согласованным тогда и только тогда, когда для любого x ∈ X функция ( , ) ( ,Г( , ))t x tω →ρ ω   – 
( )( ),T Fβ  -измерима и (Ft)-согласована.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Многозначное отображение Г : ( )T P X×Ω→   является ( )( ),T Fβ  -изме-
римым, если и только если 1Г ( ( , )) ( ( ) )B x T F- ε ∈ β ×   для каждого x ∈ X и для каждого открытого ша-
ра B(x,ε). Для каждого x ∈ X функция ( , ) ( ,Г( , ))t x tω →ρ ω   – ( )( ),T Fβ  -измерима, если и только если 
{( , ) : ( ,Г( , )) } ( ( ) )t x t T Fω ρ ω < ε ∈ β ×   для каждого ε > 0. Так как 1Г ( ( , )) {( , ) : Г( , ) ( , ) }B x t t B x- ε = ω ω ∩ ε ≠ ∅ =  
={( , ) : ( ,Г( , ) )},t x tω ρ ω < ε   то утверждение о том, что отображение Γ является ( )( ),T Fβ  -измери-
мым тогда и только тогда, когда функция ( , ) ( ,Г( , ))t x tω →ρ ω   – ( )( ),T Fβ  -измерима для любого  
x ∈ X, доказано. Остальная часть леммы доказывается аналогичным образом.

Л е м м а 4. Для любой ( )( ),T Fβ  -измеримой и (Ft)-согласованной функции :y T X×Ω→   суще-
ствует последовательность ( )( ),T Fβ  -измеримых и (Ft)-согласованных функций yn(t,ω), прини-
мающих не более счетного множества различных значений, сходящаяся к функции y(t,ω) при 
каждых (t,ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть a1,a2,... – последовательность, плотная в X. Возьмем произвольное 
ε > 0 и образуем последовательность множеств , 1 2 1( , ) ( , ) ( , )... ( , )k k kC B a B a B a B aε -= ε ∩ ε ∩ ε ∩ ε     
( B  – дополнение множества B). Множества  Ck,ε не пересекаются и являются борелевскими. 
Множества 1

, ,( )k kD y C-
ε ε=   не пересекаются и их объединение равно T × Ω. Пусть yn(t,ω) –  

функция, равная ak на множестве 1,
.

k
n

D  По построению 1( ( , ), ( , )) ,ny t y t
n

ρ ω ω ≤   поэтому 

( , ) ( , )ny t y tω → ω   при каждых (t,ω). Множества 1,k
n

D  являются ( )( ),T Fβ  -измеримыми, следова-

тельно, функции yn(t,ω) – ( )( ),T Fβ  -измеримы. При каждом t T∈  множество 1
1,

,
k

n
y t C-  

  
 

 –  

( )tF -измеримо, и поэтому множество 1
1,

{ : ( , ) } ,n k k
n

y t a y t C-  
ω ω = =   

 
  также ( )tF -измеримо.

Л е м м а 5. Пусть отображение :f T X Y×Ω× →   является (Ft)-согласованным отображе-
нием Каратеодори, функция :y T X×Ω→   является ( )( ),T Fβ  -измеримой и (Ft)-согласованной. 
Тогда многозначное отображение ( , ) ( , , ( , ))t f t y tω → ω ω   также ( )( ),T Fβ  -измеримо и (Ft)-со
гласовано.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем последовательность ( )( ),T Fβ  -измеримых (Ft)-согласованных 
функций yn(t,ω), каждая из которых принимает не более счетного множества различных значе-
ний { },n

ka  сходящуюся к функции y(t,ω) при каждых (t,ω) (лемма 4). Для каждого открытого мно-
жества U ⊂ Y, согласно лемме 2, многозначное отображение Г( , ) { : ( , , ) }t x X f t x Uω = ∈ ω ∈   – 
( ( ), )cT Fβ  -измеримо и (Ft)c-согласовано. Множество {( , ) : ( , , ( , )) }n nD t T f t y t U= ω ∈ ×Ω ω ω ∈   
можно представить в виде 

1
{( , ) : ( , ) , Г( , )}.n n

n k k
k

t y t a a t
∞

=
ω ω = ∈ ω



  Следовательно, множества Dn 

являются ( )( ),T Fβ  -измеримыми. Аналогично множества { : ( , , ( , )) }nf t y t Uω ω ω ∈ =   

=
1
{( , ) : ( , ) , Г( , )}n n

n k k
k

t y t a a t
∞

=
ω ω = ∈ ω



  – ( )tF  -измеримы для каждых t T∈  и n ∈ N. Отсюда вытекает 

( )( ),T Fβ  -измеримость и (Ft)-согласованность отображения ( , ) ( , , ( , ))nt f t y tω → ω ω   для каждого n. 

По лемме 3 при каждом x X∈  функция ( , ) ( , ( , , ( , )))nt x f t y tω →ρ ω ω   – ( )( ),T Fβ  -измерима и (Ft)-со
гласована. Так как функция f(t,ω,y) непрерывна по y, то при каждых ( , ) ,t Tω ∈ ×Ω   ,x X∈  имеем 

( , ( , , ( , ))) ( , ( , , ( , ))),n nx f t y t x f t y t
→∞

ρ ω ω →ρ ω ω   поэтому отображение ( , ) ( , ( , , ( , )))t x f t y tω →ρ ω ω   – 
( )( ),T Fβ  -измеримо и (Ft)-согласовано. Но тогда по лемме 3 и отображение ( , , ( , ))f t y tω ω   являет-
ся ( )( ),T Fβ  -измеримым (Ft)-согласованным. Лемма 5 установлена.

З а м е ч а н и е 1. Если отображение :f T X Y×Ω× →   в лемме 5 не является непрерывным  
по x при каждых фиксированных (t,ω), а лишь полунепрерывно сверху или снизу, то, как показы-
вают примеры, приведенные в [11, c. 77–78], лемма 5 не имеет места.

Через domГ:={( , ) : Г( , ) },t T tω ∈ ×Ω ω ≠∅   domГ :={ : Г( , ) }t tω∈Ω ω ≠∅   обозначим соответ-

ственно эффективные множества отображений Г : ( ),T S X×Ω→   Г( , ).tω→ ω  
Л е м м а 6. Если Г : ( )T S X×Ω→   имеет ( )( ),T Fβ  -измеримое и (Ft)-согласованное аппро­

ксимирующее семейство { ( , ), },mx t m Nω ∈  то множество domΓ является ( )( ),T Fβ  -измеримым, 

а множество domГ t   – ( )tF -измеримым при каждом .t T∈

Действительно, 
1

domГ= {( , ) : ( , ) Г( , )},m
m

t T x t t
∞

=
ω ∈ ×Ω ω ∈ ω



  
1

domГ = { :t
m

∞

=
ω∈Ω



 ( , ) Г( , )}.mx t tω ∈ ω  

Л е м м а 7. Пусть отображения 1Г : ( ),T P X×Ω→   2Г : ( )T P X×Ω→   такие, что множе­
ства Γ2(t,ω) открыты, а отображение Γ1 имеет ( )( ),T Fβ  -измеримое и (Ft)-согласованное ап­
проксимирующее семейство, причем для каждой ( )( ),T Fβ  -измеримой и (Ft)-согласованной 
функции :y T X×Ω→   множество 2{( , ) : ( , ) Г ( , )}t T y t tω ∈ ×Ω ω ∈ ω   – ( )( ),T Fβ  -измеримо, а мно­

жество 2{ : ( , ) Г ( , )}y t tω∈Ω ω ∈ ω   – ( )tF -измеримо при каждых .t T∈  Тогда отображение 

1 2( , ) Г ( , ) Г ( , )t t tω → ω ∩ ω   имеет ( )( ),T Fβ -измеримое и (Ft)-согласованное аппроксимирующее 
семейство.

Действительно, пусть { ( , ), }n t n Nσ ω ∈   – последовательность ( )( ),T Fβ -измеримых (Ft)-согла
сованных отображений, аппроксимирующее Γ1. Покажем, что семейство { ( , ), }n t n Nσ ω ∈   являет-
ся аппроксимирующим и для 1 2Г ( , ) Г ( , ).t tω ∩ ω   Во-первых, множества

 	 1 2{( , ) : ( , ) Г ( , ) Г ( , )}nt T t t tω ∈ ×Ω σ ω ∈ ω ∩ ω  1{( , ) : ( , ) Г ( , )}nt T t t= ω ∈ ×Ω σ ω ∈ ω ∩  	  
	 ∩ 2{( , ) : ( , ) Г ( , )}nt T t tω ∈ ×Ω σ ω ∈ ω  	

 – ( )( ),T Fβ -измеримы, а множества

	  1 2{ : ( , ) Г ( , ) Г ( , )}n t t tω∈Ω σ ω ∈ ω ∩ ω =  1{ : ( , ) Г ( , )}n t tω∈Ω σ ω ∈ ω ∩   2{ : ( , ) Г ( , )}n t tω∈Ω σ ω ∈ ω  	
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– ( )tF -измеримы при каждом .t T∈  Во-вторых, так как множества Γ2(t,ω) открыты, то пересече-

ния 2
1

Г ( , ) ( , )n
n

t t
∞

=

 
ω ∩ σ ω 

 


  плотны в 1 2Г ( , ) Г ( , ).t tω ∩ ω  

Л е м м а 8. Если многозначное отображение Г : cl( )T X×Ω→   имеет аппроксимирующее 

( )( ),T Fβ -измеримое и (Ft)-согласованное семейство, а функция :x T X×Ω→   является  

( )( ),T Fβ -измеримой и (Ft)-согласованной, то множество {( , ) : ( , ) Г( , )}t T x t tω ∈ ×Ω ω ∈ ω   являет-

ся ( )( ),T Fβ -измеримым, а множество { : ( , ) Г( , )}x t tω∈Ω ω ∈ ω   – ( )tF -измеримым для всех .t T∈

Действительно, отображения Γ(t,ω) и 1( , ) : ( , ( , ))nF t x X x x t
n

 ω = ∈ ρ ω < 
 

  удовлетворяют усло-

виям леммы 7. Надо лишь проверить, что для любой ( )( ),T Fβ -измеримой (Ft)-согласованной 
функции :y T X×Ω→   множество {( , ) : ( , ) ( , )}nA t T y t F t= ω ∈ ×Ω ω ∈ ω   – ( )( ),T Fβ -измеримо,  

а множество { : ( , ) ( , )}ntA y t F t= ω∈Ω ω ∈ ω   – ( )tF -измеримо. Но множество A совпадает с 
1( , ) : ( ( , ), ( , ))t x t y t
n

 ω ρ ω ω < 
 

  и оно ( )( ),T Fβ -измеримо, если функция ( , ) ( ( , ), ( , ))t y t x tω →ρ ω ω   – 

( )( ),T Fβ -измерима. Измеримость последней функции следует из леммы 5 (если положить 

( , , ) ( ( , ), )f t z x t zω = ρ ω  ). Аналогично устанавливается ( )tF -измеримость множества tA . По лем-

ме 7 отображение ( , ) Г( , ) ( , )nt t F tω → ω ∩ ω   имеет аппроксимирующее ( )( ),T Fβ -измеримое  
(Ft)-согласованное семейство. Но тогда в силу леммы 6 множества dom(Г )nF∩   – ( )( ),T Fβ -изме-
римы, а множества dom(Г )n tF∩   – (Ft)-измеримы. Так как Γ(t,ω) замкнуты, то множество 

1
{( , ) : ( , ) Г( , )} dom(Г )n

n
t T x t t F

∞

=
ω ∈ ×Ω ω ∈ ω = ∩



  – ( )( ),T Fβ -измеримо. Аналогично устанавлива-

ется, что множество { : ( , ) Г( , )}x t tω∈Ω ω ∈ ω   – ( )tF -измеримо при каждом .t T∈

Л е м м а 9. Если многозначное отображение Г : ( )T P X×Ω→   имеет аппроксимирующее 
( )( ),T Fβ -измеримое и (Ft)-согласованное семейство, то существует семейство ( )( ),T Fβ -изме-
римых и (Ft)-согласованных селекторов, аппроксимирующее Γ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть { ( , ), }iy t i Nω ∈   – ( )( ),T Fβ -измеримая и (Ft)-согласованная аппро
ксимирующая последовательность для Γ. Положим {( , ) : ( , ) Г( , )}i iT t T y t t= ω ∈ ×Ω ω ∈ ω  , i = 1, 2,… . 

Множества Ti – ( )( ),T Fβ -измеримы при каждом i, а множества { : ( , ) Г( , )}iy t tω∈Ω ω ∈ ω   –  

( )tF -измеримы при всех i и .t T∈  Построим последовательность

	

1 1

2 2 1

1 1

1

( , ),( , ) ,
( , ),( , ) \ ,

......................
( , )

( , ),( , ) \ ,

..............................

k
k k i

i

y t t T
y t t T T

x t
y t t T T

-

=

ω ω ∈
 ω ω ∈
ω = 
 ω ω ∈





 

         

1

1 1

1

0

( , ),( , ) ,

( , ),( , ) ,
( , ),( , ) \ ,

( , )
..............................

( , ),( , ) \ ,

..............................

m i
i m

m m

m m m
m

k
m k m k m i

i

x t t T

y t t T
y t t T T

x t

y t t T T

∞

-
=

+ +

-

+ + +
=


ω ω ∉


 ω ω ∈
 ω ω ∈ω = 



ω ω ∈







 

	

Последовательность xm(t,ω) искомая.
Л е м м а 10. Для того чтобы многозначное отображение Г : ( )T P X×Ω→   имело аппроксими-

рующее ( )( ),T Fβ -измеримое и (Ft)-согласованное семейство, необходимо, а в случае Г( , ) cl( )t Xω ∈   
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( , )t T∀ ω ∈ ×Ω   и достаточно, чтобы для каждого x X∈  функция ( , ) ( ,Г( , ))t x tω →ρ ω   была 
( )( ),T Fβ -измеримой и (Ft)-согласованной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как

	 1
inf( ,Г( , )) ( , ( , )),m
m

x t x x t
≤ <∞

ρ ω = ρ ω  
	

где { ( , ), }mx t m Nω ∈   – аппроксимирующая ( )( ),T Fβ -измеримая (Ft)-согласованная последова-
тельность селекторов отображения Γ, то ( , ) ( ,Г( , ))t x tω →ρ ω   – ( )( ),T Fβ -измеримая (Ft)-согла
сованная функция.

Предположим теперь, что ( , ) ( ,Г( , ))t x tω →ρ ω   – ( )( ),T Fβ -измеримая (Ft)-согласованная функ-
ция при каждом x X∈  и Г( , ) cl( ).t Xω ∈   Положим ( , ) { : ( ,Г( , )) 2 }.m

mF t x X x t -ω = ∈ ρ ω <   Мно
жества Fm(t,ω) открыты, и из условия леммы 10 следует, что для каждого y X∈  множество 

{( , ) : ( , )} {( , ) : ( ,Г( , )) 2 }m
mt y F t t y t -ω ∈ ω = ω ρ ω <   – ( )( ),T Fβ -измеримо и для каждого t T∈  множе-

ство { : Г( , )}y tω∈Ω ∈ ω   – ( )tF -измеримо. Согласно лемме 1 отображение ( , ) ( , )mt F tω → ω   имеет 

( )( ),T Fβ -измеримое (Ft)-согласованное аппроксимирующее семейство. В силу леммы 9 при  
каждом m можно выбрать последовательность { ( , ), }mix t i Nω ∈   (Ft)-согласованных селекторов, 
аппроксимирующих Fm. Для каждой пары номеров m, i построим индуктивно следующую по-
следовательность отображений: 0 ( , ) ( , );mi mix t x tω = ω   если уже построена ( )( ),T Fβ -измеримая 
(Ft)-согласованная функция ( , )milx t ω   такая, что ( , ) ( , ),mil m lx t F t+ω ∈ ω   то в качестве ( 1) ( , )mi lx t+ ω   
возьмем произвольную ( )( ),T Fβ -измеримую (Ft)-согласованную функцию, удовлетворяющую 

условиям ( 1) 1( , ) ( , ),mi l m lx t F t+ + +ω ∈ ω   ( )
( 1)( ( , ), ( , )) 2 .m l

mil mi lx t x t - +
+ρ ω ω <   Такая функция существу-

ет, поскольку множество ( )
( 1) 1Ф ( , ) { : ( , ), ( , ( , )) 2 }m l

mi l m l milt x x F t x x t - +
+ + +ω = ∈ ω ρ ω <   непусто при 

всех (t,ω) и многозначное отображение ( 1)( , ) Ф ( , )mi lt t+ω → ω   имеет ( )( ),T Fβ -измеримую (Ft)-со
гласованную аппроксимирующую последовательность селекторов (леммы 7, 9). Последователь
ность ( , ),  1,milx t lω ≥   при каждых фиксированных (t,ω) является фундаментальной в X, следова-
тельно, она сходится к некоторой ( )( ),T Fβ -измеримой (Ft)-согласованной функции umi(t,ω) та-
кой, что ( 1)( ( , ), ( , )) 2 m

mi mix t u t - -ρ ω ω <   и, кроме того, ( , ) Г( , )miu t tω ∈ ω   ( , ) .t T∀ ω ∈ ×Ω   Осталось 
проверить, что семейство umi(t,ω), m, i = 1, 2,..., аппроксимирует отображение Γ(t,ω). Это вытекает 
из следующего факта: если A ⊂ X – замкнутое множество, множество ymi, i = 1, 2,…, плотно в не-
которой окрестности множества A при каждом натуральном m, miz A∈  и ( 1)( , ) 2 ,m

mi miy z - -ρ <   то 
множество { : , 1,2,...}miz m i =  плотно в A. Таким образом, семейство { ( , ) : , 1,2,...}miu t m iω =   удов-
летворяет условиям леммы 10.

Из лемм 3, 9, 10 сразу вытекает следующее утверждение.
Те о р е м а 1. Пусть Г : cl( )T X×Ω→   – многозначное отображение. Следующие утвержде-

ния эквивалентны: 1) отображение Γ является ( )( ),T Fβ -измеримым и (Ft)-согласованным;  
2) для каждого x X∈  функция ( , ) ( ,Г( , ))t x tω →ρ ω   – ( )( ),T Fβ -измерима и (Ft)-согласована;  
3) существует ( )( ),T Fβ -измеримое и (Ft)-согласованное семейство селекторов, аппроксимиру-
ющее отображение Γ.

Те о р е м а 2. Пусть отображения Г : cl( )T X×Ω→   и :x T X×Ω→   являются ( )( ),T Fβ -из-
меримыми и (Ft)-согласованными. Тогда для любого ( )( ),T Fβ -измеримого и (Ft)-согласованного 
отображения :T Rδ ×Ω→   такого, что δ(t,ω) > 0 при всех ( , ) ,t Tω ∈ ×Ω   существует ( )( ),T Fβ -из
меримый и (Ft)-согласованный селектор :y T X×Ω→   отображения Γ, удовлетворяющий для 
всех ( , )t Tω ∈ ×Ω   неравенству
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	 ( ( , ), ( , )) ( ( , ),Г( , )) ( , ).x t y t x t t tρ ω ω ≤ ρ ω ω + δ ω  	 (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 3 функция ( , , ) ( ,Г( , ))t x x tω →ρ ω   является (Ft)-согла
сованным отображением Каратеодори. По лемме 5 функция ( , ) ( , ) ( ( , ),Г( , ))t r t x t tω → ω = ρ ω ω   – 
( )( ),T Fβ -измерима (Ft)-согласована. Определим отображения

	 ( , ) ( , ) { : Г( , ), ( , ( , )) ( , ) ( , )},t t x X x t x x t t r tω →Φ ω = ∈ ∈ ω ρ ω < δ ω + ω  	  
	 ( , ) ( , ) { : ( , ( , )) ( , ) ( , )}.t t x X x x t t r tω →Ψ ω = ∈ ρ ω < δ ω + ω  	

При каждых (t,ω) множество Φ(t,ω) непусто. Покажем, что отображения Γ(t,ω) и Ψ(t,ω) 
удовлетворяют условиям леммы 7. Множества Ψ(t,ω) открыты. По теореме 1 отображение 
Γ(t,ω) имеет ( )( ),T Fβ -измеримое (Ft)-согласованное аппроксимирующее семейство. Так как 
для любой ( )( ),T Fβ -измеримой (Ft)-согласованной функции :z T X×Ω→   отображения 
( , ) ( , ),t r tω → ω   ( , ) ( ( , ), ( , ))t x t z tω →ρ ω ω   – ( )( ),T Fβ -измеримы (Ft)-согласованы, то множество 
{( , ) : ( , ) ( , )} {( , ) : ( ( , ), ( , )) ( , ) ( , )}t z t t t x t z t t r tω ω ∈Ψ ω = ω ρ ω ω < δ ω + ω   – ( )( ),T Fβ -измеримо, а множе-

ство { : ( , ) ( , )} { : ( ( , ), ( , )) ( , ) ( , )}z t t x t z t t r tω ω ∈Ψ ω = ω ρ ω ω < δ ω + ω   – ( )tF -измеримо. По лемме 7 ото-
бражение ( , ) Г( , ) ( , )t t tΦ ω = ω ∩Ψ ω   имеет ( )( ),T Fβ -измеримое (Ft)-согласованное аппроксими-
рующее семейство. В силу леммы 9 отображение ( , ) ( , )t tω →Φ ω   имеет ( )( ),T Fβ -измеримое (Ft)-
согласованное аппроксимирующее семейство селекторов. Любой такой селектор удовлетворяет 
неравенству (1).

З а м е ч а н и е 2. Как показывает следующий пример, теорема 2 с отображением : ,T Rδ ×Ω→   
принимающим значение 0 при некоторых ( , ) ,t Tω ∈ ×Ω   в общем случае неверна. Пусть ,X l∞=  

[0,1],T =  {(1 1,0,0,...),(0,1 1 / 2,0,...),...,(0,...,0,1 1 / ,0,...),...},A n= + + +   ( , ) 0,x t ω =   Г( , )t Aω =   (t, ).∀ ω   
Так как ( ( , ),Г( , )) 1,x t tρ ω ω =   а множество { : ( , ), ( , ( , )) 1}x x t x x t∈Γ ω ρ ω =   пусто, то у рассматривае-
мого многозначного отображения не существует селектора с требуемыми свойствами. 

Для отображений Г : comp( )T X×Ω→   теорема 2 может быть усилена.
Те о р е м а 3. Если отображения Г : comp( )T X×Ω→   и :x T X×Ω→   являются ( )( ),T Fβ -из­

меримыми и (Ft)-согласованными, то существует ( )( ),T Fβ -измеримый и (Ft)-согласованный се­
лектор :y T X×Ω→   отображения Γ такой, что для всех ( , )t Tω ∈ ×Ω   выполняется равенство

	 ( ( , ), ( , )) ( ( , ),Г( , )).x t y t x t tρ ω ω = ρ ω ω  	 (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 3 функция ( , , ) ( ,Г( , ))t x x tω →ρ ω   является (Ft)-согла
сованным отображением Каратеодори. По лемме 5 функция ( , ) ( , ) ( ( , ),Г( , ))t r t x t tω → ω = ρ ω ω   –  
( ( ),T Fβ )-измерима (Ft)-согласована. Определим отображения

	 0( , ) ( , ) { : Г( , ), ( , ( , )) ( , )},t t x X x t x x t r tω →Φ ω = ∈ ∈ ω ρ ω ≤ ω  	  

	
1( , ) ( , ) { : Г( , ), ( , ( , )) ( , )},nt t x X x t x x t r t
n

ω →Φ ω = ∈ ∈ ω ρ ω < + ω  	  

	
1( , ) ( , ) { : ( , ( , )) ( , )}.nt t x X x x t r t
n

ω →Ψ ω = ∈ ρ ω < + ω  	

При каждых (t,ω) множество Φ0(t,ω) непусто. Покажем, что отображения Γ(t,ω) и Ψn(t,ω) удов-
летворяют условиям леммы 7. Множества Ψn(t,ω) открыты. По теореме 1 отображение Γ(t,ω) имеет 
( )( ),T Fβ -измеримое (Ft)-согласованное аппроксимирующее семейство. Так как для любой 
( )( ),T Fβ -измеримой (Ft)-согласованной функции :z T X×Ω→   отображения ( , ) ( , ),t r tω → ω   
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( , ) ( ( , ), ( , ))t x t z tω →ρ ω ω   – ( )( ),T Fβ -измеримы (Ft)-согласованы, то множество 
1{( , ) : ( , ) ( , )} {( , ) : ( ( , ), ( , )) ( , )}nt z t t t x t z t r t
n

ω ω ∈Ψ ω = ω ρ ω ω < + ω   – ( )( ),T Fβ -измеримо, а множество 

1{ : ( , ) ( , )} { : ( ( , ), ( , )) ( , )}nz t t x t z t r t
n

ω ω ∈Ψ ω = ω ρ ω ω < + ω   – ( )tF -измеримо. По лемме 7 отображе-

ние ( , ) Г( , ) ( , )n nt t tΦ ω = ω ∩Ψ ω   имеет ( )( ),T Fβ -измеримое (Ft)-согласованное аппроксимирую-

щее семейство. В силу леммы 10 при каждом y X∈  функция ( , ) ( , ( , ))nt y tω →ρ Φ ω   – ( )( ),T Fβ -из
мерима (Ft)-согласована. Так как при каждых фиксированных (t,y,ω) выполняется 

0( , ( , )) ( , ( , )),n ny t y t
→∞

ρ Φ ω →ρ Φ ω   то при каждом y X∈  функция 0( , ) ( , ( , ))t y tω →ρ Φ ω   – 
( )( ),T Fβ -измерима (Ft)-согласована. В силу лемм 9, 10 отображение 0( , ) ( , )t tω →Φ ω   имеет 
( )( ),T Fβ -измеримое (Ft)-согласованное аппроксимирующее семейство селекторов. Любой та-
кой селектор удовлетворяет равенству (2).

Аналогично теореме 3 доказывается следующий аналог теоремы Филиппова о неявной  
функции.

Те о р е м а 4. Пусть отображение :f T X Y×Ω× →   является (Ft)-согласованным отобра-

жением Каратеодори, отображения Г : comp( )T X×Ω→   и :x T X×Ω→   – ( )( ),T Fβ -измеримы 

и (Ft)-согласованы, а ( , ) ( , , ( , ))x t f t tω ∈ ω Γ ω   для всех (t,ω). Тогда существует ( )( ),T Fβ -измери-
мый и (Ft)-согласованный селектор :y T X×Ω→   отображения Γ такой, что для всех 
( , )t Tω ∈ ×Ω   выполнено равенство ( , ) ( , , ( , )).x t f t y tω = ω ω

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим отображения

	 ( , ) ( , ) { : Г( , ), ( ( , , ), ( , )) 0},t H t x X x t f t x x tω → ω = ∈ ∈ ω ρ ω ω =  	  

	
1( , ) ( , ) { : ( ( , , ), ( , )) }.nt P t x X f t x x t
n

ω → ω = ∈ ρ ω ω <  
	

При каждых (t,ω) множество H(t,ω) непусто. Так же, как и при доказательстве теоремы 3, 
можно проверить, что отображения Γ(t,ω) и Pn(t,ω) удовлетворяют условиям леммы 7. По лемме 7 
отображение ( , ) Г( , ) ( , )n nQ t t P tω = ω ∩ ω   имеет ( )( ),T Fβ -измеримое (Ft)-согласованное аппро
ксимирующее семейство. В силу леммы 10 при каждом y X∈  функция ( , ) ( , ( , ))nt y Q tω →ρ ω   – 
( )( ),T Fβ -измерима (Ft)-согласована. Так как при каждых фиксированных (t,y,ω) выполняется 

( , ( , )) ( , ( , )),n ny Q t y H t
→∞

ρ ω →ρ ω   то при каждом y X∈  функция ( , ) ( , ( , ))t y H tω →ρ ω   – 
( )( ),T Fβ -измерима (Ft)-согласована. В силу лемм 9, 10 отображение ( , ) ( , )t H tω → ω   имеет 
( )( ),T Fβ -измеримое (Ft)-согласованное аппроксимирующее семейство селекторов. Любой та-
кой селектор является селектором с требуемыми в теореме свойствами.
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