
24	        Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2017. № 2. С. 24–35	

ISSN 1561-2430 (print)	
УДК 517.544.8	 Поступила в редакцию 04.11.2016
	 Received 04.11.2016

М. М. Юхимук1

Брестский государственный технический университет, Брест, Беларусь 

ОДНОРОДНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА РИМАНА С МЕРОМОРФНЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ ДЛЯ БЕСКОНЕЧНО СВЯЗНЫХ ОБЛАСТЕЙ

В исследованиях эффективных свойств двумерных композиционных материалов наиболее изученным является 
случай материалов с периодической микроструктурой. Это связано с возможностью представления решений соот-
ветствующих краевых задач через значения некоторых эллиптических функций. В данной работе рассматривается 
однородная краевая задача Римана для бесконечно связных областей и мероморфных коэффициентов. В замкнутой 
форме дается решение задачи в классе кусочно-аналитических функций, допускающих мероморфное продолжение 
на всю комплексную плоскость. Как частный случай решается вопрос существования и единственности двоякоперио
дических решений задачи с эллиптическим коэффициентом. Приводится пример задачи, имеющей единственное,  
с точностью до произвольного числового множителя, решение, и пример задачи, решение которой зависит от произ-
вольных независимых параметров. Полученные результаты могут служить базой для исследования случая, когда 
коэффициенты задачи являются различными для каждого из контуров, а также при решении неоднородной задачи 
Римана с мероморфными коэффициентами и свободными членами в бесконечно связных областях.
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homogeneous RIEMANN BOUNDARY VALUE PROBLEM  
WITH MEROMORPHIC COEFFICIENTS FOR INFINITELY CONNECTED DOMAINS

Homogeneous Riemann boundary value problem with meromorphic coefficients for infinitely connected domains is con
sidered. In the closed form the problem is solved in the class of piece-wise analytic functions, possessing meromorphic 
continuation to the whole complex plane. Special attention is paid to the existence of doubly periodic solutions to the problem 
with elliptic coefficients. The example of the problem having a unique solution up to an arbitrary constant multiplier is pre
sented, as well as of the problem with a solution depending on a number of arbitrary parameters. The obtained results can be 
used for solving of an inhomogeneous Riemann boundary value problem with meromorphic coefficients in an infinitely 
connected domain in the general statement.
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Введение. Краевая задача для бесконечно связной области впервые была рассмотрена в ра
боте [1]. В дальнейшем к этой тематике, а также к связанным с ней задачам с бесконечным 
индексом обращались многие математики (см., напр., [2] и обзор в монографии [3, § 49]). В связи 
с исследованием эффективных свойств двумерных композиционных материалов (см., напр., [4]) 
возникает интерес к решению в замкнутой форме специальных типов краевых задач для беско
нечно связных областей. При этом наиболее изученным оказался случай материалов с двояко
периодической структурой. Это связано, в частности, с возможностью представления решений 
соответствующих краевых задач в явной форме через значения эллиптических функций  
(см., напр., [5, 6]).

В настоящей работе рассматривается однородная задача Римана для случая бесконечно 
связной области и мероморфных коэффициентов. Как частный случай такой задачи исследуется 
вопрос о существовании двоякопериодических решений задачи с эллиптическим коэффициентом, 
общим для всех контуров.

1. Однородная задача Римана с мероморфными коэффициентами. В данном разделе ре
шается задача нахождения кусочно-аналитической в бесконечно связной области функции, до
пускающей мероморфное продолжение своих компонент на всю комплексную плоскость и удов
летворяющей заданному однородному граничному условию.
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Уточним постановку задачи. Пусть задано счетное семейство простых гладких замкнутых 
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допускают мероморфные (вообще говоря, различные) продолжения из множеств ,D −
(1) ( ),  ... , ND D+ +  

соответственно на всю комплексную плоскость и удовлетворяют на контурах граничным 
условиям

	 ( )( ) ( ) ( ), , 1, .k k kt t G t t L k N+ −Φ = Φ ⋅ ∈ = 	 (1)

Заметим, что в постановке задачи каких-либо требований на поведение решения на бесконеч-
ности не накладывается.

Для данной задачи установлено следующее утверждение.
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где h(z) – некоторая целая функция.
До к а з а т е л ь с т в о.  Очевидно, всякая функция вида (3) является кусочно-аналитической  

в области D D− +
  и ее предельные значения удовлетворяют граничным условиям (1). Пусть 

теперь функции ( ),z−Φ 1 ( ),  ... , ( ),Nz z+ +Φ Φ  аналитичны в областях ,D −
(1) ,D +

(2) ( ),  ... , ND D+ +  со
ответственно, а их предельные значения удовлетворяют условиям (1). Тогда при фиксированном 
натуральном [1; ]k N∈  
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получим решение задачи в виде (3). Очевидно, представление функций Gk(z) в виде (2) не являет-
ся однозначным. Пусть
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где ( )φ ( ) 1,k z k N=   – некоторые целые функции, и мы снова приходим к решению вида (3). 
Теорема 1 доказана.
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Заметим, что факторизация коэффициента задачи, т. е. представление его в виде (2), является, 
вообще говоря, нетривиальной задачей для случая бесконечно связных областей. Полученный 
результат позволяет, в частности, строить примеры задач с ограниченными и исчезающими на 
бесконечности мероморфными решениями.

2. Эллиптические решения однородной задачи Римана. В этом разделе решается вопрос
существования двоякопериодических решений однородной краевой задачи Римана в бесконечно 
связной области с заданным эллиптическим коэффициентом, общим для всех контуров. 
Приводятся примеры задач, допускающих такие решения.

Пусть задано счетное семейство простых гладких замкнутых попарно непересекающих-
ся контуров { }, , ,m nL m n∈Z  ограничивающих непересекающиеся области ,m nD +  и образу-
ющих на комплексной плоскости двоякопериодическую структуру: { }1 2ω ,ω \ 0 ,m n∃ ∈ ∀ ∈C Z   
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функция Φ–(z), аналитическая в области D–, и эллиптическая функция Φ+(z), аналитическая  
в области D+, предельные значения которых непрерывны вплоть до кривых Lm,n и удовлетворяют 
на них граничным условиям
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Методы решения краевых задач для абстрактной римановой поверхности описаны в [7]. 
Параллелограмм с попарно отождествленными противоположными сторонами топологически 
эквивалентен тору, т. е. римановой поверхности рода 1. Задача Римана на торе рассматривалась, 
например, в работах [8, 9]. Здесь же мы решим поставленную задачу как частный случай задачи, 
рассмотренной в предыдущем разделе.

Выберем некоторый параллелограмм периодов функции G(z), например, параллелограмм П 
с вершинами в точках 0, 2ω1, 2ω2 и 2ω1+2ω2 (для определенности будем считать, что отрезки, 
соединяющие точку 2ω1+2ω2 с точками 2ω1 и 2ω2, этому параллелограмму не принадлежат). 
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Заменяя, если потребуется, один из нулей или полюсов конгруэнтной величиной (обозначая его 
тем же символом), можно добиться равенства 
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Так как функция G(z) является эллиптической, то, согласно [10, с. 56], ее можно выразить че-
рез сигма-функцию Вейерштрасса 
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с теми же основными периодами 2ω1, 2ω2:
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Поскольку в любом параллелограмме периодов эллиптической функции содержится конечное 
число нулей и полюсов, то каждое из произведений в равенстве (5) также является конечным.

В случае если область D+ не содержит нулей функции G(z), будем полагать N+ = 0, 
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когда одна из областей не содержит нулей либо полюсов функции G(z). Будем называть ненулевое 
решение задачи кусочно-эллиптическим, если каждая из его компонент Φ+(z) и Φ–(z) является 
двоякопериодической функцией в области D+ и D– соответственно (наша постановка задачи 
согласуется с этим термином). Условимся также называть решение задачи единственным, если 
любые два решения задачи отличаются лишь постоянным множителем.

Обозначим символом χ алгебраическую сумму порядков нулей и полюсов функции G(z), 
принадлежащих области 0,0.D +
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1) если χ ˃ 0, то однородная задача Римана с коэффициентом (5) и краевым условием (4) имеет 
кусочно-эллиптические решения, причем

1а) при χ = 1 решение единственно,
1б) при χ ˃ 1 решение зависит от χ – 1 произвольных независимых параметров;

2)  если χ = 0, то кусочно-эллиптическое решение существует лишь при выполнении условия 
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3) если χ < 0, то кусочно-эллиптических решений задача не имеет.
До к а з а т е л ь с т в о.  Согласно утверждению теоремы 1 для случая N = 1, кусочно-аналити-

ческое решение задачи с граничным условием (4) запишется в виде (3): 
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где C = const, а h(z) – произвольная целая функция. Рассмотрим возможные случаи.
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1. Пусть 

1 1
χ 0.

N P
j j

j j
k m

+ +

= =
= − >∑ ∑  

Из равенства 

1 1 1 1

N N P P
j j j j

j j j j
k l m n

+ − + −

= = = =
+ = +∑ ∑ ∑ ∑

следует, что и 

1 1
χ 0.

P N
j j

j j
n l

− −

= =
− = >∑ ∑  

При χ ˃ 1 (случай 1б)) выберем произвольный вектор ( ) χ 1
1 2 χ 1; ;...;H h h h −

−= ∈C   и построим 

целую функцию ( )
χ

1
1

( ) σ ,j
j

h z C z h
=

= ⋅ −∏   где C = const, а hχ – пока неизвестное число. Для того 

чтобы функция Φ–(z) в (6) являлась эллиптической, необходимо и достаточно, чтобы вы
полнялось условие 

χ

1 1 1
,

P N
j j j j j

j j j
m c h k a

+ +

= = =
+ =∑ ∑ ∑   

откуда 

	
χ 1

χ
1 1 1

.
N P

j j j j j
j j j

h k a m c h
+ + −

= = =
= − −∑ ∑ ∑  

В этом случае обе компоненты решения (6) будут эллиптическими функциями, зависящими от 
произвольных независимых параметров h1, h2, … , hχ–1. При χ = 1 (случай 1а)) получим един

ственную функцию ( )1 1( ) σ ,h z C z h= ⋅ −   где C1 = const и 1
1 1

.
N P

j j j j
j j

h k a m c
+ +

= =
= −∑ ∑

2. Пусть 

1 1
,

N P
j j

j j
k m

+ +

= =
=∑ ∑

т. е. χ = 0. В этом случае решения (6) будут кусочно-эллиптическими лишь тогда, когда 

1
1 1

,   ( ) const.
N P

j j j j
j j

k a m c h z C
+ +

= =
= ≡ =∑ ∑

При этом также имеют место равенства 

1 1 1 1
,   ,

N P N P
j j j j j j

j j j j
l n l b n d

− − − −

= = = =
= =∑ ∑ ∑ ∑
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откуда следует, что функция G(z) представима в виде отношения двух эллиптических функций, 

	

( )

( )

1
1

1

1

σ
( ) ,

σ

j

j

N l
j

j

P n
j

j

CC z b
G z

z d

−

−
=

=

⋅ −
=

−

∏

∏
 

имеющей нули на множестве D −  и полюсы в области D –, и 

	

( )

( )

1
1

2

1

σ
( ) ,

σ

j

j

P m
j

j

N k
j

j

C z c
G z

z a

+

+
=

=

⋅ −
=

−

∏

∏
 

имеющей нули и полюсы лишь в области D+. В частности, при P+ = N + = 0 либо P – = N – = 0  
решение (6) задачи запишется в виде 

	

( )

( )

1

1

( ), ,

σ( )
( ),

σ

j

j

N l
j

j

P n
j

j

h z z D

C z bz
h z z D

z d

−

−

−

= +

=

 ∈



⋅ −Φ = 
⋅ ∈

 −

∏

∏

 

либо соответственно

	

( )

( )

1

1

σ
( ), ,

( )
σ

( ), .

j

j

P m
j

j

N k
j

j

z c
h z z D

z
z a

C h z z D

+

+
= −

=

+


−

 ⋅ ∈Φ =  −

 ⋅ ∈

∏

∏
 

При 1( ) consth z C≡ =  (и только в этом случае) получим единственное кусочно-эллиптиче- 
ское решение 

1

1

, ,
( )

( ),

C z D
z

C G z z D

−

+

 ∈Φ = 
⋅ ∈

либо 

1

1

, ,
( )( )
, ,

C z D
G zz
C z D

−

+

 ∈Φ = 
 ∈

одна из компонент которого является эллиптической дробно-рациональной функцией, а дру-
гая – постоянной.
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3. Пусть χ < 0, откуда 

1 1 1 1
,   .

P N N P
j j j j

j j j j
m k l n

+ + − −

= = = =
> >∑ ∑ ∑ ∑

Тогда при любом выборе целой функции h(z) компоненты Φ+(z) и Φ–(z) решения (6) не являются 
эллиптическими функциями, поскольку в любом параллелограмме периодов число нулей этих 
компонент заведомо больше числа полюсов (с учетом порядка). В частности, если N+ = 0, P+ ˃ 0 
либо P– = 0, N – ˃ 0, то одна из компонент решения является целой функцией, отличной  
от постоянной. Теорема 2 доказана.

Заметим, что в случае 1б) параметры h1, h2, …, hχ–1, являющиеся нулями «компенсирующей» 
функции h(z), могут принимать любые, в том числе и повторяющиеся значения. Укажем,  
в частности, способ построения функции h(z), имеющей в любом параллелограмме периодов 
функции G(z) лишь один нуль порядка χ. Пусть ( )χ

1 0( ) σ .h z C z h= ⋅ −   Для того чтобы функция 

( ) ( )( )

( )

χ
1 0

1

1

σ σ

( )
σ

j

j

P m
j

j

N k
j

j

z c C z h

z
z a

+

+

=−

=

 
 − ⋅ ⋅ −
 
 Φ =

−

∏

∏
 

являлась эллиптической, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство

0
1 1

χ ,
P N

j j j j
j j

m c h k a
+ +

= =
+ =∑ ∑  

откуда 

0
1 1

1 .
χ

N P
j j j j

j j
h k a m c

+ +

= =

 
= −  

 
∑ ∑  

При этом получим решение 

( )

( )

( )

( )

1
1

1 1

1

1 χ
1

1 1

1

σ
1σ , ,
χ

σ
( )

σ
1σ , ,
χ

σ

j

j

j

j

P m
j N Pj

j j j j
N j jk

j
j

N l
j N Pj

j j j j
P j jn

j
j

z c
C z k a m c z D

z a
z

z b
CC z k a m c z D

z d

+

+ +

+

−

+ +

−

= χ −

= =

=

= +

= =

=


−     ⋅ − − ∈       −

Φ = 


−   
  ⋅ − − ∈      −


∏
∑ ∑

∏

∏
∑ ∑

∏

 

не зависящее явно от параметров.
П р и м е р   1.  Построим соответствующие случаю 1а) эллиптическую функцию G(z) и се- 

мейство контуров { }, , .m nL m n∈Z  Пусть основные периоды функции G(z) равны 4 и 4i, ее про-
стые нули находятся в точках a1 = 1, a2 = 2, b1 = 3i, а ее простые полюсы – в точках c1 = i, d1 = 2i, 
d2 = 3. Пусть также внутри контуров Lm,n ( ),m n∈Z  находятся точки a1, a2, c1 и им конгруэнтные, 
а вне их – точки b1, d1, d2 и им конгруэнтные (относительно периодов 4, 4i). Учитывая, что 

1 2 1 1 1 2 ,a a b c d d+ + = + +  построим функцию G(z) в виде (5):

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1

1 1 2

σ σ σ
( )   const 0 .

σ σ σ
z a z a z b

G z C C
z c z d z d
− ⋅ − ⋅ −

= ⋅ = ≠
− ⋅ − ⋅ −
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Тогда кусочно-аналитическое решение задачи с краевым условием (4) запишется в виде (6): 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1

1 2

1

1 2

σ
( ) ( ), ;

σ σ
( )

σ
( ) ( ), .

σ σ

z c
z h z z D

z a z a
z

C z b
z h z z D

z d z d

− −

+ +

 −
Φ = ⋅ ∈ − ⋅ −Φ = 

⋅ −Φ = ⋅ ∈ − ⋅ −

Подберем целую функцию ( ) ( )1 1 1( ) σ    consth z C z h C= ⋅ − =   таким образом, чтобы функция

( ) ( )
( ) ( )

1 1
1

1 2

σ σ
( )

σ σ
z c z h

z C
z a z a

− − ⋅ −
Φ = ⋅

− ⋅ −
 

была эллиптической: 1 1 1 2 1 1 2 1 3 .c h a a h a a c i+ = + ⇔ = + − = −  Тогда кусочно-эллиптическое 
решение задачи запишется в виде 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1

1

σ σ (3 )
, ,

σ 1 σ 2
( )

σ 3 σ (3 )
, ,

σ 2 σ 3

z i z i
C z D

z z
z

z i z i
CC z D

z i z

−

+

 − ⋅ − −
⋅ ∈ − ⋅ −Φ = 

− ⋅ − − ⋅ ∈ − ⋅ −

и, очевидно, будет единственным с точностью до постоянного множителя.
Рассмотрим теперь соответствующий случаю 1б) пример, когда выбор «компенсирующей» 

целой функции уже не является определенным.
Пример   2 .  Пусть коэффициентом однородной задачи является ℘ -функция Вейерштрасса

2 2 2
, , ,

( ; ) (0;0)

1 1 1( ) ,
( )m n m n m n

m n

z
z z∈

≠

 
℘ = + − 

−Ω Ω  
∑

Z

параллелограммы периодов которой являются прямоугольниками со сторонами, параллельными 
действительной и мнимой оси. В этом случаеее простые нули находятся в точках вида 

.ω α(2 1) γ β(2 1)m n m n i± = + ± + +   ( )0 γ α ,< <   а полюсы второго порядка – в точках , 2α 2βm n m niΩ = +  
( )α,β , , .m n+∈ ∈R Z   Поскольку сумма простых нулей 0,0ω α γ βi− = − +   и 1, 1ω α γ βi+

− − = − + −   есть 
полюс второго порядка Ω0,0 = 0, то имеет место следующее представление ℘ -функции Вейер
штрасса в виде (5):

( ) ( )
2

σ (α γ β ) σ (α γ β )
( ) ,

σ ( )
z i z i

z C
z

− − + ⋅ + − +
℘ = ⋅  

где постоянная С зависит от чисел α и β. Рассмотрим всевозможные варианты расположения 
контуров { }, , ,m nL m n∈Z  при которых ограничиваемые ими области ,m nD +  образуют двояко
периодическую структуру на плоскости, согласованную с решеткой периодов функции ( ) :z℘  

{ }( ), 0,0, 2α 2β .m nm n L t m ni t L∀ ∈ = + + ∈Z   Для каждого варианта рассмотрим вопрос о суще
ствовании двоякопериодических (как постоянных, так и дробно-рациональных) решений.

1. Пусть область 0,0D +  не содержит нулей и полюсов функции ( ),z℘  т. е. P+ = N+ = 0 (случай χ = 0).
Тогда, согласно (3), мероморфное решение задачи запишется в виде 

( ) ( )
2

( ), ,
( ) σ (α γ β ) σ (α γ β )

( ), .
σ ( )

h z z D
z C z i z i

h z z D
z

−

+

 ∈


Φ = ⋅ − − + ⋅ + − +
⋅ ∈


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При 1( ) consth z C≡ =  получим единственное кусочно-эллиптическое решение 

1

1

, ,
( )

( ), .

C z D
z

C z z D

−

+

 ∈Φ = 
⋅℘ ∈

2. Пусть область 0,0D +  содержит оба нуля функции ( )z℘  в прямоугольнике периодов, а ее 
полюс принадлежит области D–. Тогда, используя разложение (2), приведем равенство (3) к виду

( ) ( )

2

( ) , ,
σ (α γ β ) σ (α γ β )

( )
( ) , .

σ ( )

h z z D
z i z i

z
C h z z D

z

−

+

 ∈ − − + ⋅ + − +Φ =  ⋅ ∈


 

Следуя случаю 1б) теоремы 2, построим целую функцию ( ) ( ) ( )1 1 2 1( ) σ σ  const ,h z C z h z h C= ⋅ − ⋅ − =   
для которой функция Φ(z) будет эллиптической в обеих областях D+ и D–. Так как 
( ) ( )α γ β α γ β 0,i i− + + − + − =   то h1 + h2 = 0, откуда h2 = –h1 и ( ) ( )1 1 1( ) σ σ .h z C z h z h= ⋅ − ⋅ +   Таким 
образом, получим бесконечное множество кусочно-эллиптических решений вида 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1
1

1 1
1 2

σ σ
, ,

σ (α γ β ) σ (α γ β )
( )

σ σ
, ,

σ ( )

z h z h
C z D

z i z i
z

z h z h
CC z D

z

−

+

 − ⋅ +
⋅ ∈ − − + ⋅ + − +Φ = 

− ⋅ + ⋅ ∈

 

зависящее от параметра 1 .h ∈C   При h1 = 0, 1 α γ βh i= − +   или 1 α γ βh i= − + −   одна из компонент 
решения будет постоянной, а в остальных случаях обе компоненты будут эллиптическими дробно- 
рациональными функциями.

3. Пусть область 0,0D +  содержит полюс z = 0 функции ( ),z℘  а оба нуля ( )z℘  лежат в области 

,D −  что соответствует случаю N+ = 0, P+ ˃ 0 (χ < 0). Тогда равенство (3) принимает вид

	 ( ) ( )

2σ ( ) ( ), ,
( )

σ (α γ β ) σ (α γ β ) ( ), ,

z h z z D
z

C z i z i h z z D

−

+

 ⋅ ∈Φ = 
⋅ − − + ⋅ + − + ⋅ ∈

 
	

и определяет кусочно-целую в области D D− +
  функцию. Эллиптических функций среди ре

шений нет.
4.  Пусть область 0,0D +  содержит как полюс Ω0,0 = 0 функции ( ),z℘  так и оба ее нуля, т. е.  

P– = N– = 0 (χ = 0). В этом случае единственное двоякопериодическое решение задачи запишется  
в виде 

1

1

, ,
( )( )
, .

C z D
zz

C z D

−

+

 ∈℘Φ = 
 ∈

5. Пусть полюс Ω0,0 = 0 и один из нулей 0,0ω α γ βi− = − +   функции ( )z℘   принадлежат области 
0,0 ,D +   а нуль 0,0ω α γ βi+ = + +   – области D– (случай χ < 0). Тогда равенство (3) примет вид

( )
( )

2σ ( ) ( ), ,
σ (α γ β )( )

σ (α γ β ) ( ), .

z h z z D
z iz

C z i h z z D

−

+


⋅ ∈

− − +Φ = 
 ⋅ + − + ⋅ ∈

 

Очевидно, эллиптических функций среди решений нет.
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6. Один из нулей 0,0ω α γ βi− = − +   функции ( )z℘   принадлежат области 0,0 ,D +   а другой нуль 
0,0ω α γ βi+ = + +   и полюс Ω0,0 = 0 – области D– (случай χ < 0). В этом случае равенство (3) за

пишется в виде

( )
( )

2

σ (α γ β )
( ), ,

σ (α γ β )
( )

( ), .
σ ( )

z i
h z z D

z i
z

C h z z D
z

−

+

 + − +
⋅ ∈ − − +Φ = 

 ⋅ ∈

 

Поскольку α γ β α γ β ,i i− + ≠ − + −   то эллиптических функций среди решений в этом случае 
также нет.

Заключение. В данной работе в замкнутой форме было получено решение однородной крае-
вой задачи Римана с мероморфными коэффициентами для бесконечно связных областей, а также 
решен вопрос существования двоякопериодических решений задачи с эллиптическим коэффи-
циентом, общим для всех контуров. Полученные результаты могут служить базой для исследо-
вания случая, когда коэффициенты задачи являются различными для каждого из контуров 

( ) ,kL k∈N  а также при решении неоднородной задачи Римана с мероморфными коэффициента-
ми и свободными членами в бесконечно связных областях.
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