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ВЫДЕЛЕНИЕ СИСТЕМ С ВОЗМУЩЕННЫМ ЛИНЕЙНЫМ ЦЕНТРОМ,  
ИМЕЮЩИХ НЕ БОЛЕЕ ОДНОГО ПРЕДЕЛЬНОГО ЦИКЛА

Аннотация. Рассматривается задача выделения систем с возмущенным линейным центром специального вида, 
имеющих не более одного предельного цикла во всей фазовой плоскости при всех действительных значениях пара-
метра возмущения μ. Для решения поставленной задачи предлагается способ построения функций Дюлака – Чер
каса в виде полинома второй степени относительно фазовой переменной y, коэффициенты которого гладко зависят 
от второй фазовой переменной x и непрерывно – от параметра μ. Построение функции Дюлака – Черкаса основано на 
редукции вспомогательного полинома Φ(x,y,μ) к функции Φ0(x,μ), зависящей только от переменной x и параметра μ. 
Предложен регулярный способ такой редукции. Представлены примеры выделенных систем, которые имеют един-
ственный предельный цикл во всей фазовой плоскости.
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CONSTRUCTION OF THE SYSTEMS WITH A PERTURBED LINEAR CENTER  
HAVING NO MORE THAN ONE LIMIT CYCLE

Abstract. The problem under our consideration is to construct systems with a perturbed linear center of special form that 
have no more than one limit cycle in the entire phase plane for all real values of the perturbation parameter μ. To solve this 
problem, we have proposed a method for constructing a Dulac – Cherkas function as a second-degree polynomial with respect 
to a phase variable y, whose coefficients smoothly depend on the second-phase variable x and continuously depend on the pa-
rameter μ. The construction of the Dulac – Cherkas function is based on reducing the auxiliary polynomial Φ(x,y,μ) to  
the function Φ0(x,μ) depending only on the variable x and the parameter μ. A regular method for such reduction is proposed. 
Examples of the constructed systems having a unique limit cycle in the entire phase plane are presented.
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Введение. Рассмотрим автономную дифференциальную систему на плоскости, зависящую 
от действительного параметра μ:

	
0

( , ),  ( , ) ( , , ),  ( , ),
=

= ≡ = - + m m ≡ m =∑
n j

j
j

dx dyy P x y x h x y Q x y X P Q
dt dt

	 (1)

где функции ( , ) : , 0,..., ,m × → =jh x R R R j n  непрерывны по двум переменным и непрерывно диф-
ференцируемы по первой переменной. При μ = 0 система (1) имеет центр в начале координат  
и представляет собой линейную систему с первым интегралом 2 2 2( , ) 0,≡ + = >H x y x y c  где c –
произвольное действительное число. В системах (1) из некоторых окружностей 2 2 2+ = ix y c  мо-
гут рождаться предельные циклы, наличие которых существующие методы позволяют доказывать 
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лишь для значений μ, достаточно мало отличающихся от нуля, когда система (1) является близ-
кой к линейной [1]. В этом случае для изучения предельных циклов обычно применяются инте-
грал Понтрягина, интеграл Пуанкаре – Мельникова, интеграл Абеля, интегрирующий множи-
тель, методы дифференциальных форм и теории усреднения. В случае n = 3, когда функция 
Q(x,y,μ) является кубическим полиномом относительно фазовых переменных x и y, система (1) 
представляет собой систему Куклеса [2, 3]. Для нее с помощью вышеуказанных методов полу
чено много интересных результатов по предельным циклам [4], которые, как правило, справед-
ливы не для всей фазовой плоскости. Поэтому актуальной является задача получения нелокаль-
ной оценки числа и локализации предельных циклов, которая была бы справедливой для всей 
фазовой плоскости системы (1) при всех ненулевых значениях .µ∈ ⊆I R  Одним из методов, по-
зволяющих получить решение такой задачи для многих систем, является обобщенный подход  
Л. А. Черкаса [5–9] к признаку Дюлака, основанный на нахождении в области 2Ω⊆ R  функции 
Дюлака – Черкаса 1( , , ) ( , ),Ψ µ ∈ Ωx y C R  которая удовлетворяет соотношению

	 ( , , )  div + 0  ( 0),  ( , ) ,  \ {0}.x y k X P Q x y I
x y

∂Ψ ∂Ψ
Φ µ ≡ Ψ + > < ∀ ∈Ω ∀µ∈

∂ ∂
  	 (2)

В работах [10, 11] с помощью нахождения функции Ψ эффективно решалась задача выделе-
ния классов систем вида (1) в случаях n = 3 и n = 5, имеющих не более одного предельного цикла 
во всей фазовой плоскости при всех действительных значениях μ ≠ 0. Ключевая идея нахожде-
ния функции Дюлака – Черкаса основана на редукции условия (2) для вспомогательной функции 
Φ(x,y,μ) в виде полинома по y к знакопостоянству одной или нескольких функций, зависящих 
только от фазовой переменной x и параметра μ.

Целью настоящей работы является разработка подхода для выделения систем вида (1), имею-
щих не более одного предельного цикла во всей фазовой плоскости при всех ненулевых веще-
ственных значениях параметра μ. Для достижения этого создан способ построения функции Ψ  
в виде полинома второй степени относительно переменной y, основанный на редукции полинома 
Φ(x,y,μ) при произвольном натуральном n ≥ 3 к одной функции Φ0(x,μ), зависящей только от пере-
менной x и параметра μ.

1. Предварительные сведения. При существовании у системы (1) функции Дюлака – Чер
каса Ψ в области Ω оценка числа и локализация предельных циклов в ней проводится с помощью 
кривой 
	 {( , ) : ( , ) 0},= ∈Ω Ψ =W x y x y 	

которую предельные циклы не могут пересекать, на основе следующих результатов [12, с. 204].
Те о р е м а 1. Пусть Ψ является функцией Дюлака – Черкаса системы (1) в p-связной обла-

сти Ω, где кривая W состоит из s овалов. Тогда система (1) имеет не более p – 1 + s предельных 
циклов, целиком расположенных в области Ω. Если предельные циклы существуют, то они все 
являются грубыми.

З а м е ч а н и е 1. Условие (2) может быть ослаблено, предполагая, что функция Φ может при-
нимать нулевое значение в области Ω на множестве меры нуль, и никакая замкнутая кривая это-
го множества не является предельным циклом системы (1).

З а м е ч а н и е 2. Пусть Ψ – функция Дюлака – Черкаса системы (1) в области Ω. Тогда любой 
предельный цикл Γ системы (1), расположенный в Ω, будет устойчивым (неустойчивым), если на 
нем выражение kΦΨ имеет отрицательный (положительный) знак.

Для доказательства существования предельного цикла у системы (1) при малых значениях 
0µ ≠  будем применять метод Понтрягина [2, с. 421], изложенный в виде следующей теоремы.
Те о р е м а 2. Если при переходе от системы

	 , 	= − =
dx dyy x
dt dt

 	 (3)
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к достаточно близкой возмущенной системе

	 ( , , ),  ( , , )= - + m m = + m m
dx dyy p x y x q x y
dt dt

 	 (4)

в полярных координатах cos , sin= j = jx r y r  уравнение 

	 [ ]
2

0
( cos , sin )cos ( cos , sin )sin 0

p
j j j + j j j j =∫ p r r q r r d  	 (5)

имеет единственный положительный действительный корень r1, удовлетворяющий условию

	
2

' '
1 1 1 1

0
( cos , sin ) ( cos , sin ) 0,

p
 j j + j j j ≠ ∫ x yp r r q r r d  	 (6)

то из замкнутой траектории r = r1 системы (3) в достаточно малой окрестности этой окруж-
ности рождается, и притом единственный, предельный цикл системы (4).

2. Способ построения функции Дюлака – Черкаса. В дальнейшем будем считать, что Ω – 
односвязная область, содержащая начало координат. Тогда при построении функции Дюлака – 
Черкаса Ψ число овалов кривой W будет задавать верхнюю границу для числа предельных цик
лов системы (1) в области Ω [10, 13]. 

Учитывая, что правые части системы (1) являются полиномами по переменной y, естественно 
строить функцию Дюлака – Черкаса Ψ в виде полинома 

	
0

( , , ) ( , ) .
=

Y m = Y m∑
l w

w
w

x y x y 	 (7)

Тогда после подстановки правых частей системы (1) и полинома (7) в соотношение (2) получим
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=
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=

F m ≡ Y m + Y m + + Y m +

 
+ Y m + Y m + + Y m × - + m m +  

 
 

+ m Y m + Y m + + Y m × m  
 

∑

∑

	 (8)

Функцию Φ(x,y,μ) из (8) после группировки по переменной y запишем в виде 

	
0

( , , ) ( , ) ,
=

F m = F m∑
m i

i
i

x y x y   	 (9)

где коэффициентные функции Φi(x,μ) зависят от неизвестных функций 0 ( , ),..., ( , ),m mnh x h x  от функ-
ций 0 ( , ),..., ( , ),Y m Y mlx x  их первых производных и от числа k. Если функции ( , ), ( , )m Y mn lh x x  
не обращаются тождественно в нуль при ,  ,∈ m∈x R I  то степени n и m соответственно полино-
мов Q(x,y,μ) и Φ(x,y,μ) связаны следующим условием:

	 max{ 1, 1}.= + + -m l l n 	

Для сведения функции (8) к виду Φ0(x,μ) потребуем выполнения тождеств

	 ( , ) 0,   1,..., .F m ≡ =i x i m  	 (10)

Из соотношения (8) вытекает, что в случаях l = 1 и l = 2 тождества (10) представляют собой 
систему n и n + 1 линейных алгебраических уравнений соответственно, из которых необходимо 
найти n – 1 и n неизвестных в виде функций hj(x,μ) и числа k. В случае l = 1 кривая W не может 
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содержать овалов, а следовательно, в соответствии с теоремой 1 система (1) не может иметь пре-
дельных циклов в односвязной области Ω. Поэтому рассмотрим случай l = 2, когда кривая W 
может состоять из единственного овала, а знакоопределенность полинома Φ(x,y,μ) доказывается 
за счет его редукции к виду 0( , , ) ( , ).Φ µ = Φ µx y x   Функцию Ψ(x,y,μ) будем находить в виде

	 ( ) ( ) ( ) ( ) 2
0 1 2, , , , , .Ψ µ = Ψ µ +Ψ µ +Ψ µx y x x y x y  	 (11)

Тогда коэффициентные функции Φj(x,μ) выражения (9) запишутся следующим образом:
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−

+
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x x
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′Φ µ = Ψ µ + + µ µ Ψ µ + + µ µ Ψ µ +

+ µ µ Ψ µ

′Φ µ = Ψ µ + + µ µ Ψ µ + + µ µ Ψ µ +

+ µ µ Ψ µ
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0 2 1 1

2 0 2
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2 , , 2 , .

h x x k h x x

k h x x x x

µ Ψ µ + + µ µ Ψ µ +

+ µ µ Ψ µ − Ψ µ

 

 
 

	 (12)

При этом функция Φ0 записывается в виде

	 0 0 1 1 0 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).Φ µ = µΨ µ µ + µΨ µ µ − Ψ µx k x h x x h x x x   	 (13)

Далее, для достижения условия (2) на множестве Ω × I с учетом замечания 1, как и в рабо
те [13], используем структурную зависимость коэффициентных функций Φi(x,μ) от функций 

'( , ), ( , ), ( , ).µ Ψ µ Ψ µj j jh x x x  Из тождеств 1 10,  0,  ...,  0+Φ ≡ Φ ≡ Φ ≡n n   последовательно получаем
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2
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.
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n x
Ψ µ + Ψ µ

µΨ µ

  	 (14)

Таким образом, доказана 
Те о р е м а 3. Многочлен Φ(x,y,μ) из соотношения (8) для системы (1) при любых числах 
, 	 0∈ µ ≠n N  и при произвольной функции Ψ вида (11), где 2 ( , ) 0,Ψ µ ≠x  всегда можно привести  

к виду 0( , , ) ( , ).Φ µ = Φ µx y x  
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После подстановки выражений (14) в соотношение (13) получившаяся функция Φ0(x,μ) будет 
зависеть от функций ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2, , , , , , , ,Y m Y m Y m mnx x x h x  и за счет подходящего выбора этих 
функций всегда можно добиться знакопостоянства функции Φ0(x,μ) при ∈x R  и 0 .≠ m∈ I

3. Выделение систем (1), имеющих не более одного предельного цикла. Рассмотрим слу-
чай n = 7, т. е. систему (1) будем строить в виде

	
7

0
,  ( , ) .

=
= = - + m m∑ j

j
j

dx dyy x h x y
dt dt

	 (15)

Тогда соответствующий полином (9) принимает вид
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 	 (16)

Чтобы иметь возможность для существования предельного цикла у системы (15), функцию Ψ 
рассмотрим в виде

	 2 2( , , ) ,    , .+Y m = + - ∈x y ax ay c a c R 	 (17)

Тогда с учетом соотношений 2
0 1 2( , ) , ( , ) 0, ( , ) ,Y m ≡ - Y m ≡ Y m ≡x ax c x x a  а также выражений (16) 

из тождеств 8 10,..., 0F ≡ F ≡  в соответствии с (14) последовательно находим

	

6

2
5 7

4

2 2
3 72

2

2 3
1 73

0

2 ,
7

( , ) 0,
7( , ) ( ) ( , ),

2
( , ) 0,

35( , ) ( ) ( , ),
8

( , ) 0,
35( , ) ( ) ( , ),

16
( , ) 0.

k

h x

h x ax c h x
a

h x

h x ax c h x
a

h x

h x ax c h x
a

h x

= -

m =

m = - m

m =

m = - m

m =

m = - m

m =

  	 (18)
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Для функции Φ получаем выражение

	
2 4

0 73
5( , ) ( ) ( , ).

8
F m = - m - mx ax c h x

a
 
	

Отсюда заключаем, что если функция h7(x,μ) является знакопостоянной для всех ∈x R  и 0,m ≠  
то справедливо условие 0 ( , ) 0 ( 0)F m ≥ ≤x   и полином Ψ вида (17) в соответствии с замечанием 1 
является функцией Дюлака – Черкаса системы (15) при выполнении соотношений (18). Таким 
образом, имеет место

Те о р е м а 4. Система

	
2 3 2 2 3 2 5 7

7 3 2
35 35 7,  ( , ) ( ) ( ) ( )

216 8
 = = - + m m - + - + - + 
 

dx dyy x h x ax c y ax c y ax c y y
dt dt aa a

	 (19)

при выполнении условия (17) и знакопостоянстве функции h7(x,μ) для всех действительных значе-
ний параметра μ имеет не более одного предельного цикла во всей фазовой плоскости. Если 
предельный цикл существует, то он является устойчивым (неустойчивым) при 0 00 ( 0).F > F <

Теперь с помощью теоремы 2 докажем существование единственного предельного цикла для 
системы (19) при 7 ( , ) 1.m ≡h x  Рассматривая функции

	 2 3 2 2 3 2 5 7
3 2

35 35 7( , ) 0,  ( , ) ( ) ( ) ( ) ,
216 8

= = - + - + - +p x y q x y ax c y ax c y ax c y y
aa a

	

уравнение (5) запишем в виде

	

2
2 2 2 5 2 2 5 4 2

2 2
0

7 6 2 2 2 3 4 2 3
2

6 4 3 5 6 7 2 6 7 8

3 6 2 4
3

35 105 105sin cos sin cos sin
1616 16

35 35 35cos sin sin cos sin
16 48

35 7 7cos sin sin cos sin sin
8 2 2

35 (29 88
1024

c r c r cr
aa a

r c r cr
aa

r cr r r d
a

r a r a cr
a

p - j + j j - j j +


+ j j + j - j j +

+ j j - j + j j + j j =


p
= - +

∫

2 2 348 64 ) 0ac r c- =

  	 (20)

и условие (6) представим следующим образом:

	

3 2 22
2 2 4 4 6 6

3 2 2
0

3 2 5 4 4 4 6 2 4 6 6

3 6 2 4 2 2 3
3

35 105 105 35 35cos cos cos sin
16 1616 16 4

35 35 35 35cos sin cos sin sin cos sin 7 sin
2 4 2 2

35 (29 66 24 16 ) 0.
128

c c c cr r r r
aa a a

c cr r r r r d
a a

a r a cr ac r c
a

p
- + j - j + j + j -


- j j + j j - j + j j + j j =


p
= - + - ≠

∫

 	 (21)

Уравнение (20) имеет единственный положительный корень

	
33

1
3

2 4(26777 87 88869)88 892 2 ,
77 8787 26777 87 88869

+
≈ + +

+

cc cr
a aa 	

 

который удовлетворяет неравенству (21). Таким образом, доказана
Те о р е м а 5. Система (19) при 7 ( , ) 1,   ,h x a c R +m ≡ ∈   и достаточно малых значениях 0m ≠  

имеет единственный предельный цикл в фазовой плоскости, который является грубым и стре-
мится к окружности с центром в начале координат радиуса r1, когда μ стремится к нулю.
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В частном случае для c = 1 и a = 1 получено 1 1,65054≈r  при μ = 0,1. Предельный цикл LC 
системы (19) и овал ω кривой W изображены на рисунке соответственно сплошной и пунктирной 
линиями.

Аналогично с помощью разработанного способа в случае n = 9 доказана 
Те о р е м а 6. Система

	

2 5 2 4 2 3
3 5

4 3 2

2 2
7 2 9

315( ) 105( ) 63( ),  
128 16 8

9( ) ( )
2

dx dy ax c ax c ax cy x y y y
dt dt a a a

ax c y ax c y
a

 - - -
= = - + m + + +


-

+ + - 


	 (22)

при всех действительных значениях параметра μ имеет не более одного предельного цикла  
во всей фазовой плоскости. Если предельный цикл существует, то он является устойчивым  
(неустойчивым) при μ < 0 (μ > 0).

Для системы (22) функция Дюлака – Черкаса рассматривалась в виде (17), а соответствую-
щая функция Φ0(x,μ) записывается следующим образом:

	 2 6
0

35( , ) ( ) .
64

F m = - m -x ax c  	 (23)

Очевидно, что условие ( )0 , 0 ( 0)F m ≤ ≥x  будет справедливым при 0 ( 0).m > <
Единственность предельного цикла в конкретных случаях системы (22) доказывается мето-

дом Понтрягина, где

	

2 5 2 4 2 3
3 5

4 3 2

2 2
7 2 9

315( ) 105( ) 63( )( , ) 0,  ( , )
128 16 8
9( ) ( ) .

2

ax c ax c ax cp x y q x y y y y
a a a

ax c y ax c y
a

- - -
= = + + +

-
+ + -

	 (24)

Используя функции (24), уравнение (5) запишем в виде

Расположение предельного цикла LC и овала кривой W для системы (19) при 7 ( , ) 1,  0,1,  1,  1h x a cm ≡ m = = =  
Localization of the limit cycle (LC) and the oval of the curve W for system (19) where 7 ( , ) 1,  0.1,  1,  1h x a cm ≡ m = = =  
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	 5 10 4 8 3 2 6 2 3 4 4 2 5
4

105 (231 1764 5040 7040 4992 1536 ) 0,
65536

p
- + - + - =

r a r a cr a c r a c r ac r c
a

 	 (25)

и условие (6) представим следующим образом:

	 5 10 4 8 3 2 6 2 3 4 4 2 5
4

315 (231 1470 3360 3520 1664 256 ) 0.
16384

p
- + - + - ≠a r a cr a c r a c r ac r c

a
	 (26)

Например, уравнение (25) при a = 1, c = 1, имеет единственный положительный корень 
1 1,78633,≈r  который удовлетворяет условию (26). Таким образом, система (22) в этом случае 

имеет единственный предельный цикл в фазовой плоскости, который является грубым и стре-
мится к окружности с центром в начале координат радиуса 1 1,78633,≈r  когда μ стремится  
к нулю. Фазовый портрет системы (22) качественно эквивалентен фазовому портрету системы (19), 
изображенному на рисунке.

Заключение. Таким образом, в настоящей работе разработан подход для выделения систем  
с возмущенным линейным центром специального вида, имеющих не более одного предельного 
цикла во всей фазовой плоскости при всех действительных значениях параметра возмущения μ. 
Для решения поставленной задачи предлагается способ построения функций Дюлака – Черкаса 
в виде полинома второй степени относительно фазовой переменной y, коэффициенты которого 
гладко зависят от второй фазовой переменной x и непрерывно – от параметра μ. Построение 
функции Дюлака – Черкаса основано на редукции вспомогательного полинома Φ(x,y,μ) к функ-
ции Φ0(x,μ), зависящей только от переменной x и параметра μ. Предложен регулярный способ 
такой редукции. Представлены примеры выделенных систем, которые имеют единственный 
предельный цикл во всей фазовой плоскости.
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