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ЧАСтИЦА КОКСА ВО ВНЕШНЕм мАГНИтНОм ПОЛЕ: 
АНАЛИЗ В ПРОСтРАНСтВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО

Аннотация. Исследовано нерелятивистское уравнение Шредингера для скалярной частицы Кокса с внутренней 
структурой в присутствии магнитного поля на фоне пространства лобачевского. Проведено разделение перемен-
ных. Уравнение, описывающее движение частицы вдоль оси z, оказывается существенно более сложным, чем при 
рассмотрении частицы Кокса в пространстве Минковского. Форма графика эффективной потенциальной функции 
свидетельствует о том, что здесь имеем ситуацию сложного потенциального барьера с необходимостью анализиро-
вать прохождение частицы через него. Уравнение приводится к уравнению с шестью регулярными особыми точка-
ми. В специально выбранных координатах физическим бесконечностям z = ± ∞ соответствуют особые точки 0 и 1 
найденного уравнения. Решения этого уравнения построены в виде степенных рядов, сходимость которых исследо-
вана методом Пуанкаре – Перрона. Ряды сходятся во всей физической области переменной ( ).z ∈ -∞,+∞  При рассмо-
трении обычной частицы в магнитном поле в пространстве лобачевского возникает более простая задача, также 
с туннельным эффектом через потенциальный барьер, решаемая точно в терминах гипергеометрических функций. 
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COx PARTICLE IN THE APPLIED MAGNETIC FIELD: ANALYSIS IN LOBACHEVSKY SPACE

Abstract. The generalized Schrődinger equation for a scalar Cox particle is studied in the presence of a magnetic field  
on the background of Lobachevsky space. Separation of variables is performed. An equation describing the particle motion 
along the z axis appears to be much more complex than that when describing the Cox particle in Minkowski space. The form 
of the effective potential curve says that we have a quantum-mechanical problem of tunneling type. The derived equation  
has 6 regular singular points. Singular points 0 and 1 of the derived equation correspond to the physical domains .z = ±∞   
The solutions of the equation are constructed with the help of power series. Convergence of the series is examined by  
the Poincare – Perrone method. These series are convergent within the whole physical domain ( ).z ∈ -∞,+∞  When considering 
an ordinary particle in Lobachevsky space, a simpler problem of tunneling type arises, which is exactly solved in terms  
of hypergeometric functions. 
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Введение. В. Коксом была предложена [1] обобщенная релятивистская 20-компонентная мо-
дель для скалярной частицы со спином нуль. В присутствии электромагнитного поля волновое 
уравнение с расширенным набором представлений группы лоренца после исключения вспомо-
гательных компонент приводит к уравнению для минимального набора компонент, которое мо-
дифицированно дополнительным членом взаимодействия с внешним электромагнитным полем. 
Это дополнительное взаимодействие обусловлено некоторой электромагнитной внутренней 
структурой, явно проявляющейся во внешних полях. Последняя может быть соотнесена с из-
вестным дарвиновским членом в нерелятивистском уравнении Шредингера [2].
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В работах [3–8] исследовалось квантово-механическое поведение частицы Кокса во внешних 
магнитном и электрическом полях в пространствах с неевклидовой геометрией: моделях ло ба-
чевского и Римана. В настоящей работе мы дополнительно исследуем нерелятивистскую части-
цу Кокса во внешнем магнитном поле на фоне геометрии пространства лобачевского. После раз-
деления переменных в обобщенном уравнении Шредингера основное внимание уделено построе-
нию возможных решений уравнения по переменной z. Здесь существенно влияние геометрии 
пространства лобачевского, которое наиболее заметно для больших масштабов расстояния. 

В специальной системе координат цилиндрического типа в пространстве лобачевского ана-
лог однородного магнитного поля задается равенствами (используем безразмерные координаты): 
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Исходим из представления обобщенного уравнения Шредингера [4–6]. Ниже используем обо-
значения 2 2 ch ( ) ,  ;eB c b z z eB-r / = , g = g g = Γ  e – заряд частицы; параметр Г характеризует вну-
треннюю структуру частицы Кокса. Для разделения переменных применим подстановку 
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в результате получим уравнение [7] 
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в нем переменные разделяются: 
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Решения радиального уравнения. После замены переменной в уравнении (4)

 2ch 1 2    ( 0]sh
2
rr y y- = - , = - ∈ -∞,  (6)

приходим к следующему (для определенности, пусть b = –B, B > 0):
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Используя подстановку (1 )a bR y y F= -  при 2  ( 2 ) 2,a m b m B= ± / , = ± - /  получаем уравнение ги-
пергеометрического типа. Решения таковы [7] (связанным состояниям отвечают положительные 
значения параметра a и отрицательные значения параметра b): 
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где α и β определены выражениями 
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 2 21 1 1 1  
2 4 2 4

a b B a b Bα = + + - + - Λ, β = + + + + - Λ. (8)

Детальный анализ показывает [7], что здесь имеем конечное число дискретных уровней 
энергии, которые описываются соотношениями 

   
| |2 1 2   0 1

2 B
m mm B n B n … N+

< , + + / ≤ , = , , , ,  

 
2| | | | 11 4 2 1 2

2 2 2
m m m mB n n+ +   Λ - / = + + / - + + .   

   
 (9)

В обычных единицах формулы выглядят так: 

 
2

2 2
0 0 2

1 1 2  lim   2   1 2
4 4 2

M P eBE m B m n
M cr→∞

 
Λ - = r Λ - , Λ = - , < , + + / ≤ r ,  

  

  
 

 
2

2 2
0

1 | | | |2 1 2 1 2     0 1 .
4 2 2 B

eB m m m mn n n … N
c

+ +   r Λ - = r + + / - + + / , = , , ,   
   

Отсюда в пределе исчезновения кривизны получаем известный результат: 
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Из уравнения (9) следует 21 4 2   0 1 BBN N n … NΛ - / = - , = , , , , где 
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следовательно, параметр Λ подчиняется ограничению 

 2 1
4
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Анализ уравнения в переменной z. В уравнении (5) исключим член с первой производной 
подстановкой 1ch ( ) :Z zf z-=
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Полученное уравнение (12) можно рассматривать как одномерное шредингеровское с эффектив-
ным потенциалом U(z). Соответствующая сила определяется равенством 
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Найдем точки локального экстремума потенциала: это 0z =  и два корня уравнения: 

 ( )
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 (14)

Как показано выше, при рассмотрении связанных состояний по радиальной переменной бу-
дет всегда выполняться неравенство Λ2 > b2. Это означает, что квадратные корни в (14) являются 
комплексными числами. Для частицы Кокса  имеем ситуацию сложного потенциального барье-
ра с необходимостью анализировать прохождение частицы через него. 

Вводим переменную (в ней физически разные точки z = ±∞ помещаем в разные особые точки 
дифференциального уравнения) 
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уравнение преобразуется к виду 
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В переменной X = x–1 уравнение (15) в окрестности точки x = 0 выглядит так: 
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т. е. x = ∞ – обычная (несингулярная) точка. Два квадратичных выражения в знаменателях урав-
нения (15) дают четыре регулярные особые точки: 
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Уравнение (15) можно представить в виде 
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таким образом, имеем уравнение с шестью регулярными особыми точками: 
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С учетом того, что физический интервал изменения переменной – это 

 ( )    (0 1),z x∈ -∞,+∞ - - > ∈ ,  (18)

ввиду малости параметра γ заключаем, что четыре особые точки x1, x2, x3, x4 (две вещественные  
и две комплексные) лежат далеко от точек x = 0, x = 1, и можно считать, что эти четыре точки  
не попадают внутрь кругов радиуса 1 около физических особенностей x = 0 и x = 1. 

Находим поведение решений около двух особых точек: 

 
2

2 2
1 ( 1) 4 10   0        

2
Ad d ix f f x A

x dxx x

 e - / e -
→ , + = , = , = ± ;  

 
  

 
2

2 2
1 ( 1) 4 11    0       

1 2( 1)
Bd d ix f f x B

x dxx x

 e - / e -
→ , + = , = , = ± .  - - 

 

Найдем поведение решений около особых точек x1, x2, x3, x4. Они однотипны, поэтому доста-
точно рассмотреть одну точку: 
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для индекса ρ получаем алгебраическое уравнение с простыми решениями: 

 ( 1) 0    0  1r r - = ⇒ r = , . 

Для уравнения (15) ищем решения Фробениуса около точки x = 0 в виде ( 1) ( ).A Bf x x F x= -  
Накладывая уже известные ограничения на параметры A и B:

 1 1  
2 2

i iA Be - e -
= ± , = ± , (19)

и умножая уравнение на выражение 

 ( 1) [1 4 ( 1)] [1 4 ( 1)],x x x x x x- ⋅ - g - ⋅ + g -  

получаем уравнение в виде, пригодном для построения решений в виде степенных рядов: 
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Отметим, что данное уравнение симметрично относительно замены 

 ( 1),     x x A B⇐⇒ - ⇐⇒ , 

это позволяет одновременно построить разложения в степенной ряд по переменным x и (x – 1). 
Будем использовать обозначения 
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Уравнение можно переписать так: 
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Уравнение для функции F(x) можно символически представить в виде 
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то есть, имеем уравнение 

 ( )6 5 4 3 2
6 5 4 3 2 1p x p x p x p x p x p x F ′′+ + + + + +  
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Будем строить решения в виде степенного ряда 

 1 2

0 1 2
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n n n
F c x F nc x F n n c x

=∞ =∞ =∞
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= = =
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проводя необходимые вычисления, приходим к 7-членным рекуррентным соотношениям: 

 6n = ,...  

 2
5 5 6 5 4 4( 9 20) ( 4)n nr c p n n g n r c- - + - + + - + +    

 2
5 4 3 3( 7 12) ( 3) np n n g n r c - + - + + - + +    
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 2 2
2 1 0 1 0 1( ) ( ) ( 1) 0n np n n g n r c p n n g n c +   + - + + + + + + = .     

Сходимость ряда исследуем методом Пуанкаре – Перрона [9, 10]. Делим последнее соотношение 
на cn–5 и умножаем его на n–2, устремляем n → ∞. В результате получим алгебраическое уравне-
ние для величины, связанной с возможными радиусами сходимости степенного ряда: 

 conv
1

lim ,    | |n

n n

cR R R
c→∞ +

= = ,
  

2 3 4 5
1 2 3 4 5 6  0p p R p R p R p R p R+ + + + + = . (20)

Это уравнение по-другому переписывается так: 

 ( 1)[1 4 ( 1)][1 4 ( 1)] 0R R R R R- - g - + g - = ; 

корни следующие: 
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1       
2 2

R R R
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, ,
± + g ± + g

= , = , = . (21)

Минимального радиуса сходимости min
conv 1R =  достаточно, чтобы покрыть всю физическую об-

ласть изменения переменной (0 1).x∈ ,  На основе использованной подстановки можно построить 
две пары комплексно сопряженных решений. Можно построить решения как через степенные 
ряды по переменной (x), так и через степенные ряды по переменной (x – 1); они имеют простое 
асимптотическое поведение в разных особых точках. Дальше продвинуться с аналитическим ис-
следованием туннельного эффекта для частицы Кокса в пространстве лобачевского не удалось.

Анализ уравнения для обычной частицы в пространстве Лобачевского. Рассмотрим бо-
лее простую задачу, возникающую при γ = 0. Это случай обычной скалярной частицы в про-
странстве лобачевского: 

 
2

2 21 ( ) ( ) 0    ( )    ( ) 0
ch

d U z f z U z U z
dz z

  Λ
+ e - - = , = + , → ±∞ = + .  

 
 (22)

Это уравнение шредингеровского типа в простом поле барьерного типа 2chU z-= Λ  с возможно-
стью туннельного эффекта. Фактически решение этой математической задачи известно [11] в кон-
тексте анализа потенциалов, для которых одномерное уравнение Шредингера решается точно. 
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Поскольку анализ этот простой задачи обобщен выше на более сложный случай частицы Кокса, 
то для лучшего понимания ситуации имеет смысл кратко рассмотреть в этом же контексте  
и простой случай. 

Применим переменную (1 ) 2,x z= - /  получим уравнение 

 
2

2
( 1) 4 ( 1) 4(1 ) (1 2 ) 0

1
d dx x x f

dx x xdx

 e - / e - /
- + - - Λ + + = . 

-  
 (23)

Вводя подстановку ( ) (1 ) ( )A Bf x x x F x= - , приходим к 

 [ ]
2

2(1 ) 2 1 (2 2 2)d F dFx x A A B x
dxdx

- + + - + + +  

 
2 21 4 1 1 4 1( )( 1) 0

4 4 1
A BA B A B F

x x
 + e - + e -

+ - + + + - Λ + + = . 
-  

 

При A, B, выбранных согласно 

 1   1
2 2
i iA B= ± e - , = ± e - , (24)

уравнение упрощается до гипергеометрического типа 

 [ ] [ ]
2

2(1 ) 2 1 (2 2 2) ( )( 1) 0d F dFx x A A B x A B A B F
dxdx

- + + - + + - + + + + Λ =  

с параметрами (применяем обозначение 4 1l = Λ - ) 

 1 1      2 1
2 2 2 2

i ia A B b A B c Al l
= + + + , = + + - , = + ,  

 1( ) (1 ) ( )    ( )    
2

A B zf x x x F x F a b c x x -
= - , , , ; , = . (25)

Выберем решение с заданным поведением в области ( 0)z x→ +∞ →  в виде плоской волны, дви-
гающейся направо: 
 1 2    1 2A i B i= - e - / , = + e - / ,  

 1 2 1 2
1(1 ) ( )i if x x F a b c x- e- / + e- /= - , , ; ,  

 1 1      1 1
2 2 2 2

i ia b c il l
= + , = - , = - e - + ,  

 1 2 1 2( 0) .i izf x x e- e- / + e- /→ = =  (26)

Чтобы найти поведение этого решения при ( 1),z x→ -∞ →  воспользуемся соотношением 
Куммера 

 
1 2 6

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
c c a b c a b cu u u
c a c b a b

Γ Γ - - Γ Γ + -
= + ,

Γ - Γ - Γ Γ
  (27)

где 
 1 2( )    ( 1 1 )u F a b c x u F a b a b c x= , , ; , = , , + + - ; - ,  
 6 (1 ) ( 1 1 )c a bu x F c a c b c a b x- -= - - , - , + - - ; - . 

В области ( 1)z x→ -∞ →  соотношение Куммера (27) принимает вид 

 
1

( ) ( ) ( ) ( )( ) (1 )    1
( ) ( ) ( ) ( )

c a bc c a b c a b cu z x c a b i
c a c b a b

- -Γ Γ - - Γ Γ + -
→ -∞ = + - , - - = - e - ,

Γ - Γ - Γ Γ
 
 

что после умножения на 1 2 1 2(1 )i ix x- e- / e- /-  дает нужную асимптотическую формулу: 



 Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2017. № 3. С. 56–65 63

 
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )( ) (1 ) (1 )

( ) ( ) ( ) ( )
i ic c a b c a b cf z x x

c a c b a b
- e- / + e- /Γ Γ - - Γ Γ + -

→ -∞ = - + - .
Γ - Γ - Γ Γ

 
 

(28)

По-другому она записывается так: 

 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

iz izc c a b c a b cf z e e
c a c b a b

+ e- / - e- /Γ Γ - - Γ Γ + -
→ -∞ = + .

Γ - Γ - Γ Γ
  (29)

Эта формула описывает эффект туннелирования частицы, падающей на барьер слева: 

 1 2 1 2 1 2( )   ( ).iz iz izz Me Ne e z+ e- / - e- / + e- /→ -∞ + → → +∞  (30)

Коэффициент прохождения D равен 

 
22

2
( ) ( )

( ) ( )
M a bD

c a c bN
| | Γ Γ

= = ,
Γ - Γ -| |

  (31)

где 

 
1 1( )   ( )
2 2 2 2

i ia bl l   Γ = Γ + , Γ = Γ - ,   
   

 
  

 
1 1( ) ( 1 2)    ( ) ( 1 2)
2 2

c a i c b i   Γ - = Γ - e - + l / , Γ - = Γ - e - - l / .   
   

 
 

Можно продолжить вычисления, если воспользоваться известной формулой для Γ-функций: 

 
1 1
2 2 cos

iZ iZ
i Z Z
p p   Γ + Γ - = = .    p p   

 
 

Ситуацию, когда частица падает на барьер справа, можно исследовать аналогично, если вы-
брать решения со следующей асимптотикой в области ( 1) :z x→ -∞ →

 1 2    1 2A i B i= - e - / , = + e - / ,  

 1 2 1 2
6( ) (1 ) ( ) (1 )A B i ig x x x u x x x- e- / + e- /= - = - ×  

 (1 ) ( 1 1 )c a bx F c a c b c a b x- -× - - , - , + - - ; - ,  

 1 1    1 1
2 2 2 2

i ia b c il l
= + , = - , = - e - + ,  

 ( ) 1 2 1 2( 1) (1 ) .i izg z x x e- e- / - e- /→ -∞ → = - =  (32)

Чтобы найти асимптотику этого решения в области ( 0),z x→ +∞ =  нужно воспользоваться фор-
мулой Куммера 

 
6 1 5

( 1 ) (1 ) ( 1 ) ( 1)( ) ( )
(1 ) (1 ) ( ) ( )

c a b c c a b cu x u z u
a b c a c b

Γ + - - Γ - Γ + - - Γ -
= + ,

Γ - Γ - Γ - Γ -
 
 

(33)
 

 6 1( 1 1 )    ( ) ( )u F a b a b c x u x F a b c x= , , + + - ; - , = , , ; ,   

 1
5 ( 1 1 2 ).cu x F a c b c c x-= + - , + - , - ;  

В области x → 0 это соотношение принимает вид 

 
1

6
( 1 ) (1 ) ( 1 ) ( 1)( )   1 1

(1 ) (1 ) ( ) ( )
ic a b c c a b cu x x c i

a b c a c b
e-Γ + - - Γ - Γ + - - Γ -

= + , - = + e - ;
Γ - Γ - Γ - Γ -

 
 

после умножения на 1 2ix - e- /  получаем 
 ( )( 0)g z x→ +∞ → =   

 
1 2 1 2( 1 ) (1 ) ( 1 ) ( 1)

(1 ) (1 ) ( ) ( )
i ic a b c c a b cx x

a b c a c b
- e- / + e- /Γ + - - Γ - Γ + - - Γ -

= + ,
Γ - Γ - Γ - Γ -

 
 

(34)
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что можно переписать иначе: 
 ( )( 0)g z x→ +∞ → =   

 
1 2 1 2( 1 ) ( 1) ( 1 ) (1 )

( ) ( ) (1 ) (1 )
iz izc a b c c a b ce e

c a c b a b
- e- / + e- /Γ + - - Γ - Γ + - - Γ -

= + .
Γ - Γ - Γ - Γ -

 
 

(35)

таким образом, волна, двигаясь справа, частично проходит, а частично отражается от барьера: 

 1 2 1 2 ( )iz izz M e N e z- e- / + e- /′ ′→ -∞ ← + → +∞ . (36)

Коэффициент прохождения 1  налевоD R′ ′= -   равен 

 
22

2
(1 ) (1 )
( ) ( )

M a bD
c a c bN

′| | Γ - Γ -′ = = ,
Γ - Γ -′| |

  (37)

где 

 
1 1(1 )    (1 )
2 2 2 2

i ia bl l   Γ - = Γ - , Γ - = Γ + ,   
   

 
  

 
1 1( ) ( 1 2)    ( ) ( 1 2)
2 2

c a i c b i   Γ - = Γ - e - + l / , Γ - = Γ - e - - l / .   
   

 
 

Вычисления коэффициента повторять нет необходимости, поскольку результат будет преж-
ним. Это согласуется с симметрией исходного уравнения относительно преобразования z → –z. 
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