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динамика фазовых переходов 1-го рода в финслеровом  
конфигурационном пространстве ленгмюровского монослоя1

Аннотация. В работе получены уравнения Эйлера – Лагранжа, описывающие динамику фазового перехода 1-го рода 
в конфигурационном финслеровом пространстве ленгмюровского монослоя. Развит приближенный метод анализа 
полученных уравнений, который основан на сочетании аналитического и численного исследований с использовани-
ем нулевого приближения при фиксированном времени релаксации и более точного приближения с модельным рас-
пределением времен релаксации. Показана гетерогенность динамики системы, что соответствует метастабильному 
состоянию монослоя при наличии зародышей фаз с различными временами релаксации. Распределение времен ре-
лаксации характеризуется наличием максимума, причем его высота зависит от скорости сжатия монослоя. Рост мак-
симума в распределении времен релаксации при повышении скорости сжатия ассоциируется с появлением выражен-
ного плато на изотерме. На этой основе теоретически обосновано характерное поведение изотерм сжатия монослоя  
в области фазового перехода. Аналитически исследована динамика двумерного фазового перехода при малых скоро-
стях сжатия и проведен сравнительный анализ поведения системы в двух приближениях: в приближении одного 
времени релаксации и в приближении модельного распределения времен релаксации. Показано, что существование 
зародышей фаз с различными временами релаксации приводит к появлению эффективной центробежной силы, ве-
личина которой зависит от градиента электрокапиллярных сил.
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First-order phase transition dynamics  
in the finsler configuration space of the langmuir monolayer 

Abstract. In the article, the Euler – Lagrange equations, which describe first-order phase transition dynamics in a con
figuration Finsler space of a Langmuir monolayer, have been obtained. An approximate method for analysis of the equations 
has been developed. The method is based on a combination of analytical and numerical calculations using the zero-order ap-
proximation with a fixed relaxation time and the more exact approximation with a model distribution of relaxation times. 
Heterogeneous dynamics of the system has been demonstrated. Such dynamics corresponds to the monolayer metastable state 
with different relaxation times of phase nuclei. The relaxation time distribution has a maximum and a maximum height de-
pends on a monolayer compression rate. The increase of the maximum height at enhancement of a compression rate is accom-
panied by an explicit plateau of the isotherm that displays the characteristic behavior of the monolayer isotherm in the region 
of phase transition. The dynamics of a two-dimensional phase transition has been numerically studied at the compression rate 
as being sufficiently low, and a comparative analysis of the system behavior at two approximations (the approximation of fixed 
relaxation time and the approximation of model distribution of relaxation times) has been made. It has been found that the pre
sence of phase nuclei with different relaxation times causes an effective centrifugal force, the magnitude of which depends on 
the gradient of electrocapillary forces. 
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Введение. В настоящее время для изготовления высокоупорядоченных наноматериалов на ос-
нове органических амфифильных молекул применяется технология Ленгмюра – Блоджетт (ЛБ) [1]. 
Получаемые с использованием ЛБ-технологии тонкопленочные материалы применяются для 
создания композитных сенсорных и сегнетоэлектрических наноструктур для электроники [2]. 

В процессе сжатия ленгмюровского слоя толщиной в одну молекулу (монослоя) на поверхно-
сти полярной жидкости наблюдаются последовательные двумерные (2D) фазовые переходы 1-го 
рода из состояния растянутой жидкости в жидкокристаллическое, а затем − в кристаллическое 
состояние [1, 3, 4]. 

Фазовый переход первого рода протекает в три стадии: две из них представляют собой быс
трый и медленный релаксационные процессы соответственно с малым и большим временем 
жизни. Третья стадия – это промежуточное метастабильное состояние, для динамики которого 
характерно существование зародышей фаз (релаксационных единиц) с различными временами 
жизни (т. е. динамика этой стадии гетерогенна). При определенных условиях вещество в пере-
ходном метастабильном состоянии из одной фазы в другую может существовать достаточно 
долго [5]. Так, стеклообразное состояние является метастабильным состоянием с распределени-
ем времен релаксации [6]. В рамках теории случайных графов в [7] было установлено, что фазо-
вый переход первого рода проявляется как сужение распределения возможных конфигураций 
ансамбля частиц и протекает через гетерогенную фазу (метастабильное состояние). Известная 
теория [8−12] фазовых переходов 1-го рода базируется на предположении о существовании двух 
временных масштабов до и после перехода в стеклообразное состояние, при этом не учитывает-
ся возможность распределения зародышей фаз по различным временам релаксации [13, 14]. 

Экспериментально показано, что 2D-фазовые переходы 1-го рода существенно зависят от ус-
ловий формирования монослоев: ионного состава субфазы, температуры, величины скорости 
сжатия [4, 17−23]. Влияние скорости сжатия на протекание 2D-фазовых переходов обусловлено 
поворотом диполей на границе раздела фаз и перераспределением плотности заряда двойного 
электрически заряженного слоя Гельмгольца [17, 19, 22, 23]. Эти процессы носят название элек-
трокапиллярных явлений. Ранее, при построении моделей фазовых переходов в ленгмюровских 
монослоях, электрокапиллярные явления на границе раздела фаз не учитывались [17, 24]. Однако 
экспериментальные исследования [17−21] показывают, что их влияние существенно, что делает 
теоретическое описание этих явлений важным для понимания процессов структуризации и фор-
мирования доменной структуры ЛБ-пленок.

В работах [23, 25, 26] был найден эффективный потенциал, описывающий электрокапилляр-
ные явления и определяющий суммарный эффект взаимодействия молекул субфазы с молекула-
ми ленгмюровского монослоя. С использованием этого потенциала было предложено геометри-
ческое описание конфигурационного пространства системы и построена финслерова метриче-
ская функция такого пространства. При этом рассмотрение финслерового конфигурационного 
пространства позволяет моделировать возможность распределения зародышей кристаллической 
фазы по временам релаксации.

Целью настоящей работы является изучение особенностей динамики двумерных фазовых 
переходов 1-го рода в ленгмюровских монослоях при наличии зародышей фаз с различными вре-
менами релаксации. Такая гетерогенная динамика моделируется в финслеровом конфигураци-
онном пространстве. 

Геодезические в конфигурационном финслеровом пространстве. Фазовое пространство 
{ }, , ,r r t ξ






  определяет расширенное конфигурационное пространство монослоя. Здесь координа-
ты { , }r r≡ j

  и t определяют радиус-вектор и время возникновения зародыша кристаллической 
фазы; ,  rξ   и j  обозначают производные от координат t, r, φ по эволюционному параметру s. 
Величина ξ  обозначает время релаксации, а r  и j  – радиальную и угловую компоненты скоро-
сти зародыша фазы. При таком рассмотрении эволюционный параметр s определяет число обра-
зовавшихся фазовых элементов макроскопической системы [23].
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Метрическая функция F2 3-мерного финслерового пространства задается выражениями 
[23, 25, 26]
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Λ – вспомогательная константа, имеющая размерность энергии и позволяющая ввести метриче-
скую функцию как положительно определенную и однородную 2-го порядка по скоростям; 
V – скорость сжатия монослоя; Ei – интегральная показательная функция; n0 и R0 – поверхностная 
плотность и радиус монослоя в начальный момент времени t0 = 0; k – коэффициент, характеризу-
ющий ориентационную релаксацию поверхностных диполей; q – заряд гидрофильной части 
молекулы в водной субфазе; nc и ac – поверхностная плотность и критический размер зародыша 
кристаллической фазы; m – масса молекулы монослоя. Используем обозначения ( )jx t r= , ,j   
и ( ).jy r= ξ, ,j

  Финслеров метрический тензор gij задается формулой [27, 28]

	 ( )

2

2 32 2

2

33 0
2

1 3, = 0 .
2 2 2

0 0
2

k k
ij ji

A B A
r r

F Cg x y A A
r ry y

C r

  ξ ξ + -    
 
 ∂    ξ ξ

= - -    
∂ ∂     

 
 -
 
 

 

 

 

 

	 (3)

Геодезические в финслеровом пространстве определяются уравнениями Лагранжа – Эйлера [27]:
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Для метрики (3) компоненты вектора Gi записываются так:
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где использованы обозначения
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Уравнения (4)–(5) являются сложными. Рассмотрим их численное решение. Начальные условия 
выбираем такими: ( )0 : 1sξ = =  и ( ) 00 : .r s r= =   Эти условия означают, что рассматриваем начало 
эволюции макроскопической системы с появления зародыша фазы критического размера. На
чальная скорость 0r  оценивается из равенства кинетической энергии зародыша и разности энер-
гий поверхностного натяжения до и после распада гидратного комплекса. При этом получаем 

2 2 2
0 ,c c c cmn a r a= p   где значение коэффициента поверхностного натяжения cp  находится из экспе-

римента. Таким образом, величина 0r  может лежать в диапазоне 10–6–10–5 м/с (для определенно-
сти оценка делалась для случая монослоя стеариновой кислоты). 

Результаты численного анализа при различных скоростях сжатия V показаны на рис. 1 и 2. 
Зависимость ( )sξ  имеет максимум, который сдвигается в сторону малых значений параметра s  
с увеличением скорости сжатия. До и после экстремального значения s релаксационные процессы 
протекают с большими и малыми временами соответственно. В области экстремального значе-
ния s динамика системы гетерогенна. Резкий максимум в ( )sξ  при больших V (см. рис. 1, a, b) 
ассоциируется с ярко выраженным плато на кривой s(r) (см. рис. 2, a, b). 

Чтобы проанализировать зависимость координаты r от параметра эволюции s, найдем связь 
между приращением поверхностного давления Dp  (обусловленным появлением в метастабиль-
ном монослое зародышей кристаллической фазы) и параметром s. В случае слабо взаимодей-
ствующих зародышей можно воспользоваться двумерным уравнением состояния идеального газа 

	 ,BS N k TDp = 	 (6)

где S − площадь монослоя; N − число зародышей фазы; T – температура; kB − постоянная Больц
мана. Пусть в начальный момент времени t0 образуются зародыши в точках монослоя 0 .ir  Ко
личество зародышей в произвольный момент времени t задается соотношением 
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Рис. 1. Распределение времен релаксации при различных скоростях сжатия монослоя; начальные условия: 
( )0 1,sξ = =   ( ) 60 5 10 м/с,r s -= = - ⋅   ( )0 0,sξ = =   ( )0 1 м;r s = =   значения скорости сжатия:  

V = 2∙10–6 м/с (a); V = 3∙10–6 м/с (b); V = 4∙10–6 м/с (c)

Fig. 1. Distribution of relaxation times at different monolayer compression rates; initial conditions: ( )0 1,sξ = =  
( ) 60 5 10 m/s,r s -= = - ⋅  ( )0 0,sξ = =  ( )0 1 m;r s = =  compression rates: V = 2∙10–6 m/s (а); V = 3∙10–6 m/s (b); V = 4∙10–6 m/s (c)
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Учитывая последнее равенство в уравнении состояния (6), находим 

	 .sDp  	

Таким образом, можно сделать вывод, что представленные на рис. 2 зависимости s(r) также 
описывают поведение изотерм ( )rDp  в процессе фазового перехода при различных скоростях 
сжатия монослоя. При низких скоростях V с уменьшением r происходит постепенное возраста-
ние поверхностного давления ,Dp  при этом изотерма ( )rDp  «негоризонтальна» в области фазо-
вого перехода (см. рис. 2, a, b). При увеличении скорости V появляется ярко выраженное плато 
(см. рис. 2, c). Теоретическое объяснение «негоризональности» плато изотерм для двумерных 
систем является важной задачей, поскольку такого типа поведение наблюдается эксперимен-
тально [17, 18, 21, 29, 30]. Зависимость этого эффекта от скоростей сжатия также наблюдалась 
экспериментально для изотерм сжатия монослоев производных дитионилпирролового ряда [29].

Как видно из рис. 1, времена релаксации при малых скоростях сжатия и s < 10 000 распределе-
ны в узком диапазоне в окрестности 1.ξ =  Поэтому приблизительно можно считать, что при ма-
лых значениях параметра s все фазовые элементы распадаются с одним временем релаксации,  
а распределение 1=ξ  может быть использовано для описания конфигураций монослоя в при-
ближении одного времени релаксации. Это соответствует образованию зародышей кристалли-
ческой фазы только одного критического размера. 

Повышение скорости сжатия приводит к существенно нелинейной зависимости ( ).sξ  Как 
следует из рис. 3, модельное распределение времен релаксации в форме 

	 1
( )r s
α

ξ = + 	 (7)

можно выбрать как первое приближение при невысоких скоростях сжатия V. 
Далее сравним динамику в приближении одного времени релаксации с динамикой в случае 

модельного распределения времен релаксации (7).
Динамика системы с одним временем релаксации. С учетом явной зависимости ( , ( ))t r tξ  

выполним анализ системы, перейдя от финслеровой функции к функции Лагранжа L(t) в соот-
ветствии с соотношением [23] 

	 2 2 2 ( ( )) .F L t s= Λ ξ - ξ  	 (8)

        
                                           a				    b			                c

Рис. 2. Зависимость параметра эволюции от координаты r; начальные условия: ( )0 1,sξ = =   ( ) 60 5 10 м/с,r s -= = - ⋅   
( )0 0,sξ = =   ( )0 1 м;r s = =   значения скорости сжатия: V = 2∙10–6 м/с (а); V = 3∙10–6 м/с (b) ; V = 4∙10–6 м/с (c)

Fig. 2. Dependence of the evolution parameter on the radial coordinate r; initial conditions:  
( )0 1,sξ = =  ( ) 60 5 10 m/s,r s -= = - ⋅  ( )0 0,sξ = =  ( )0 1 m;r s = =   

compression rates: V = 2∙10–6 m/s (а) ; V = 3∙10–6 m/s (b) ; V = 4∙10–6 m/s (c)
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С использованием приближения 1ξ =  в метрической функции (8) следует заменить s на t, при 
этом слагаемое Λ2 в (8) можно опустить. Тогда трехмерное финслерово пространство сводится  
к двумерному пространству (r, φ) с функцией Лагранжа в виде

	

22
2 2 5 1

2

2
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1
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3
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r
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r
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    



	
где M – масса зародыша кристаллической фазы.

В работах [23, 25] показано, что потенциал электрокапиллярных сил можно упростить без 
существенного изменения особенностей его поведения. Поэтому далее будем использовать упро
щенный лагранжиан 

	
22

2 2 5 1
1( , , , ) = ( , ),

2 2

Vt
r a

M MrL t r r r pr Ve r U t r-j + j - ⋅ +     	 (9)

где

	 ( )
2

5
1 3

4 2( , ) = 1 1,14 .
45

Vt
ra

Vt VtU t r p P e Vt Ei
r r

     - - +        
  	 (10)

Лагражиану (9) соответствуют уравнения движения:

	 ( ) { }
2

2 2 , , = 0, , 1 = , 1 ;
i k

i k k kd x dx dtG t x y y t
dt dsdt

  + = = 
  

  	 (11)

метрический тензор gij имеет следующий вид [31]:
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Рис. 3. Эволюция ξ(s) (сплошная кривая) и ее аппроксимация (7) (пунктирная кривая); начальные условия: 
( )0 1,sξ = =  ( ) 60 5 10 м/с,r s -= = - ⋅   ( )0 0,sξ = =  ( )0 1 м;r s = =   значения параметров: V = 2∙10–6 м/с, 2

0 0,3 Кл/м ,qn =   
2H O 81,e =  R0 = 10 м, k = 0,1 м–2, 2 510 ,c cma n -=  2 1;p = Λ =  параметр аппроксимации: α = 0,07

Fig. 3. Evolution of ξ(s) (solid line) and its approximation (7) (dash line); initial conditions: ( )0 1,sξ = =  

( ) 60 5 10 m/s,r s -= = - ⋅  ( )0 0,sξ = =  ( )0 1 m;r s = =  monolayer parameters: V = 2∙10–6 m/s, 2
0 0.3 C/m ,qn =  2H O 81,e =  

0 10 m,R =  k = 0.1 m–2, 2 510 ,c cma n -=  2 1;p = Λ =  approximation parameter: α = 0.07
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где { }ix r= ,j  и { }.
k

i kdxy rxdt
= = = ,j



 Функции Gi определяются выражением [31]

	
2 2def

= ,
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g L L LG y

x y x t y
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	 (12)

явный вид компонент вектора Gi следующий:

	
( )

2
13 1 1 2 2

1 2
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	 (13)

Тогда уравнение для φ из (11) представимо так: 

	 2 0.r rj / + j =  	 (14а)
Отсюда следует выражение для φ:

	 2
(0)( ) .

( )
t

r t
j

j =


 	 (14б)

С учетом (14б) и выражения для G1 (13) радиальное уравнение принимает вид

	 ( )
2 2

13 1 1 2
2 3

5 3

2 1 (0)5 2 0.
2 2
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	 (15)

При V = 0 система уравнений (11)–(12) существенно упрощается: 

	 2 3 4 2(0) 20 3 0 ( ) (0) 0.r pr С r t r-j + / + = , j - j =     	 (16)

Ее решение – это периодическая квазиэллиптическая траектория (рис. 4, a). Соответственно ча-
стицы монослоя в гидратном комплексе движутся вокруг базисной точки по вытянутым и повер-
нутым относительно друг друга орбитам, переходя с течением времени с одной орбиты на дру-
гую. Поскольку при V = 0 потенциальная энергия U1a не зависит от времени явно, частицы оста-
ются в гидратном комплексе. 

Монослой, сжимаемый с достаточно большой скоростью, может рассматриваться как устой-
чивая динамическая система с предельным циклом (рис. 4, b) [32]. При достаточно больших ско-
ростях V геодезические характеризуются наличием точек перегиба. Такие конфигурации описы-
вают выход частиц из гидратного комплекса. Отмеченная особенность означает, что скорость 
сжатия монослоя V является так называемым управляющим параметром рассматриваемой дина-
мической системы [32].

Динамика системы с модельным распределением времен релаксации. Распределение вре-
мен релаксации в приближении (7) для малых α можно учесть посредством следующих замен:

	
1 1( ),   1 ,   1 .t t

dr dr dst t s r r
dt ds dt r r

- -
ξ

α α   ≈ = = ξ ≈ - j = j ξ ≈ j -   
   

 

    	

Из соотношения (7) и теоремы о среднем следует, что

	 0
, 1,

( ) ( )

s

ср

ds st s s s
r s r s

= + α = + α ≈ α∫   	

поэтому можно считать, что различие между эволюционными параметрами t и s сводится к не-
которому малому сдвигу (при численных расчетах этим сдвигом будем пренебрегать). 
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Тогда лагранжиан, учитывающий распределение времен релаксации зародышей фаз, имеет вид 

	 ( ) ( ) ( )
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1( ) 1 2 1 2 1 ( ),
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 	 (17)

где α ‒ малый параметр; при α = 0 возвращаемся к приближению одного времени релаксации. 
Компоненты вектора Gi задаются формулами 
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С учетом (19) уравнение для угловой переменной φ из (11) представляем так: 

	 2
2 2 .r r

r r
j αj

j = - -
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 	 (20)

     
			             a	             b

				                                             c					  
Рис. 4. Геодезические для системы с одним временем релаксации (красные кривые) и для модельного распределения 

времен релаксации (синие кривые); начальные условия: ( ) 60 5 10 м/с,r t -= = - ⋅   r(t = 0) = 1 м; значения параметров:  
M = 10–5, 1p =  (а – c); V = 0, α = 0 (а); V = 0, α = 0,07 (b); V = 17∙10–5 м/с, α = 0 (красная кривая) и α = 0,1 (синяя кривая) (c)

Fig. 4. Geodesics of the system with fixed relaxation time (red curves) and of the system with model distribution of relaxation 
times (blue curves); initial conditions: ( ) 60 5 10 m/sr t -= = - ⋅ , r(t = 0) = 1 m; monolayer parameters and approximation  

parameter; M = 10–5, 1p =  (а – c); V = 0, α = 0 (а); V = 0, α = 0.07 (b); V = 17∙10–5 m/s, α = 0 (red curve) and α = 0.1 (blue curve) (c)
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Сопоставим уравнение (20) с аналогичным уравнением (14б) в случае одного времени релакса-
ции. В (20) присутствует зависящая от параметра α эффективная сила 22 ,F r rj = - αj   которая 
будет давать дополнительное угловое ускорение при 0r <  и торможение при 0.r >  Интегри
рование уравнения (20) приводит к выражению для :j

	 2
2 ( )(0)( ) .

( )
r tt

r t
e αj

j =


 	 (21)

Проведем аналогичный анализ для радиального уравнения (18). Обозначим через 1
(1)G  ра

диальную компоненту вектора Gi для случая одного времени релаксации (13) и выделим вклад, 
обусловленный наличием в системе распределения релаксационных времен: 1 1 1

(1) .G G GD = -  
Перепишем G1 из (18) в виде 
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Учитывая 1
(1)G  из (13), находим приращение ΔG1:
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С учетом j  (21) находим выражение для дополнительной центробежной силы 
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В предельном случае V = 0 имеем 
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Сила в (24) приводит к эффективному дополнительному отталкиванию. В соответствии с этим, 
сравнивая рис. 4, a при 1ξ =  и рис. 4, b при 1 ( ),r sξ = + α  отмечаем, что во втором случае траек-
тории сильнее искривляются вблизи центра, причем их кривизна отрицательная (имеем эффек-
тивную отталкивающую силу). 

Теперь рассмотрим случай ненулевой скорости сжатия. Примем во внимание, что 0r <   
и знаменатель в (23) положительный. Следовательно, знак дополнительной силы Fr будет опреде-
ляться величиной 1 .aU r∂ ∂  На предельном цикле при 0r =  (см. рис. 4, c) имеем



	 Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2017. № 3. С. 66–77	 75

	
2 2

1

9
2

2(0) .a
r tV

r

rM e r U rF
pr V e

αj + ∂ ∂
= α





 	  (25)

Численный расчет траекторий показывает, что при больших скоростях радиус предельного 
цикла (см. рис. 4, c) для случая 1 ( )r sξ = + α  уменьшается по сравнению с ситуацией одного вре-
мени релаксации, т. е. в системе наблюдается дополнительное эффективное притяжение. 

Заключение. В работе получены уравнения Эйлера – Лагранжа в конфигурационном финс
леровом пространстве монослоя и проведен численный анализ динамики фазового перехода. 
Показана гетерогенность динамики системы, что соответствует метастабильному состоянию 
монослоя при наличии зародышей фаз с различными временами релаксации. Распределение вре-
мен релаксации зародышей фаз характеризуется наличием максимума, при увеличении скоро-
сти сжатия монослоя высота этого максимума возрастает, причем он появляется при меньших 
значениях эволюционного параметра. Рост максимума в распределении времен релаксации при 
повышении скорости сжатия ассоциируется с появлением выраженного плато на изотерме.

В рамках лагранжевого формализма исследована динамика двумерного фазового перехода 
при малых скоростях сжатия и проведено сравнение поведения системы в двух приближениях:  
в приближении одного времени релаксации и в приближении модельного распределения времен 
релаксации. Показано, что существование зародышей фаз с различными временами релаксации 
приводит к появлению эффективной центробежной силы, величина которой зависит от гради
ента электрокапиллярных сил. 
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