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ОБОБЩЕНИЕ ЛЕММЫ ГЕЛЬФОНДА НА ЦИЛИНДРЫ В ПОЛЕ  
р-АДИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ

Аннотация. А. О. Гельфонд [1] нашел связь между величиной модулей целочисленных полиномов P1(x), P2(x)  
в трансцендентной точке γ и различными характеристиками P1(x), P2(x). Оба полинома имеют степень n и высоты  
H1 = H(P1), H2 = H(P2), равные максимуму модулей их коэффициентов. Он доказал, что если 1 2,  , 1H Q H Q Q≤ ≤ > ,  
и P1(x) и P2(x) не имеют общих корней, то можно найти величину c1 = c(n), при которой справедливо неравенство

 ( ) ( )( ) 2 1
1 2 1max , .nP P c Q − +γ γ >  

Это неравенство было обобщено В. И. Берником [2] на значения ( )1P x  и ( )2P x  для всех точек x из некоторого 
интервала I длины , 0.I Q −η= η >  Используя новое неравенство, он доказал гипотезу Бейкера – Шмидта [3] о размер-
ности Хаусдорфа множества действительных чисел с заданной мерой трансцендентности. В недавних работах  
В. В. Бе ресневича, В. И. Берника и Ф. Гетце получены оценки сверху и снизу для количества целочисленных полино-
мов фиксированной степени и ограниченной высоты с заданными дискриминантами. При этом было использовано 
обобщение неравенства на случай полиномов с произвольным количеством близких корней.

Дискриминант D(P) целочисленных полиномов – целое число. Задачи о величине ( )D P  и делимости D(P)  
на степень простого числа одинаково важны в теории диофантовых приближений. В новой задаче о делимости  
D(P) на ps, s ≥ 1, важное значение имеет величина р-адической нормы ( ) p

D P  и обобщение неравенства вида 
( ) ( )( ) 2 1

1 2 1max , nP P c Q − +γ γ >  на поле р-адических чисел.
В настоящей работе доказана теорема, позволяющая находить оценки сверху для количества целочисленных 

полиномов, дискриминанты которых делятся на бóльшую степень простого числа р. В ней указывается оценка для 
величины р-адической нормы целочисленных многочленов на цилиндрах в Qp.

Ключевые слова: мера Хаара, лемма Гельфонда, размерность Хаусдорфа, поле p-адических чисел, p-адический 
цилиндр, диофантовы приближения
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GENERALIZATION OF GELFOND’S LEMMA TO p-ADIC CYLINDERS

Abstract. A. O. Gelfond [1] found the relationship between the values of integral polynomials modules P1(x), P2(x) at  
the trans cendent point γ and different characteristics P1(x), P2(x). The both polynomials have the degree n and heights  
H1 = H(P1), H2 = H(P2) that are equal to the maximum of modules of their coefficients. He proved that if 1 2,  , 1H Q H Q Q≤ ≤ > ,  
and P1(x) and P2(x) have no common roots, it’s possible to find the value c1 = c(n), wherein the following inequality is true

 ( ) ( )( ) 2 1
1 2 1max , .nP P c Q − +γ γ >  

The inequality was generalized by V. I. Bernik [2] to the values of ( )1P x  and ( )2P x  for all points x of some interval I  
of length , 0.I Q −η= η >  Using a new inequality, he proved Baker – Schmidt’s hypothesis [3] about Hausdorff’s dimension  
of the set of real numbers with a given measure of transcendence. In the recent articles by V. V. Beresnevich, V. I. Bernik and 
F. Götze, the upper and lower evaluations for the quantity of the integral-valued polynomials of fixed degree and limited 
height with the given discriminants were obtained. By doing so, the generalization of inequality (1) to the case of polynomials 
with an arbitrary quantity of similar roots was used.
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The	discriminant D(P) of integral	polynomials	is	the	integer.	The	problems	on	the	magnitude	 ( )D P  and	the	divisibility 
of D(P) by	the	prime	number	level	are	equally	important	in	the	theory	of	Diophantine	approximations.	In	a	new	problem	on 
the	divisibility	of	D(P) by ps, s	≥	1, the	value	of	 the	р-adic	norm	 ( ) p

D P  and the	generalization	of	 the	 inequality	of	 type	
( ) ( )( ) 2 1

1 2 1max , nP P c Q − +γ γ >  to	the	the	field	of	р-adic	numbers are	important.	
In	this	article, we	have	proved	the	theorem	that	allows one	to	find	upper	and	lower	evaluations for	the quantity	of	inte-

gral	polynomials,	whose	discriminants	can	be	divided	by	a	higher	degree	of	 the	prime	number р.	 It	 shows	 the	evaluation  
of	the	р-adic	norm	of	integer	polynomials	on	cylinders	in Qp.

Keywords:	Haar’s	measure,	Gelfond’s	lemma,	Hausdorff’s	dimension,	p-adic	numbers,	p-adic	cylinder,	Diophantine	ap-
proximation
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Введем	класс	целочисленных	полиномов

 ( ) 1 1
1 1 0... ,n n

n nP x a x a x a x a−
−= + + + +  

у	которых	степень	 deg ,P n= 	а	высота	 ( ) max , 0jH P a j n= ≤ ≤ ,	не	превосходит	некоторого	до-
статочно	большого	натурального	числа	Q.	Этот	класс	обозначим	через	

 [ ]{ }( ) ( ) , 	 deg , 	 ( ) .n Q P x Z x P n H P QΡ = ∈ = ≤  

Будем	обозначать	 1 1 2( ), ,c c n c=  	величины,	зависящие	от	n и	не	зависящие	от	H	и	Q.	Через	
#B	обозначим	количество	элементов	конечного	множества	B.	Если	два	числа	K	и	M	отличаются	 
в	c(n)	раз,	то	будем	записывать	K ≍ M.	Нетрудно	получить	оценки

 
1

2
1

1 )(# ++ <Ρ< n
n

n QcQQc  

и	доказать,	что	подкласс	Pn(Q),	состоящий	из	неприводимых	над	полем	рациональных	чисел	 
полиномов	–	Tn(Q),	имеет	мощность	

1
3 .nc Q + 	В	[1]	А.	О.	Гельфонд	доказал,	что	два	полинома	

1 2( ), ( ) ( )nP x P x T Q∈ 	не	могут	в	трансцендентной	точке	ξ		удовлетворять	неравенству

 
2 1

1 2 4max( ( ) , ( ) ) nP P c Q − +ξ ξ <  

при	достаточно	малой	величине	c4.	Его	лемма	была	обобщена	в	[2]	на	значения	полинома	в	точ-
ках	из	некоторого	интервала	I	длины	 , 	 0.I Q −η= η > 	Это	обобщение	стало	важным	моментом	
при	 нахождении	 размерности	Хаусдорфа	 множества	 действительных	 чисел	 с	 заданной	 мерой	
трансцендентности	[2].	Приведем	формулировку	этого	результата.

Л е м м а	1.	Пусть на интервале I, , 0I Q −η= η > , заданы два полинома 1 2( ), 	 ( ) ( )nP x P x T Q∈   
такие, что

 
1 2max( ( ) , ( ) ) , 0.

x I
P x P x Q −τ

∈
< τ >

 
Тогда, если δ > 0, верно неравенство

 1 2max( 1 ,0) 2nτ + + τ + − η < + δ  (1)

при Q > Q0(δ). 
Ясно,	что	неравенство	(1)	при	уменьшении	η	может	быть	усилено,	что	важно,	например,	при	

оценке	количества	полиномов	 ( ) ( )nP x Q∈Ρ 	с	заданными	дискриминантами	[4]	или	дискрими-
нантами,	делящимся	на	бóльшую	степень	фиксированного	простого	числа	 [5].	Для	получения	
оценок	сверху	и	снизу,	имеющих	одинаковый	порядок,	предыдущих	оценок	было	недостаточно.	

Основной	результат	работы	–	получение	обобщения	неравенства	(1)	на	поле	p-адических	чи-
сел,	что	может	быть	использовано	для	доказательства	более	точных,	чем	в	[5],	оценок.
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Доказанная	нами	теорема	отличается	от	теорем	из	работ	[6,	7]	тем,	что	в	левую	часть	нера-
венства	 добавлены	 слагаемые	 вида	 2max( ,0), 	 1,2, 	,k kτ + η =   	 что	 потребовало	 рассмотрения	 
не	первых	производных	многочленов,	а	производных	всех	порядков.

Обозначим	через	µA	меру	Хаара	р-адического	цилиндра	 ,p pA Q w⊂  	–	р-адическую	норму
.pw Q∈

Множество	 pA Q⊂ 	называется	р-адическим	цилиндром,	если	оно	содержит	все	точки	Qp	вида	

 
1 1 1

1 1 0 1 1... ... ...	,l l k k
l l k kw a p a p a p a a p a p b p− − + − − +

− += + + + + + + + + +  

где	 ,ja l j k− ≤ ≤ , –	фиксированные	целые	числа,	 0 1,ja p≤ ≤ − 	 а	 , 1jb j k≥ + ,	 –	произвольные	
целые	числа,	 0 1.jb p≤ ≤ −

Пусть	Q	–	достаточно	большое	натуральное	число.
Те о р е м а.	Пусть pA Q⊂  – цилиндр и , 	 0A Q −ηµ = η > , для всех р-адических чисел w A∈   

и два полинома P(w),	T(w) без общих корней удовлетворяют неравенствам 

 
( ) ( )max ( ) , ( ) , 0, max ( ), ( ) .p pw A

P w T w Q H P H T Q−τ

∈
< τ > ≤

 
Тогда при любом δ	>	0 и Q	>	Q0(δ)	

 
1

1
2 max( ,0) 2 .

n

k
k n

−

=
τ + τ − η < + δ∑ 	 (2)

Для	доказательства	теоремы	понадобится	
Л е м м а	 2.	Пусть γ1 – ближайший корень полинома P(x) к фиксированному числу .pw Q∈  

Тогда справедливы неравенства

 

1/
1 ( ) ( ) ,p p p

w P w P w
−

− γ ≤  (3) 

 
1/

1 1( ) ( ) ,p p p
w P w P

−
− γ ≤ γ 	 (4) 

 
1

1/
1 1 1 2 1

2
min ( ) ( ) .j

jp p p ppj n
w P w P

−

≤ ≤

 − γ ≤ γ γ − γ γ − γ 
 

 	 (5)

Лемма	2	доказана	в	работах [8–10].	Корни	γ1,γ2,	…	,γn	полинома	P(w) упорядочим	относитель-
но	w	следующим	образом:

 
1 2 ... .np p pw w w− γ ≤ − γ ≤ ≤ − γ 	 (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о	теоремы.	Из	системы	неравенств

 ( ) , 	 ( ) , 	p pP w Q T w Q w A−τ −τ< < ∈  , 
и	леммы	2	заключаем,	что	среди	корней	γ1,γ2,	…	,γn	полинома	P(w) и	корней	β1,	β	2,	…	,	βn	полино-
ма	T(w) найдется	пара	корней	( ), ,1 ,1k l k n l nγ β ≤ ≤ ≤ ≤  ,	 таких,	что	корень	γk будет	ближайшим	 
ко	 всем	 1

1 1 1, 	 ,w L A L n Q− −η∈ ⊂ µ ≥ 	 а	 корень	 βl	 –	 ко	 всем	
1

2 2 2, 	 .w L A L n Q− −η∈ ⊂ µ > 	 Так	 как	

1 2, ,w w A∈ 	то	 1 2 .pw w Q −η− ≤ 	Не	умаляя	общности,	полагаем	 1, 	 1,k s= = 	и	относительно	кор-
ней	γ1,	β1	произведем	упорядочивание	остальных	корней	γi,	βj:

 
1 2 1 3 1... ,np p pγ − γ ≤ γ − γ ≤ ≤ γ − γ

 
 

 1 2 1 3 1... .np p pβ −β ≤ β −β ≤ ≤ β −β
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Введем обозначения:

 

1
1, ,  2 .j

n
i j j ip

i j
Q p j n

--r
+

=
γ - γ = = r ≤ ≤∑  (7)

Такие же обозначения введем и для корней βj полинома T(w). Будем предполагать, что полиномы 
P(w) и T(w) выбраны из некоторого подмножества ( )( )n nM Q Q⊂ Ρ  такого, что величины ρj и pi  
в (7) для различных полиномов P(w) и T(w) отличаются друг от друга не более чем на некоторую 
очень малую, но фиксированную величину ε1 > 0. В итоге левая часть неравенства может изме-

ниться на 5 1 2
c δ
e <  при подходящем выборе ε1. Это стандартное рассуждение в метрической тео-

рии диофантовых приближений.
Из последнего неравенства (5) в лемме 2 условие ( ) pP w Q -τ<  с учетом новых обозначений (7) 

можно записать так:

 
1 1

1 1
min .

j
j

p j n
w Q

τ-r
-

≤ ≤ -
- γ ≤   (8)

Аналогичное неравенство получим для

 2 1
1 1
min .

ip
i

p i n
w Q

τ-
-

≤ ≤ -
-β ≤   (9)

Пусть минимальное значение в правой части неравенства (8) достигается при j = j0, а в (9)  
при i = i0. Так как w1 и w2 можно выбрать так, что 

 
1 1 2 1

1 1,  ,
4 4p pw Q w Q

n n
-η -η- γ ≥ -β ≥

 
что легко доказать от противного. 

Пусть, например, 1 1
1 .
4pw Q

n
-η- γ <  Точки w1, w2 выберем из цилиндра I1, 1

1I Q
n

-η>µ  так, 

что 2 1
1 .
2

w w Q
n

-η- ≥  Тогда, если 1 1
1 ,
4pw Q

n
-η- γ <

 
2 1

1 ,
4pw Q

n
-η- γ <  то 

 
1 2 1 1 1 2 1 1

1,2

1 1max ,
2 4p p pi

Q w w w w w Q
n n

-η -η

=
≤ - = - γ + γ - < - γ ≤

 
что противоречиво. Поэтому справедливы неравенства

 5 .
jp

jQ c Q
τ-

-
-η <  

Откуда, используя неравенство pj ≥ 0, имеем

 ( )max ,0 ,  1 1.jp j j n> τ - η ≤ ≤ -  (10)

Так как минимум в правых частях неравенств (8), (9) достигается при j0 = j, то для всех точек 
цилиндра А

 

0
0

0
0

1 1

2 1

max , ,

max , .

j

j

j
p

p
j

p

w Q Q

w Q Q

τ-r
-

-η

τ-
-

-η

 
 - γ ≤
 
 
 
 -β ≤
 
 

  (11)

В дальнейшем важным является соотношение величин ,2jQ j n-r ≤ ≤  и правых частей в не-
равенствах (11). Ясно, что существует 2 1s n≤ ≤ - , для которого верно неравенство
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0

10 ,  2 1.
j

s s

p
jQ Q Q s n+

τ-
-

-r -r≤ ≤ ≤ ≤ -   (12)

Рассмотрим результант полиномов P(w) и T(w), не имеющих общих корней. В [6] доказано, 
что 2

6( , ) ,nR P T c Q≤  поэтому по формуле произведения 1pa a ≥  для a∈Ζ  имеем

 
( )2 , .n

p
Q R P T- ≤   (13)

Оценим ( , ) pR P T  сверху. Из определения результанта

 
1 1
1 1

( , ) ( ) ( ) .n n
n n i j i jp p

i n i n
j n j np

R P T a P a T
≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤

= γ -β ≤ γ -β∏ ∏

 
Оценки i j pγ -β  зависят от связи i и j величиной s в формуле (12). Имеем

 
( )

0
01 1 1 1 1 1max , .

j
j

p p p pw w w w Q
τ-r

-
γ -β = γ - + -β ≤ - γ -β ≤

 
Если ( )max , ,i j s≤  то

 

0
01 1 1 1 .

j
j

i j i jp p Q
τ-r

-
γ -β = γ - γ + γ -β +β -β ≤  (14)

Из (14) получаем

 
2 0

0

1
1

.
jp

s
j

i j p
i n
j n

Q
τ-

-

≤ ≤
≤ ≤

γ -β ≤∏  (15)

Если i < j и j ≥ s + 1, то

 
1 1 1 1 .j

i j i jp p Q -rγ -β ≤ γ - γ + γ -β +β -β ≤  (16)

Неравенство (16) получим при i > j, i > s + 1. Если i = j, i ≥ s + 1, то

 
1 1 1 1 .jp

i i i ip p Q -γ -β ≤ γ - γ + γ -β +β -β ≤  (17)
Из (15)–(17) следует

 

( ) ( )2 0 1 1
0

2 1 2 ...

1
1

.
j

s s n
p

s s p p p
bj

i j p
i n
j n

Q Q
+ -

τ-
- - + - + +

-

≤ ≤
≤ ≤

γ -β ≤ =∏   (18)

Оценим значение показателя степени b в (18) при j0 = s. Используя (12), (16), (17) и (18), имеем

 
( ) ( )

1

1
2 1 .

n
s s k

k s
b s p s p p

-

= +
≥ τ - + + + ∑  (19)

Покажем, что правая часть в неравенстве (19) больше 2n. Для этого достаточно убедиться, что 

 
( ) ( ) ( )

1
2 1 2 max , 0 .

s
s s

k
s p s p k

=
τ - + + > τ + τ - η∑  (20)

При 0kτ - η ≥  суммы в левой и правой частях (20) можно записать в виде

 ( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 ,ss s p s s sτ + + > + τ - + η  
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или

 ( ) ( ) ( )1 1 1 ,ss p s s s+ ≥ + τ − + η   

 .sp s≥ τ − η 	 (21)

Так	как	последнее	неравенство	в	(21)	справедливо	по	(10),	верно	и	неравенство	(20).	Теорема	
доказана.
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