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НЕУЛУЧШАЕМОСТЬ ТЕОРЕМЫ ДИРИХЛЕ ДЛЯ МНОГОЧЛЕНОВ

Аннотация. Основное содержание статьи имеет отношение к классам S-чисел в классификации Малера [1]. Су
ществует ряд результатов по нахождению оценки снизу в теории диофантовых уравнений. К некоторым из них мож-
но отнести оценку снизу при приближении рациональных чисел рациональными; оценку снизу при приближении 
алгебраических чисел, полученную Лиувиллем; более позднее улучшение результата – теорему Туэ – Зигеля – Рота [2]. 
Однако все они неэффективны в том смысле, что их доказательство не дает способа подсчета этой оценки. В таком 
случае данные результаты и их доказательства не подходят для оценки величины решений соответствующих дио-
фантовых уравнений, но их можно использовать для оценки числа решений этих уравнений. В статье с применением 
методов метрической теории диофантовых приближений рассмотрены индивидуальные и глобальные оценки снизу 
для многочленов [3]. Получена новая глобальная оценка по неулучшаемости теоремы Дирихле с помощью метриче-
ского подхода при нахождении оценки снизу на заданном отрезке для многочленов степени не более n и дополни-
тельным условием на модуль производной этого многочлена.
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UNIMPOVABILITY OF DIRICHLET’S THEOREM FOR POLYNOMIALS

Abstract. The article relates to the classes of S-numbers in Mahler’s classification [1]. There are a number of the well-
known results on finding lower bounds in the theory of Diophantine equations. Some of them include a lower bound for 
approximation of rational numbers; a lower bound for approximation of algebraic numbers obtained by Liouville; a later im
provement of the result of Liouville known as the Thue – Siegel – Roth theorem [2]. However, the bounds described above  
are considered ineffective in the sense that their proof does not give a way how to calculate them. In this case, these results 
and their proofs cannot be used to estimate the magnitude of the solutions of the corresponding Diophantine equations, but 
can be used to estimate the number of solutions of these equations. In the article, using the methods of metric theory  
of Diophantine approximations, we have considered individual and global lower bounds for polynomials [3]. A new global 
bound has been obtained for the unimprovability of Dirichlet’s theorem using the metric approach for finding a lower bound 
in a given interval for polynomials of a degree of no more than n and an additional condition for the modulus of the derivative 
of this polynomial.
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Первым результатом теории диофантовых приближений стала теорема Дирихле.
Те о р е м а 1 (Дирихле, 1842) [4, c. 24]. Если ,β∈  то Q∀ ∈  существуют числа ,p q∈   

и 1 q Q≤ <  такие, что

	

1|| .q p
Q

β - < 	

Теперь рассмотрим набор из n произвольных вещественных чисел: 

	 1 2( , ,  ... , )  .n
nβ β β ∈  	 (1)

© Жур М. А., 2018



	 Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2018. T. 54, № 1. С. 30–37	 31

Рассмотрим линейную форму от действительных чисел с коэффициентами из ,  в совокупно-
сти отличными от нуля и ограниченными некоторым числом. Насколько малым может быть  
модуль этой формы при соответствующем выборе ее коэффициентов? Принцип Дирихле [5] по-
зволяет доказать более общую теорему для линейных форм, которую мы приведем далее с дока-
зательством.

Те о р е м а 2 (Дирихле) [4, c. 29]. Если 1 2, ,  ... , nβ β β  – любые числа из , 1,n ≥  то существу-
ют числа 0 1, ,  ... , na a a ∈  и натуральное   1Q >  такие, что

	 1 01| | | |... , , {1,2,  ... , }.n
n n ia a a Q a Q i n-β + + β + < ≤ ∈  	

Те о р е м а 3 [6, с. 396]. Пусть на прямой или на плоскости дана система 
1

i
i

A A
∞

=
=


 измери-
мых множеств Ai с условием

	
1

,i
i

A
∞

=
µ < ∞∑ 	

где μAi – мера Лебега множества Ai. Тогда мера множества точек, попадающих в бесконечное 
число множеств Ai, равна нулю.

Из теоремы 2 и теоремы А. В. Грошева (1938 г.) видно, что для почти всех точек 
1 2( , ,  ... )   , n

nβ β β ∈   должно выполняться неравенство, обратное представленному в формули-
ровке теоремы Дирихле, а именно:

	 1 1 1 0 1 1... , .| 0| n
n n n na a a a C Q C-

- -β + β + + β + ≥ > 	 (2)

Таким образом, неравенство (2) – это оценка снизу линейной формы от действительных чисел. 
Представим действительные числа (1) в виде

	 2( , ,  ... , ), ,nβ β β β∈  	

тогда линейную форму от этих чисел можно записать в виде значения некоторого многочлена 
степени, не превышающей n:

	 1 0( ) ... .n
nP a a aβ = β + + β +  	

По определению линейной формы на многочлен  ( ) [ ]P x x∈   накладываются аналогичные до-
полнительные условия:
	 0, {1, },ia i n∃ = ∈/  	  

	 ( ) ( ), ( ) { (  ) [ ] : deg , ( ) }.n nP x Q Q P x x P n H P Q∈ = ∈ ≤ ≤   	 (3)

В условии (3) Q > 1 – некоторое известное целое число. Таким образом, оценку (2) можно за-
писать в виде

	 1 1( ) | , 0| .nP C Q C-β ≥ >  	 (4)

Рассмотрим набор лемм. Пусть ( ) [ ], ( ) ( ) nP x x P x Q∈ ∈   – не имеющий кратных корней 
многочлен вида

	 1
1

1 0( ) ... , 0, {0, }.n n
n n iP x a x a x a x a a i n-= + + + + ∃ = ∈/  	 (5)

О п р е д е л е н и е. Каждому корню αj полинома (5) поставим в соответствие множество S(αj) 
комплексных чисел ω, удовлетворяющих условию

	 ( )| | | |min , ( 1,2,  ... , ),j i i i nω-a = ω-a = 	
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т. е. множество всех комплексных чисел, удаленных от αj не более, чем от других корней α1,α2, … αn. 
Очевидно, что S(α1) – выпуклое множество.

Л е м м а 1. Если многочлен P(x) удовлетворяет условию | |  , ( ),na CQ Q H P> =  то

	 max , ( 1,2,  ... , ) (0 1)| .|i i
n i n C
C

α ≤ = < ≤   	

Л е м м а 2. Пусть ( ) ( ),nP x Q∈  ω – вещественное или комплексное число такое, что 1( ).Sω∈ α  
Тогда

	

1
21

1 1 2
1 1

| ( ) | | ( ) |2 min , | .
| ( ) | | ( ) |

| | |n P P
P P

−
 

 ω ω ω−α < α −α  ′ ′α α  
 

	

Лемма 1 и 2 доказаны в [7]. Далее докажем теорему.

Те о р е м а 4. Пусть ( ) [ ],   [ , ],nP x x I a b∈ =  и при этом ( ) .H P Q≤  Тогда x I∃ ∈  такой, что

	 1( ) || .n
nP x C Q −<  	

Данная теорема является частным случаем более общего результата.
Те о р е м а 5 [8, с. 139]. Пусть даны N и M – натуральные числа такие, что N > M, и также 

даны

	
1

, 1,  ... , ,
N

x Mµ µν ν
ν=

γ = α µ =∑  	

– линейные однородные формы от 1,  ... , Nx x  c действительными коэффициентами | .| Aµνα ≤  
Тогда существует ненулевая система целых рациональных чисел 1,  ... ,, Nx x  модуль значения 
каждого из которых не превышает какого-то заданного наперед натурального числа X, такая 
что система неравенств

	
1

| | ,
N
MNAX

−
µγ < 	

разрешима относительно 1,  .. ,. Nx x .
Видно, что если в условия теоремы 5 взять 11,  1,  ,  ,N n M A C X Q= + = = =  то мы получим 

утверждение теоремы 4. Пусть 1
0 2n+γ =  и 1

1 1 0( ) n n
n n nP x a x a x a x a−

−= + +…+ +  с коэффициен-
тами ai, удовлетворяющими условию

	 ,| |  .ia Q Q +≤ ∈ 	

Рассмотрим случай при n = 2. Пусть имеет место неравенство

	 2
2 0 1( ) || .P C Q −γ ≤  	

Необходимо получить оценку для константы C1. Для этого рассмотрим неравенство

	
22
32

0
( ) | 1, e .|

i

j j
j

P
π

=
γ ≥ γ =∏  	 (6)

Так как 2 ( ) 0,jj P∀ γ ≠  то неравенство (6) можно переписать в виде

	 2 0 2
2

1

1|
|

( ) | .
( ) |j

j

P
P

=

γ ≥
γ∏
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Очевидно, что задача по оценке константы C1 сводится к оценке произведения 
2

2
1

| ( ) | .j
j

P
=

γ∏  
Многочлен P2(x) имеет вид

	 2
2 2 1 0( ) ,P x a x a x a= + +  	

тогда каждое из значений P2(γj) можно оценить сверху следующим способом:

	
11

2 32 ( ) | | 1|| 2 1 .j j jP Q Q
-

 
 γ ≤ γ + γ + ≤ -
 
 

 	

Учитывая эту оценку, можно переписать (6) в виде

	
21

232 0| ( ) | 2 1 .P Q -
 
 γ ≥ -
 
 

	

В общем виде при n = 1 константа 
1

11 2 1
n

nnC Q -+
 
 
 
 

= -  быстро стремится к нулю при росте 

значения n. Рассмотрим иной подход при нахождении оценки C1.
Рассмотрим множество [ )1 .0,I =  Обозначим, через 2 ( )I  все точки ,x I∈  такие что

	 2| ( ) | , ( ) . n
nP x C Q H P Q-< ≤  	

С такой постановкой можно свести задачу по нахождению лучшей оценки снизу к нахождению 

оценки меры множества 2 ( ),I  которую можно выразить как

	 2 3 4( ) ( ) | 1| ,I C C f n Iµ = < =  	

где для функции f(n) от n существует f–1(n). Отсюда можно получить новую оценку C4. Рассмотрим 
иной способ получения константы в оценке снизу. Новая идея поиска глобальной оценки снизу 
заключается в нахождении оценки меры множества всех точек отрезка, для которого выполняет-
ся неравенство, обратное (4).

Рассмотрим отрезок 0
1 1, .
2 2

I  = -  
 Для точек этого отрезка будем рассматривать многочлены 

( ) ( ),nP x Q∈  удовлетворяющие условию (5) и не имеющие кратных корней, такие, что для них 
выполняются условия

	 1
1 1| ( ) | , (  ) , , .
2 2

nP x C Q H P Q x-  < ≤ ∈ -  
	 (7)

Далее в доказательстве в неравенстве будем вместо C1 использовать некоторую неизвестную 
константу δ0, которую мы и будем искать. Таким образом, неравенство (4) запишется в виде

	 0| ( ) | .nP x Q -< δ  	 (8)

Для многочленов P(x) введем дополнительное условие:

	
5
8( ) | .|P x Q′ >  	 (9)

Далее рассмотрим множество тех 1 1, ,
2 2

x  ∈ -  
 для которых существует хотя бы один многочлен 

P(x), для которого верны неравенства (8) и (9):
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	 0 0 0( ) { : ( ) ( ), ( ) | }.| n
n nx I P x Q P x Q −δ = ∈ ∃ ∈ < δ   	

Ясно, что множество таких точек является подмножеством отрезка I0, следовательно

	 0 0( ) 1,n Iµ δ ≤ µ =  	

где μ – это мера Лебега. Нам необходимо получить более точную оценку сверху меры множества 
0( ).n δ

Те о р е м а 6. Пусть 1 ( ) { }k k KPα ∈σ = σ  – покрытие множества 0( ),n σ  такое что

	 1
2 1( )| ,|i C P −µσ < α 	

причем для α1 выполняется условие (9). При выборе C2 таким, что 0 ,k
k K

I
∈

µσ < µ∑  то 0 ,x I∃ ∈  для 
которых выполняется (8), причем δ0 можно выразить через C2.

Сформулируем и докажем лемму.
Л е м м а 3. Для множества 0( )n δ  справедливо неравенство

	 0 3 0( ) ,n Cµ δ < δ  	

где C3 – некоторая константа, зависящая только от n.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть многочлен P(x) удовлетворяет условиям (7), α1 – его корень.
Рассмотрим подмножества отрезка I0:

	 1
1

0 1 0 1| |( ) { , ( ) | .| }nP x I x Q P− −
α ′σ = ∈ −α < δ α 	

Система множеств 1 ( )Pασ  образует покрытие множества 0( ).n δ  Согласно лемме 2 и условию (8) 
для меры множества

	 1
1 1 1 1

1 0 1( ) 2 ( ) || ( ) | 2 ( ) || .|n n nP P x P Q P− − − − −
α ′µσ ≤ α < δ α 	 (10)

Кроме множеств 1ασ , введем множества вида

	 1
1

,1 0 1 4 1| | |{ , ( ) | },x I x C P −
α ′σ = ∈ −α < α 	 (11)

где C4 > 0 зависит только от n. Рассмотрим все возможные векторы 1 1( , ,  ... , ).n nb a a a−=  Каждому 
такому вектору можно поставить в соответствие множество многочленов ( ) ( ),nP x Q∈  коэффи-
циенты 2 1,  ... , ,na a a  зафиксированы и совпадают с координатами вектора b, а свободный коэф-
фициент a0 принимает различные значения:

	 { }1 0 0

1 1

( ) ( ) ( ) : ( ) ... , ,

( , ,

| |

 ... , ).

n
n n

n n

b P x Q P x a x a x a a Q

b a a a−

= ∈ = + + + ≤

=

 
  	

Пусть для любых двух множеств 1 1,1 1 ,1 2( ),  ( )P Pα ασ σ  выполняется условие

	 1 1,1 1 ,1 2 1 2( ) ( ) , ( ), ( ) ( ).P P P x P x bα ασ ∩σ =∅ ∀ ∈ 	 (12)

Так как множества 1,1ασ  попарно дизъюнктны, то

	 1,1 0
( ) ( )

( ) | 1| . 
P x b

P Iα
∈

µσ < =∑


 	

Используя определение множества 1,1ασ  и оценки (10) меры множества 1 ,ασ  можно оценить 
отношение мер этих множеств:
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	 1

1

1 1
0 4

,1
2 .n nQ Ca - - -

a

µσ
≤ δ

µσ
 	 (13)

Выражая из неравенства (13) 1aµσ , получим

	 1 1
1 1

0 4 ,12 .n nQ C- - -
a aµσ ≤ δ µσ  	

Мы получили оценку 1 ,aµσ  зависящую от C4:

	 1
1 1

0 4
( ) ( )

2 .n n

P x b
Q C- - -

a
∈

µσ ≤ δ∑


 	

Так как система множеств 1 ( ),  ( ), {0, }nP P b b Qaσ ∈ ∈  образует покрытие 0( ),n δ  то

	 1 1 1 1
0 0 4 0 4( ) 2 (2 1) 2 ,n n n n n

n
b

Q C Q Q C- - - - - -µ δ ≤ δ ≤ + δ∑
	

(14)

где число (2 1)nQ +  можно заменить.

	 12
0 (2 1) 2 2 ,

n
n n n n nQQ Q Qe Q Q++ ≈ ><�  	

с учетом того, что 2Q < n. Возвращаясь к (14), получим

	 1 1 1 2 1
0 0 4 4 0( ) 2 2 2 1.n n n n n

n Q Q C C+ - - - -µ δ ≤ δ = δ <  	 (15)

Отсюда получаем

	 2
0 42 ,n C-δ <  	

где C4 зависит только от n. Таким образом, утверждение теоремы доказано.
В неравенстве (15) положим 4

1 .
4

C <  Нам нужно показать, что при этом ограничении выпол-
няется утверждение теоремы 3. Для этого достаточно показать, что выполняется условие (12).

Рассмотрим Pʹ(x):

	 1 1 1
1 1| ( ) | | ( 1) ... | . 1| .| .. 2n n n

n nP x na x n a x a nQ x nQ- - -
-′ = + - + + ≤ + + ≤   	

В то же время выполняется условие (9). Таким образом, получаем

	
5
8 | ( ) | 2 .Q P x nQ′< ≤  	

Аналогично можно получить оценку сверху для k-й производной многочлена P(x) для {2, }:k n∈

	 ( ) 2 !( ) | .
( !

|
)

k n QP x
n k

≤
-

 	

Рассмотрим множество 1 1 1( ), ( ) ( ).P P x baσ ∈  Для точек 1x a∈σ  запишем разложение P1(x)  
в ряд Тейлора c центром в точке α1 – корне этого многочлена:

	
2

1 1 1 1 1 1 1 1

( )
11

1
1| ( ) | | ( ) | ( ) || | (| | |  ..) ||
2!

1

.

| ( ) | | .|
!

n n

P x P P x P x

P x x
n

≤ a + a -a + a -a

+ -a

+
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Так как 1 1( ) 0,P α =  а согласно определению множества 1ασ  (11) 1
1 4 1| | ( ) | .| x C P x −′− α <  Тогда

	

5
1 81 1 4 1 1 4

1 2
5 1
84 4 4 4 4

2

2 ! 2 !| ( ) | 0 | ( ) || (
!( )! !( )!

! 2 .
!( )

| | ) |

!

kn nk k

k k
kn
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≤ + ≤ + =
−
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∑

  

	 (16)

В неравенстве (16) во втором слагаемом Q > Q0 – большое натуральное число в отрицатель-
ной степени, поэтому значение суммы не превосходит единицы. 

Предположим, что условие (12) выполняется в случае 4
1 .
4

C ≥  Значит, если 1 2( ), ( ) ( ),P x P x b∃ ∈  
такие что 1 1,1 1 ,1 2( ) ( ) ,P Pα ασ ∩σ =∅/  то найдется такая точка 1 10 ,1 1 ,1 2( ) ( ),x P Pα α∈σ ∩σ  и тогда рас-
стояние между значениями многочленов 1 0 2 0( ),  ( )P x P x

	 1 0 2 0 0,1 0,2 4| ( ) ( ) | | | 4 .P x P x a a C− ≤ − ≤  	

Очевидно, что (12) выполняется, когда

	 1 0 2 0 4| ( ) ( ) | 4 1.P x P x C− ≤ <  	

В этом случае многочлены P1(x) и P2(x) совпадают. В результате мы получаем противоречие  

с предположением, что 4
1 ,
4

C ≥  поэтому условие (12) выполняется при 4
1 .
4

C <  Тогда

	 2 2 2
0 2 2 .n n− − − −δ < <  	

Результат леммы 3 показывает, что при постепенном уменьшении константы C4 мера каж­
дого из множеств 1,1ασ  также уменьшается.

Рисунок иллюстрирует перекрытие множеств 1,1ασ  при 4
1 .
4

C ≥  Нами было показано, что 
при 4

1
4

C <  сумма мер 1,1
( ) ( )

( )
P x b

pα
∈

µσ∑


 меньше меры интервала I0. Это означает, что суще-

ствуют точки 0 ,x I∈  которые не попадают в множество 0( ),n δ  а следовательно, для них имеет 
место неравенство, обратное (8), при 4

1 :
4

C <

	 2| ( ) | 2 .n nP x Q− − −≥  	

Из доказанного выше следует, что теорема Дирихле является принципиально неулучшаемой. 
Мы нашли такое минимальное δ0 > 0, что для некоторых 0x I∈  выполняется неравенство (8).
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