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В настоящей статье методом ВКБ строится такое решение системы трех дифференциальных уравнений, возника-
ющей в задаче Римана – Гильберта, компоненты которого удовлетворяют определенным соотношениям.
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В статье [1] при построении системы Фукса второго порядка с четырьмя особыми точка-
ми и неприводимыми матрицами-вычетами было отмечено, что реализация приведенного в [1]
алгоритма решения соответствующей задачи Римана – Гильберта полностью определяется его
первым пунктом, заключающимся в решении системы трех дифференциальных уравнений (с со-
хранением принятых в [1] обозначений)
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Система (1) возникает и в статье [2] при изучении трехволнового резонансного взаимодей-
ствия в (2+1) измерениях. В указанной статье показывается, что систему (1) можно свести к диф-
ференциальному уравнению второго порядка второй степени, между решениями которого и ре-
шениями шестого уравнения Пенлеве существует взаимно однозначное соответствие.

Но вопрос о нахождении решений системы (1), как в [1], так и в [2], не рассматривался.
В настоящей статье показывается, как система (1) может быть решена на основе ВКБ-метода.
так, обозначая

 12 1ξ ,i∆ =− ∆     13 2ξ ,i∆ =− ∆     23 3ξ ,i∆ =− ∆   (2)

где 1,i = − ξ – константа, которую можно считать равной 1, перепишем систему (1) в виде
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Как показано в [3, с. 49–50], для точек сферы

 
2 2 2
1 2 3 1,D + D + D =  (4)

являющейся частным интегралом системы (3), справедливо равенство

 3 1 2(1 ) .z i- D = D + D  (5)

А в таком случае из соотношений (4) и (5) легко выводятся равенства

 1 2 2,b icD - D =    1 32 ,c bD + D =    2 32 ,i b cD + D =  (6)
где
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которые означают, что систему (3) можно записать следующим образом:
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Каждое из уравнений системы (7) является уравнением Риккати, приводящимся к некоторо-
му векторному линейному однородному дифференциальному уравнению первого порядка.

Рассуждения здесь следующие. Обозначим
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тогда систему (7) можно переписать в виде
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Полагая в полученной системе уравнений Риккати последовательно
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придем к системе
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или к системе

 ( )1 ( ) 0,r r rh z′′ + + =v v    1, 3,r =  (10)

где ( ) φ ( ) 1.r rh z z= -  
Следуя теперь [4, с. 27], будем искать rv  в виде
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Тогда при каждом фиксированном r уравнение (10) можно заменить [4, с. 28] системой двух 
дифференциальных уравнений первого порядка
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которую, вводя вектор-столбец
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и нильпотентную матрицу
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можем записать в векторной форме
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Это дифференциальное уравнение можно заменить интегральным уравнением
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общее решение которого можно получить методом итераций [4, с. 29–33]. Оно имеет вид

 0 0( ) ( , ) ( ),r r ra z F z z a z=  (11)

где элементы фундаментальной матрицы
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представимы в виде рядов
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Элементы 21 0( , )rF z z  и 22 0( , )rF z z  получаются из выражений для 12 0( , )rF z z  и 11 0( , )rF z z  соот-
ветственно заменой i на –i.

В таком случае из (11) находим, что
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и, значит, общее решение уравнения (10) представимо в виде
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Обозначая теперь через rF  матрицу, полученную из матрицы rF   заменой функции ( )rh z  

функцией φ ( ) ( ) 1,r rz h z= +   получим общее решение уравнения (9)
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Тогда, следуя цепочке равенств (8) в обратном порядке, находим, что
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З а м е ч а н и е. В каждую из формул (12) входит в действительности одна произвольная посто-
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Результатом проведенных рассуждений является следующая
Те о р е м а. Общее решение системы (1), компоненты которого удовлетворяют равенствам (6), 

определяется соотношениями (12), (2).
Исследование выполнено при поддержке проекта FP7-PEOPLE-2012-IRSES-316338.
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