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Рассмотрим сингулярное интегральное уравнение вида 
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где ,f k − заданные функции cвоих аргументов, непрерывные по Гельдеру, j –искомая функция, 
непрерывная по Гельдеру.

Как и в одномерном случае [1], решение уравнения (1) зависит от класса функций, в котором 
оно разыскивается. Вопросы обратимости простейших так называемых характеристических 
операторов с мультипликативным ядром Коши изучались в работах [2–6]. 

Для построения вычислительной схемы численного решения уравнения (1), основанной на 
раз ложении сингулярного и регулярного интегралов по многочленам Чебышева, применим из
вестные «спектральные соотношения» для сингулярных интегралов [7]:
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где 1( ),  ( )n nT x U x−  – многочлены Чебышева первого и второго рода, и приведем необходимые 
сведения из теории уравнения (1).

I. Рассмотрим вначале построение вычислительной схемы численного решения уравнения (1)  
в классе функций, ограниченных на всем замкнутом кубе D. Уравнение (1) эквивалентно (в смыс ле 

разрешимости) относительно функции 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) = ( , , ) (1 )(1 )(1 )u x x x x x x x x xj − − −  интег

ральному уравнению Фредгольма вида 
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с присоединенными к нему уравнениями 



27

 

1 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 31 3 2

1 1 2 3
1 2 31 2

1 ( , , , , , ) (1 )(1 )(1 ) ( , , ) =
1

( , , ) , = 1, 2, 3, 1 < , , < 1.
1

k

D k

k
k

dxk x x x t t t t t t u t t t dt dt dt
x

f x x x dx k x x x
x

−

−

 
− − − 

π  −

= −
−

∫ ∫∫∫

∫
 (4)

Если однородное уравнение (3) неразрешимо, то решение неоднородного уравнения (3) 
определяется формулой 
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где 1 2 3 1 2 3( , , , , , )x x xΓ x x x  – резольвента ядра 1 2 3 1 2 3( , , , , , )N x x x x x x .
Подставляя в (4) вместо 1 2 3( , , )u x x x  правую часть , получим условия вида 
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где kw − определенные функции. 
Т е о р е м а 1. Пусть функции 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , , , , ), ( , , )k x x x t t t f x x x , входящие в уравнение (1), 

принадлежат классу Гельдера (по всем переменным), пусть, далее, однородное уравнение 
Фредгольма (3) неразрешимо. Тогда при выполнении условий (необходимых и достаточных) (6) 
решение уравнения (1) относительно функции  2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) = ( , , ) (1 )(1 )(1 )u x x x x x x x x xj − − −  
определяется формулой (5).

Построим приближенное решение уравнения (1). С этой целью функции нескольких пере-
менных 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , , , , ), ( , , )k x x x t t t f x x x  аппроксимируем интерполяционными многочленами, 
построенными по узлам – нулям многочлена Чебышева первого рода ([8, с. 89]).

Введем обозначения: 
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В следующих представлениях будем использовать обозначения (7).
Приближенное решение 1 1 2 3( , , )nu x x x−  найдем как точное решение уравнения 

 

1 2 32 2 2
1 2 3 1 1 2 33

1 1 2 2 3 3

2 2 2
, 1 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 2 3 1 2 33

1 2 3 1 2 3 2 1 3 3 1 2 1

1 (1 )(1 )(1 ) ( , , )
( )( )( )

1 ( , , , , , ) (1 )(1 )(1 ) ( , , ) =

( , , ) ( , ) ( , ) ( , ), 1 <

n
D

n n n
D

n

dt dt dtt t t u t t t
t x t x t x

k x x x t t t t t t u t t t dt dt dt

f x x x Q x x Q x x Q x x x

−

− −

− − − +
− − −π

+ − − −
π
= + + + −

∫∫∫

∫∫∫

2 3, , < 1,x x

 (8) 

где

 
1 1 1

1 2 3 1 2 3 , 1 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
0 0 0 0 0 01 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 31 2 3 1 2 3

( , , , , , ) ( , , , , , ) = , , , , ,
= = = = = =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

n n n n n n
n n m m m p p p

m m m p p p

m m m p p p

k x x x t t t k x x x t t t

T x T x T x T t T t T t

− − −
−≈ a ×

×

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
 (9) 

 

1 1 1
31 2

1 2 31 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 32 3
1 1 11 2 3

3 3 31 2 1 2 1 2
1 2 3 1 2 3 1 2 31 1 2 2 3 3

1 1 11 2 3

1= ( ) ( ) ( ), , , , ,
( ) = = =

( ) ( ) ( ) ( , , , , , ),
= = =

n n n kk k
m m m p p p m m m m m m

k k k

n n n q k qq q k k q q
p p p p p p

q q q

T x T x T x
n n

T t T t T t k x x x t t t

+ + +
a δ δ δ ×

+

× δ δ δ

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
  

 1 2 3 1 2 3 1 2 31 2 3 1 2 3
0 0 01 2 3

( , , ) ( , , ) = ( ) ( ) ( ),, ,
= = =

n n n
n m m m m m m

m m m
f x x x f x x x T x T x T x≈ b∑ ∑ ∑  (10) 



28

 
1 1 1

3 31 2 1 2
1 2 3 1 2 31 2 3 1 1 2 2 3 33

1 1 11 2 3

1= ( ) ( ) ( ) ( , , ),, ,
( 1) = = =

n n n k kk k k k
m m m m m m m m m

k k k
T x T x T x f x x x

n

+ + +
b δ δ δ

+
∑ ∑ ∑   

 
1 1 1

1 1 2 3 1 2 31 2 3 1 2 3
0 0 01 2 3

( , , ) = ( ) ( ) ( ),, ,
= = =

n n n
n k k k k k k

k k k
u x x x c U x U x U x

− − −
− ∑ ∑ ∑  

1 2 3 ( = 0,1, , 1, = 1,2,3), ,k k k jc k n j− −  коэффициенты, подлежащие нахождению.
Bспомогательные многочлены 1 2 3 2 1 3 3 1 2( , ), ( , ), ( , )Q x x Q x x Q x x  определим так, чтобы для урав-

нения (8) были выполнены условия разрешимости 
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Нетрудно получить из предыдущего тождества 
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В результате будем иметь следующее приближенное уравнение относительно неизвестной 
функции 1 1 2 3( , , ) :nu x x x−  
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Пользуясь формулой 
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упростим интегралы, входящие в многочлены 1 2 3 1 2 3( , , ), ( , , ),n nW x x x V x x x  и этим получим их 
представление через многочлены ( ), = 0,1, , .m j jjT x m n  Имеем
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Применяя в (11) свойство линейности интеграла и переходя от кратных интегралов к повтор
ным, учтя аппроксимации (9), (10) и спектральные соотношения (2), из (11) получим: 
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Используя формулы 2 ( ) ( ) = ( ) ( )p k p k p kT x U x U x U x− ++  и (12), упростим интегралы, входящие 
в (13). Приравнивая в (13) коэффициенты при одинаковых многочленах 1 21 2( ),  ( ),m mT x T x  33 ( ),mT x  

> 0,  = 1,2,3,jm j  для нахождения 
1 2 3

( = 0,1, , 1,  = 1,2,3), , jkc k n jk k −  получим систему линей
ных алгебраических уравнений вида 
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Приведем теорему, устанавливающую разрешимость системы (14).
Введем класс функций ( ), 1, 0 < 1.rW H rm ≥ m ≤
Мы говорим, что функция 1 2 3( , , ) ( ),  1,rf x x x W H r∈ m ≥  если она по каждой переменной 

имеет производные до порядка r ≥ 1 и r-я производная из класса ( ),  0 < 1.H m m ≤
Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Если ( ),rk W H∈ m  ( ),rf W H∈ m  1, 0 < 1,r ≥ m ≤  

то при достаточно больших n система (14) разрешима и 
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Д о к а з а т е л ь с т в о  проводится по схеме работы [9].
II. Далее будем разыскивать решение 1 2 3( , , )x x xj  в классе H*. Это означает, что 1 2 3( , , )x x xj   

в любой замкнутой области из D, не содержащей граничных точек, принадлежит классу H,  
а вблизи граничных точек представима в виде

 1 1 2 2 3 31 2 3 1 1 2 2 3 3 0 1 2 3( , , ) = ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( , , ),x x x x x x x x x x x xa b a b a bj + − + − + − j  
где 0 1 2 3( , , ) , 1 < ,  0, = 1,2,3.j jx x x H jj ∈ − a b ≤

Известно, что решение задачи

 
1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 33
1 1 2 2 3 3

1 ( , , ) = ( , , ), ( , , ) ,
( )( )( )D

t t t dt dt dt f x x x x x x D
t x t x t x

j
∈

− − −π
∫∫∫  (15) 

 

1 1
1 2 3 1 1 2 3 1 2 3 2 2 1 21 1

1
1 2 3 3 3 1 2 1 2 31

1 1( , , ) = ( , ), ( , , ) = ( , ),

1 ( , , ) = ( , ), 1 < , , < 1,

t x x dt g x x x t x dt g x x

x x t dt g x x x x x

− −

−

j j
π π

j −
π

∫ ∫

∫
 (16)

где 1 2 3 2 1 2 3 1 2( , ), ( , ), ( , )g x x g x x g x x  – заданные функции класса H*, удовлетворяющие следу ющим 
условиям согласования:
1 1 1 1 1 1

1 2 3 2 2 1 3 1 1 2 3 3 3 1 2 1 2 1 3 3 3 1 2 2
1 1 1 1 1 1

( , ) = ( , ) , ( , ) = ( , ) , ( , ) = ( , ) ,g t x dt g t x dt g x t dt g t x dt g x t dt g x t dt
− − − − − −
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 
(17) 

 1 1 1 1 1 1 2
1 2 3 2 3 2 1 3 1 3 3 1 2 1 21 1 1 1 1 1( , ) = ( , ) = ( , ) = ,g t t dt dt g t t dt dt g t t dt dt A− − − − − − π∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

согласно [5], дается формулой 

 

1 2 3
1 2 3 1 2 3

2 2 2
1 2 3

( ; , , )( , , ) = ( , , ),
(1 )(1 )(1 )

R f x x xx x x G x x x
x x x

j +
− − −

 (18)

где

 

2 2 2
1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 33
1 1 2 2 3 3

(1 )(1 )(1 )1( ; , , ) = ( , , ) ,
( )( )( )D

t t t
R f x x x f t t t dt dt dt

t x t x t x
− − −

−
− − −π

∫∫∫  (19) 
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11 2 3 2 1 3 3 1 2
1 2 3 1 2 3 212 2 2 2 2

1 2 3 1 2

1 1
3 1 2 1 2 1 3 31 12 2 2 2 2 2 2

1 3 2 3 1 2 3

( , ) ( , ) ( , ) 1 1( , , ) = ( , )
1 1 1 (1 )(1 )

1 1 1 1( , ) ( , ) .
(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 )(1 )

g x x g x x g x xG x x x g t x dt
x x x x x

Ag t x dt g x t dt
x x x x x x x

−

− −

+ + − −
π− − − − −

− − +
π π− − − − − − −

∫

∫ ∫
 

Обратимся теперь к уравнению (1) и присоединим к нему условия (16). Полагая 

 
*

1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) = ( , , ) ( , , ),x x x x x x x x xj j + ψ  
от задачи (1), (16), (17) приходим к двум задачам:

 

*
1 2 3

1 2 3 1 2 33
1 1 2 2 3 3

1 ( , , ) = 0, ( , , ) ,
( )( )( )D

t t t dt dt dt x x x D
t x t x t x

j
∈

− − −π
∫∫∫  (20) 

 

1 1* *
1 2 3 1 1 2 3 1 2 3 2 2 1 21 1

1 * *
1 2 3 3 3 1 2 1 2 3 3 1 2 31 3

1 1( , , ) = ( , ), ( , , ) = ( , ),

1 1( , , ) = ( , ), ( , , ) = , 1 < , , < 1,
D

t x x dt g x x x t x dt g x x

x x t dt g x x t t t dt A x x x

− −

−

j j
π π

j j −
π π

∫ ∫

∫ ∫∫∫
 (21)

и

 
1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 33 3
1 1 2 2 3 3

*
1 2 3 1 2 3

1 ( , , ) 1 ( , , , , , ) ( , , )
( )( )( )

= ( , , ), ( , , ) ,
D D

t t t dt dt dt k x x x t t t t t t dt dt dt
t x t x t x

f x x x x x x D

ψ
+ ψ =

− − −π π

∈

∫∫∫ ∫∫∫
 (22)

где

 * *
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 33

1( , , ) = ( , , ) ( , , , , , ) ( , , ) .
D

f x x x f x x x k x x x t t t t t t dt dt dt− j
π

∫∫∫   

 
1 1 1

1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3 31 1 1

1 2 3

1 1 1( , , ) = 0, ( , , ) = 0, ( , , ) = 0,

1 < , , < 1.

t x x dt x t x dt x x t dt

x x x
− − −ψ ψ ψ

π π π
−

∫ ∫ ∫  (23)

Согласно (18), (19), решение задачи (20), (21) определяется формулой 

 
*

1 2 3 1 2 3( , , ) = ( , , ),x x x G x x xj  

а задача (22), (23) эквивалентна в смысле разрешимости интегральному уравнению Фредгольма 

 
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , , , , ) ( , , ) = ( , , ),

D
u x x x N x x x t t t u t t t dt dt dt F x x x+ ∫∫∫  (24)

где

 
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 32 2 2
1 2 362 2 2 1 1 2 2 3 31 2 3

( , , , , , ) =
1 1 ( , , , , , )(1 )(1 )(1 ) ,

( )( )( )(1 )(1 )(1 ) D

N x x x t t t
k t t t d d d

x x xt t t

x x x x x x
= − − x − x − x

x − x − x −π− − −
∫∫∫

  

 
*

1 2 3 1 2 32 2 2
1 2 3 1 2 33

1 1 2 2 3 3

1 ( , , )( , , ) = (1 )(1 )(1 ) ,
( )( )( )D

f d d dF x x x
x x x

x x x x x x
− − x − x − x

x − x − x −π
∫∫∫   

 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) = ( , , ) (1 )(1 )(1 ) .x x x u x x x x x xψ − − −  

Пусть однородное уравнение (24) неразрешимо (имеет только нулевое решение). Тогда реше
ние неоднородного уравнения (24) дается формулой 

 
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) = ( , , ) ( , , , , , ) ( , , ) ,

D
u x x x F x x x x x x F d d d− Γ x x x x x x x x x∫∫∫  

где 1 2 3 1 2 3( , , , , , )x x xΓ x x x  – резольвента ядра 1 2 3 1 2 3( , , , , , )N x x x t t t .
Т е о р е м а 3. Пусть функции 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , , , , ), ( , , )k x x x t t t f x x x , входящие в уравнение (1), 

принадлежат классу Гельдера (по всем переменным), функции 1 2 3( , ),g x x  2 1 3 3 1 2( , ), ( , )g x x g x x , 
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входящие в (21), принадлежат классу H*, пусть, далее, однородное уравнение Фредгольма (24) 
неразрешимо. Тогда задача (1), (16), (17) имеет единственное решение, представимое в виде

 

1 2 3 1 2 3 2 1 3 3 1 2
1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

( , , ) ( , ) ( , ) ( , )( , , ) =
(1 )(1 )(1 ) 1 1 1

u x x x g x x g x x g x xx x x
x x x x x x

j + + + −
− − − − − −

  

 

1 1
1 2 3 2 3 1 2 11 12 2 2 2

1 2 1 3

1
2 1 3 312 2 2 2 2

2 3 1 2 3

1 1 1 1( , ) ( , )
(1 )(1 ) (1 )(1 )

1 1 ( , ) ,
(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 )

g t x dt g t x dt
x x x x

Ag x t dt
x x x x x

− −

−

− − −
π π− − − −

− +
π− − − − −

∫ ∫

∫
 

где 1 2 3( , , )u x x x  – решение задачи (24).
Введем обозначения: 

 

2 2 2 2
1 2 3 2 3 1 2 3 2 1 3 1 3 2 1 3

2 2 * 2 2 2
3 1 2 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3

( , ) = (1 )(1 ) ( , ), ( , ) = (1 )(1 ) ( , ),

( , ) = (1 )(1 ) ( , ), ( , , ) = (1 )(1 )(1 ) ( , , ),

h x x x x g x x h x x x x g x x

h x x x x g x x G x x x x x x G x x x

− − − −

− − − − −
 

т. е. 

 

1 11 2 3 3 1 2*
1 2 3 1 2 3 2 1 3 3 1 2 2 11 12 2

2 1

1 ( , ) 1 ( , )( , , ) = ( , ) ( , ) ( , )
(1 ) (1 )

h t x h t xG x x x h x x h x x h x x dt dt
t t

− −+ + − − −
π π− −

∫ ∫
 

 

 1 2 1 3
31 2

3

1 ( , ) .
(1 )

h x t dt A
t

−− +
π −

∫
 

Построим приближенное решение задачи (22), (23). С этой целью функции нескольких пере-
мен  ных 1 2 3, , , ,k f h h h  аппроксимируем интерполяционными многочленами, построенными 
по узлам – нулям многочлена Чебышева первого рода [8].

Введем обозначения: 

 

2
1, = 0,1, , 2, 1, = 0,

= = ( , ) ( ) ( ) ( ),
0, = 1, , 2, 1,

2 1 2 1
= cos , = 1,2, , 1, = cos , = 1,2, , 2, = 1,2,3.

2 2 2 4

j j
m p m mj j

j j

k qj jj j
j jj j

m n p
m x T x m T x

m n n p

k q
x k n t q n j

n n

+
− 

s δ w = − s − ≥ 
− −

π + π +
+ +



 

 (25)

В следующих представлениях будем использовать обозначения (25). 

1 1 1
1 2 3 1 2 3 , 1 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

0 0 0 0 0 01 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 31 2 3 1 2 3

( , , , , , ) ( , , , , , ) = , , , , ,
= = = = = =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

n n n n n n
n n m m m p p p

m m m p p p

m m m p p p

k x x x t t t k x x x t t t

U x U x U x T t T t T t

+ + +
+≈ a ×

×

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
 (26)

где

 
1 1 1

31 21 2 31 2 31 2 3 1 2 3 3 3
1 1 11 1 1

1= ( , ) ( , ) ( , ), , , , ,
( 2) ( 1) = = =

n n n kk k
m m m p p p

k k k
m x m x m x

n n

+ + +
a w w w ×

+ +
∑ ∑ ∑   

 
2 2 2

3 3 31 2 1 2 1 2
1 2 3 1 2 3 1 2 31 1 2 2 3 3

1 1 11 2 3
( ) ( ) ( ) ( , , , , , ),

= = =

n n n q k qq q k k q q
p p p p p p

q q q
T t T t T t k x x x t t t

+ + +
× δ δ δ∑ ∑ ∑  

 1 2 3 1 2 3 1 2 31 2 3 1 2 3
0 0 01 2 3

( , , ) ( , , ) = ( ) ( ) ( ),, ,
= = =

n n n
n m m m m m m

m m m
f x x x f x x x U x U x U x≈ b∑ ∑ ∑  (27)

где
 

1 1 1
3 31 2 1 21 2 31 2 3 1 2 31 2 3 3

1 1 11 2 3

1= ( , ) ( , ) ( , ) ( , , ),, ,
( 1) = = =

n n n k kk k k k
m m m

k k k
m x m x m x f x x x

n

+ + +
b w w w

+
∑ ∑ ∑
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1 1

1
1 2 3 1, 1 2 3 2 32 32 30 02 3
( , ) ( , ) = ( ) ( ),,= =

n n
n p pp p

p p
h x x h x x T x T x

+ +
+≈ g∑ ∑  (28)

где 
2 2

1 3 32 212 3 2 32 2 3 322 3 1 12 3

1= ( ) ( ) ( , ),, ( 2) = =

n n q pq p
p p p pp

q q
T x T x h x xp n

+ +
g δ δ

+
∑ ∑

 
1 1

2
2 1 3 2, 1 1 3 1 31 31 30 01 3
( , ) ( , ) = ( ) ( ),,= =

n n
n p pp p

p p
h x x h x x T x T x

+ +
+≈ g∑ ∑  (29)

где 
2 2

2 3 31 121 3 1 31 1 3 321 3
1 3

1= ( ) ( ) ( , ),, ( 2) =1 =1

n n q pq p
p p p pp p

q q
T x T x h x x

n

+ +
g δ δ

+
∑ ∑

 

 
1 1

3
3 1 2 3, 1 1 2 1 21 21 20 01 2
( , ) ( , ) = ( ) ( ),,= =

n n
n p pp p

p p
h x x h x x T x T x

+ +
+≈ g∑ ∑  (30)

где 
2 2

3 1 2 1 231 2 1 21 1 2 221 2 1 11 2

1= ( ) ( ) ( , ),, ( 2) = =

n nq q p p
p p p pp p

q q
T x T x h x x

n

+ +
g δ δ

+
∑ ∑

 

 

* *
1 2 3 1 1 2 3 1, 1 2 3 2, 1 1 3 3, 1 1 2

1 1 11, 1 2 3 3, 1 1 2 2, 1 1 3
2 1 31 1 12 2 2

2 1 3

( , , ) ( , , ) = ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )1 1 1 .

(1 ) (1 ) (1 )

n n n n

n n n

G x x x G x x x h x x h x x h x x
h t x h t x h x t

dt dt dt A
t t t

+ + + +

+ + +
− − −

≈ + + −

− − − +
π π π− − −

∫ ∫ ∫
 (31)

Учитывая, что 

 

1

21

1, = 0,1 ( )= =
0, 0,1

k
k

kT t dtI
kt−


 ≠π −

∫  (32)

упростим интегралы, входящие в *
1 1 2 3( , , )nG x x x+ , и вследствие этого получим представление 

этой функции по многочленам Чебышева первого рода: 

 

1 1 1 1
* 1 2

1 1 2 3 2 3 1 32 3 1 32 3 1 30 0 0 02 3 1 3
( , , ) = ( ) ( ) ( ) ( ), ,= = = =

n n n n
n p p p pp p p p

p p p p
G x x x T x T x T x T x

+ + + +
+ g + g +∑ ∑ ∑ ∑   

 
1 1 1 1 1

3 1 3 2
1 2 3 2 11 2 3 2 10, 0, 01 2 3 2 10 0 0 0 01 2 3 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ., ,= = = = =

n n n n n
p p p p pp p p p p

p p p p p
T x T x T x T x T x A

+ + + + +
+ g − g − g − g +∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

Приближенное решение задачи (22), (23) найдем как точное решение задачи 

 

1 1 2 3 1 2 3
3 2 2 2 1 1 2 2 3 31 2 3

1 ( , , )
( )( )( )(1 )(1 )(1 )

n

D

u t t t dt dt dt
t x t x t xt t t

+ +
− − −π − − −

∫∫∫  (33) 

 1 1 2 3
, 1 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 33 2 2 2

1 2 3

1 ( , , )( , , , , , ) = ( , , ),
(1 )(1 )(1 )

n
n n n

D

u t t tk x x x t t t dt dt dt F x x x
t t t

+
++

π − − −
∫∫∫   

1 1 11 1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3
1 2 3 1 2 31 1 12 2 2

1 2 3

( , , ) ( , , ) ( , , )= 0, = 0, = 0, 1 < , , < 1,
1 1 1

n n nu t x x u x t x u x x tdt dt dt x x x
t t t

+ + +
− − − −

− − −
∫ ∫ ∫  (34)

где

 1 2 3*
1 2 3 1 2 3 , 1 1 2 3 1 2 3 1 1 2 33 2 2 2

1 2 3

1( , , ) = ( , , ) ( , , , , , ) ( , , ) ,
(1 )(1 )(1 )

n n n n n
D

dt dt dtF x x x f x x x k x x x t t t G t t t
t t t

+ +−
π − − −

∫∫∫   

 
1 1 1

1 1 2 3 1 2 31 2 3 1 2 3
0 0 01 2 3

( , ) = ( ) ( ) ( ),, ,
= = =

n n n
n k k k k k k

k k k
u x x x c T x T x T x

+ + +
+ ∑ ∑ ∑  

1 2 3 ( = 0,1, , 1, = 1,2,3), ,k k k jc k n j+ −  коэффициенты, подлежащие нахождению.

Применяя в (33) свойство линейности интеграла и переходя от кратных интегралов к по-
вторным, пользуясь спектральными соотношениями (2), формулами (32) и 2 ( ) ( ) =k pT x T x  
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( ) ( )k p k pT x T x− += + , а также аппроксимациями (26)–(31), и вводя обозначения | |( , ) = ,k p k pJ p k I I− ++  
от (33) придем к равенствам 

 

1 1 1
1 1 1 2 1 31 2 3 1 2 3

1 1 11 2 3
1 1 1

1 2 31 2 3 1 2 3 1 2 3
0 0 0 0 0 01 2 3 1 2 3

1 1 1 1 11 1
1 2 3 20 0 01 2 3 1

( ) ( ) ( ), ,
= = =

( ) ( ) ( ), , , , ,
= = = = = =

( ) ( )1
, ,

= = = 1

n n n
k k k k k k

k k k

n n n n n n
m m m p p p m m m

m m m p p p

n n n p k
k k k

k k k

c U x U x U x

U x U x U x

T t T t
c d

t

+ + +
− − −

+ + +

+ + +

+

+ a ×

×
π −

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
1 1 1 3 32 2 3 32 2

1 2 3
2 21 1 12 3

1 2 31 2 3 1 2 3
0 0 01 2 3

( ) ( )( ) ( )1 1

1 1

*= ( ) ( ) ( ),, ,
= = =

p kp k

n n n
m m m m m m

m m m

T t T tT t T t
t dt dt

t t

U x U x U x

− − −
=

π π− −

b

∫ ∫ ∫

∑ ∑ ∑

 (35)

где

 

1 1 1 10 11 2 3 2 3
2 2 3 31 2 3 1 2 3 2 30 0 0 02 3 2 3

1 1 1 10 21 2 3 1 3
1 1 3 31 30 0 0 01 3 1 3

1 1
1 2 3 1

0 01 2

, , , , ,* = ( , ) ( , ), , , , ,4= = = =
, , , , , ( , ) ( , ),4= = = =
, , , ,

= =

n n n nm m m p p
m m m m m m q

p p q q

n n n nm m m p p
q

p p q q

n n m m m p

p p

J p q J p qq

J p q J p qq

+ + + +

+ + + +

+ +

a
b b − g −

a
− g −

a
−

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
1 10 32

1 1 2 21 20 01 2
1 1 1 10 0 0 01 31 2 3 3 1 2 3 2

3 3 2 20, 0,3 20 0 0 03 3 2 2
1 10 0 21 2 3 1

1 1 1 2 3010 01 1

, ( , ) ( , ),4 = =
, , , , , , , , , ,( , ) ( , )

2 2= = = =
, , , , , ( , ) , ,,2= =

n np
q

q q

n n n nm m m p m m m p
q q

p q p q

n nm m m p
m m mq

p q

J p q J p qq

J p q J p q

J p q

+ +

+ + + +

+ +

g +

a a
+ g + g +

a
+ g − a

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ 0 0,0 ., , A

 

Приравнивая в (35) коэффициенты при одинаковых многочленах 1 21 2( ),  ( ),m mU x U x  33 ( )mU x , 
для нахождения 1 2 3 ( = 0,1, , 1,  = 1,2,3), ,k k k jc k n j+  получим систему линейных алгебраических 
уравнений вида 

1 1 1
1 1 11 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

0 0 01 2 3

*= , = 0,1, , , 1, 2, 3., , , , , , , , , , ,
= = =

n n n
m k k k m m m k k k m m m j

k k k
c c m n jm m

+ + +
+ + + + m b =∑ ∑ ∑   (36)

где

 

1 1 1

| |1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 2 21 1 2 2
0 0 01 2 3

| 3 33 3

1=, , , , , , , , , , | |8 = = =
, = 0,1, , , = 0,1, , 1, 1, 2, 3.|

n n n
m m m k k k m m m p p p p k p kp k p k

p p p

p k j jp k

I I I I

I I m n k n j

+ + +
m a + + ×   + +− −   

× + + = +− 

∑ ∑ ∑

 

 

Система (36) содержит 3( 2)N +  неизвестных и 3( 1)N +  уравнений, однако, учитывая в (34) 
тот факт, что многочлены Чебышева образуют на отрезке [–1, 1] линейно независимую систему, 
из (34) приходим к выводу, что все коэффициенты 1 2 3, ,k k kc , имеющие хотя бы один нулевой ин
декс, равны нулю. Исключив соответствующие столбцы из (36), получаем систему линейных 
алгебраических уравнений с квадратной матрицей:

1 1 1
1 1, 11 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 11 2 3

*= , = 0,1, , , 1, 2, 3., , , , , , , , , ,
= = =

n n n
m m m k k k m m m k k k m m m j

k k k
c c m n j

+ + +
+ + + + m b =∑ ∑ ∑   (37)

Т е о р е м а 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Если ( ), ( ),r rk W H f W H∈ m ∈ m  
1 2 3( ),  ( ),  ( ),  1,  0 < 1,r r rh W H h W H h W H r∈ m ∈ m ∈ m ≥ m ≤  то при достаточно больших n система 

(37) разрешима и 
6

1 2 3 1 1 2 3 3
ln|| ( , , ) ( , , ) || = ,  3 > 0.n C r

nu x x x u x x x O r
n

+ +m−

 
− + m −  

 
Д о к а з а т е л ь с т в о  проводится по схеме работы [9].
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G. А. RASOLKO

APPROXIMATE SOLUTION OF THE FIRST-KIND INTEGRAL EQUATION  
WITH THE MULTIPLICATIVE CAUCHY KERNEL BY THE METHOD OF ORTHOGONAL POLYNOMIALS

Summary

The computing scheme of numerical solution of the first-kind integral equation with the triple Cauchy kernel in classes  
of bounded and unbounded functions by the method of orthogonal polynomials is obtained. 


