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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА C ПЕРИОДИЧЕСКИМИ УСЛОВИЯМИ 

Аннотация. Изучается классическое решение граничной задачи для строго гиперболического уравнения чет-
вертого порядка в случае двух независимых переменных с четырьмя различными семействами характеристик. 
Заметим, что корректная постановка смешанных задач для гиперболических уравнений зависит не только от количе-
ства характеристик, но также и от их расположения. Оператор уравнения представляет собой композицию дифферен-
циальных операторов первого порядка. Уравнение задается в полуполосе двух независимых переменных. На нижнем 
основании области задаются условия Коши, а на боковых границах – периодические условия. Методом характеристик 
выписывается в аналитическом виде решение рассматриваемой задачи. Доказывается единственность решения. 
Заметим также, что решение во всей заданной области представляет собой композицию найденных решений в неко-
торых подобластях. Таким образом, для того чтобы найденное классическое решение обладало искомой гладкостью, 
необходимо, чтобы на границе данных подобластей значения этих кусочных решений, а также их производных  
до четвертого порядка, совпадали. Под классическим решением понимается функция, которая определена во всех 
точках замыкания заданной области и имеет все классические производные, входящие в уравнение и условия задачи. 
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Введение. Задачам для одномерного гиперболического уравнения четвертого порядка посвя-
щено немало исследований (см., напр., [1–5]), и во многих из них изучаются классические ре-
шения. Настоящая работа является продолжением построения классических решений задач 
для строго гиперболических уравнений четвертого порядка с четырьмя различными характе-
ристическими направлениями. Рассматривается гиперболическое уравнение с постоянными 
коэффициентами, для которого находится классическое решение смешанной задачи c перио-
дическими условиями. Оператор уравнения представим в виде композиции линейных опера-
торов первого порядка. В данной работе используется метод характеристик для нахождения 
классического решения. С помощью характеристик для уравнения определяется его общее  
решение, и из него выделяется то, которое удовлетворяет условиям Коши и другим гранич- 
ным условиям. 

Постановка задачи. В замыкании области Q = (0,∞) × (0,l) двух независимых переменных 
задано одномерное уравнение

	 ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )(2) (3) )(1) (4 , , , ,t x t x t x t xLu a a a a u t x f t x t x Q= ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ = ∈ 	 (1)

относительно искомой функции ( ) ( )2: , , ,u Q t x u t x⊃ → ∈   где ( ) , 1,4,ia i =  l – действитель-
ные числа и ( ) ( ) ,i ja a i j≠ ∀ ≠  0 ,l< < +∞  t∂ , x∂  – частные производные по t и x соответственно. 

В общем случае 
k p

k p
t x k p

t x

+∂
∂ ∂ =

∂ ∂
 – частные производные по t и x порядка k + p, где k и p – целые 

неотрицательные числа. К уравнению (1) на части границы Q∂  области Q присоединяются 
условия Коши

	 ( ) ( ) [ ]0, ,   0,1,2,3, 0, ,j
t ju x x j x l∂ = ϕ = ∈ 	 (2)

и однородные периодические граничные условия

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3,0 , , ,0 , , ,0 , , ,0 , , 0.x x x x x xu t u t l u t u t l u t u t l u t u t l t= ∂ = ∂ ∂ = ∂ ∂ = ∂ ≥ 	 (3)

Здесь ( ) ( ) [ ] ( ): , , ,   : 0, ,  0,1,2,3 j jf Q t x f t x l x x j→ ∈ ϕ →ϕ =  , – заданные функции. Та-
ким образом, требуется найти решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям Коши (2), гра-

ничным условиям (3). Для определенности предположим, что (1) (3), 0a a < 
(1) (3), 0a a <  и (2) (4), 0.a a > 

(2) (4), 0.a a >
Общее решение уравнения (1). 
Л е м м а  1 .  Общее решение уравнения (1) из класса четырежды непрерывно дифференциру-

емых функциий  представляется в виде суммы

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1) (2) (3) (4)

1 2 3 4, , ,pu t x g x a t g x a t g x a t g x a t v t x= + + + + + + + + 	 (4)

где ( )1,4jg j =  – произвольные функции с областиями определения ( ) ( ) ( ]( )1 3, , ,D g D g l= −∞  

( ) ( ) [ )( )2 4, 0, ,D g D g = +∞  если ( ), ,t x Q∈  и vp – частное решение уравнения (1).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем обозначение

	 ( )( ) ( ) ( ) ( )( (4
0

3) ) , , , , .t x t xa a u t x w t x t x Q∂ − ∂ ∂ − ∂ = ∈ 	 (5)

Уравнение 0 0Lu =  запишем в виде 

	 ( )( ) ( ) ( )(1) (2) , 0, , .t x t xa a w t x t x Q∂ − ∂ ∂ − ∂ = ∈ 	 (6)
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Через функции характеристик делаем замену (1 )
0 1

) (2,  .x a t y x a t y+ = + =  После приведения  
к каноническому виду уравнение (6) запишется так:

	
( ) 0 1

(1) (2) 2
0,y ya a w − − ∂ ∂ = 

 
 	 (7)

где ( ) ( )0 1, , .w y y w t x=  Интегрируем уравнение (7). В результате получим

( ) ( ) ( )(1) (2)
0 1 1 0, ,w y y h y h y= +

или

( ) ( ) ( )(1) (1) (2) (2), .t x h x a t h x a tω = + + +

Аналогично получим

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1) (2) (3) (
0 1 2 3

)
4

4,u t x g x a t g x a t g x a t g x a t= + + + + + + +

(см. также [5]). Лемма 1 доказана.

Те о р е м а  1 .  Общее решение (4) однородного уравнения (1) u0 ( )4( , )u t x C Q∈  тогда и только 
тогда, когда

	 ( ] [ )4 4
1 3 2 4, , , , 0, .g g C l g g C∈ −∞ ∈ ∞ 	 (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если выполняются условия (8), то решение ( )0 1
(1)( , )u t x g x a t= + +  

( ) ( ) ( )(2) (3) (4
2

)
3 4g x a t g x a t g x a t+ + + + + +  однородного уравнения (1) принадлежит ( )4 .C Q

Обратно, пусть ( ) ( )4
0 ,u t x C Q∈  и является решением однородного уравнения (1). Тогда про-

изводные ( ) ( )0
0 , ,j k

t xu t x C Q∂ ∂ ∈  где { }, 0,1,2,3,4t k∈  и 4.j k+ =  Расписывая данные производ
ные более подробно, получим

	

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

(1) (1) (2) (2)

(3) (3) (4) (

4 4
0 1 2

4 4
3 4

4)

,

,

j jj k
t x

j j

u t x a d g x a t a d g x a t

a d g x a t a d g x a t

∂ ∂ = + + + +

+ + + +
	

(9)

где d4 – оператор обыкновенной производной четвертого порядка. Равенства (9) рассматривают-
ся как система пяти уравнений относительно производных 4 , 1,4.id g i =  Нетрудно проверить, что 
определители четвертого порядка матрицы этих уравнений не равны нулю. Следовательно, про-
изводные d4gi определяются через производные ( )0 ,j k

t xu t x∂ ∂  решения 0 ( , )u t x  однородного урав-
нения (1). Отсюда следует необходимость выполнения условий (8). Таким образом, доказано 
утверждение теоремы 1.

Частное решение уравнения (1). Конструкция частного решения будет осуществляться ло-
кально на подмножествах области Q. Конструкция состоит из двух этапов.

Первый этап. Сначала разобьем область Q на подобласти Q(m), 1,2,3,...,m =  как это представ-
лено на рис. 1:

	  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(2) (1)
( )

(2) (1) (1) (2) (1)

(2) (1)
( )

(1) (2) (2) (1) (2

2)

) (1)

(
1 11, ,0 , 1,3,5,...,

2 2 2

2
, ,0 , 2,4,6,... .

22 2

m

m

m l m lm l l a aQ t x t x x l m
a a a a a a

m la a ml m l lQ t x x t x l m
a a a a a a

 + −− +  = − < < − + − < < =  
   

 −+  = − + − < < − < < =  
   

   (10)
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В замыкании ( )mQ  подобласти ( )mQ  рассматриваем уравнение 

	 ( )( ) ( ) ( )(1) (2) , , .t x t x pa a w t x f t x∂ − ∂ ∂ − ∂ = 	 (11)

После его интегрирования получаем решение

	

( ) ( ) ( )

( )
(1) (2)

( ) ( )

( ) (1, ) (1) (2, ) (2)

(2) (1)

(2) (1) (2)(2) (1) 2 (1)

,

1 , ,
m m

p
m m

x a t x

m

a t

A B

w t x f x a t f x a t

a ad f d
a a a aa a

+ +

= + + + −

 η− ξ ξ − η
− ξ η  − − −

∫ ∫
	

(12)

где

( )

( )

(1)

(2)
( )

(1)

(2)

1 1 , 1,3,5,...,
2 2

1
, 2,4,6,...,

2 2

m

m m lal m
aA

m m lal m
a

 − −
− + =
= 

− − + =     

(2)

(1)
( )

(2)

(1)

1 , 1,3,5,...,
2

, 2,4,6,... .
2

m

m lal l m
a

B
m lal m

a

  −
+ − =     = 

  − =   
 

Из формулы (12) видно, что для каждого m = 1,2,3,…, если функция f принадлежит ( )2 ,C Q  
функция ( )

p
mw  является непрерывно дифференцируемой до третьего порядка включительно  

на множестве ( )mQ  и удовлетворяет уравнению (11). Частное решение wp уравнения (11) на мно-
жестве Q  определим с помощью функций

Рис. 1. Разбиение области Q на подобласти Q(m) 

Fig. 1. Partition of the domain Q into the subdomains Q(m)
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	 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , , .m
p

m
pw t x w t x t x Q m= ∈ ∈ 	 (13)

Требуем выполнения условия гладкости wp на .Q  За счет выбора функций ( , )j mf  и f из клас-
са ( )2C Q  частное решение (13) должна быть из класса ( )3 .C Q  Это можно сделать следующим 
образом. При соответствующем выборе функций ( ,1) ,jf  j = 1,2,

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1) (1) (1)2 (1)30, 0, 0, 0, 0, , 0, 0, .p t p t p t p tw x w x w x f x w x f x= ∂ = ∂ = ∂ = ∂

Далее за счет функций ( ,2) , 1,2,jf j =  при 
(1) (2)

(2) (1) (2)
l a at x

a a a
+

= −  достигается выполнение ус-
ловий Коши для функции (2)

pw , т. е.

	

(1) (1)(2) (2)
(2) (1)

(2) (2) (2) (2)

(2) (2)
(2) (1)

(2) (2) (2) (2)

(1) (1)

(1) (1)

(1) (1)

, , ,

, , .

p p

t p t p

l a a l a aw x x w x x
a a a a a a

l a a l a aw x x w x x
a a a a a a

   + +
− = −      

   
   + +

∂ − = ∂ −      
   

	 (14)

Отсюда и из уравнения (11) следуют равенства для вторых и третьих производных

	

( ) ( )

(1) (2) (1) (2)
(2) (1)

(1) (2) (1) (2)

(1) (2) (1) (2)
(2) (3 1)

(2) (1 )

2 2
2

) (2) (2 (1) (2)

2

3

, , ,

, , .

t p t p

t p t p

l a a l a aw x x w x x
a a a aa a

l a a l a aw x x w x x
a a a a a a

   + +
∂ − = ∂ −      

   
   + +

∂ − = ∂ −      
     

	 (15)

Из равенств (14), (15) и предположения ( )2f C Q∈   следует, что ( ) ( )(1) (2)3, .pw t x C Q Q∈ ∪   
За счет других функций ( , ) ,j mf  1,2,  3,4,...,j m= =  из класса C 3 требуем, чтобы для примыка- 
ющих друг к другу функций ( 1)

p
mw +  и ( )

p
mw  значения самих функций и их производных первого, 

второго и третьего порядков совпадали на общих границах, представляющих собой отрез- 

ки [ ]
(1) (2) (1) (2)

(1) (2) (2) (1) (1) (2)
1 1 ,   3,5,..., 0, ,

2 2
a a m l m l a ax t m x l

a a a a a a
+ − + = − = ∈ + + 

 и [ ](2) (2) ,   4,6,8,..., 0, .
2
m l lt m x l

a a
 = − = ∈ 
 

[ ](2) (2) ,   4,6,8,..., 0, .
2
m l lt m x l

a a
 = − = ∈ 
 

Второй этап. Разобьем область Q на подобласти Ω(k), k = 1,2,3,…, как это представле- 
но на рис. 2: 

    

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(4) (3)
( )

(4) (3) (3) (4) (4) (3)

(4) (3)
( )

(3) (4) (4) (3) (4) (3)

1 11, ,0 , 1,3,5,...,
2 2 2

2
, ,0 , 2,4,6,... .

22 2

k

k

k l k lk l l a at x t x x l k
a a a a a a

k la a kl k l lt x x t x l k
a a a a a a

 + −− +  Ω = − < < − + − < < =  
   

 −+  Ω = − + − < < − < < =  
   

	  (16)

Теперь в замыкании ( )kΩ подобласти ( )kΩ  рассматриваем уравнение

	 ( )( ) ( ) ( )(3) (4) , , .t x t x p pa a v t x w t x∂ − ∂ ∂ − ∂ = 	 (17)
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После его интегрирования получаем решение

	

( ) ( ) ( )

( )
(3) (4)

( ) ( )

( ) (3, ) (3) (4, ) (4)

(4) (3)

(4) (3) (4) (3)(4) (3) 2

,

1 , ,
k k

p
k k k

x a t x a t

p
C D

v t x f x a t f x a t

a ad w d
a a a aa a

+ +

= + + + −

 η− ξ ξ − η
− ξ η  − − −

∫ ∫
	

(18)

где

( )

( )

(3)

(4)
( )

(3)

(4)

1 1 , 1,3,5,....,
2 2

1
, 2,4,6,....,

2 2

k

k k lal k
aC

k k lal k
a

 − −
− + =
= 

− − + =

   

(4)

(3)
( )

(4)

(3)

1 , 1,3,5,...,
2

, 2,4,6,... .
2

k

k lal l k
a

D
k lal k

a

  −
+ − =     = 

  − =   
 

Из формулы (18) видно, что для каждого k = 1,2,3,…, если функция f принадлежит 
( )2 3( ) ( ) ,pC w CQ Q∈  функция ( )

p
kv  является непрерывно дифференцируемой до четвертого по-

рядка включительно на множестве ( )kΩ  и удовлетворяет уравнению (1). Частное решение vp 
уравнения (1) на множестве Q  определим с помощью функций 

Рис. 2. Разбиение области Q на подобласти Ω(k)

Fig. 2. Partition of the domain Q into the subdomains Ω(k)



	 Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2018. T. 54, № 2. С. 135–148	 141

	 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , , .k
p

k
pv t x v t x t x k= ∈Ω ∈ 	 (19)

Требуем выполнения условия гладкости vp на .Q  За счет выбора функций ( , )i kf  и f из класса 

( )2C Q  частное решение (1) должно быть из класса ( )4 .C Q  Это можно сделать следующим об-
разом. При соответствующем выборе функций ( ,1) ,  3,4,if i =

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1) (1) (1) (12 4 (13 ) )0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, .p t p t p t p t pv x v x v x v x v x f x= ∂ = ∂ = ∂ = ∂ = 	 (20)

Далее за счет функций ( ,2) ,  3,4,if i =  при 
(3) (4)

(4) (3) (4)
l a at x

a a a
+

= −  достигается выполнение ус-

ловий Коши для функции (2) ,pv  т. е.

	

( )

( )

(3) (3)(4) (4)
1

(3) (3)

(3) (3)
1

(3)

(2)
(4) (4) (4) (4)

(4) (4)
(

(3
2)

(4) (4) (4) (4))

, , ,

, , .

p p

t p t p

l a a l a av x x v x x
a a a a a a

l a a l a av x x v x x
a a a a a a

   + +
− = −      

   
   + +

∂ − = ∂ −      
   

	 (21)

Отсюда и из уравнений (11), (17) следуют равенства для вторых, третьих и четвертых про-
изводных

	

(3) (4) (3) (4)
(2) (1)

(4) (3) (4) (4) (3) (4), , ,   2,3,4.j j
t p t p

l a a l a av x x v x x j
a a a a a a

   + +
∂ − = ∂ − =      

   
	 (22)

Из равенств (21), (22) и предположения ( )2f C Q∈  следует, что ( ) ( )(1) (2)4, .pv t x C Q Q∈ ∪   

За счет других функций ( , ) 3,4,  , 3,4,..., i kf i k= =  из класса C4 требуем, чтобы для примыкающих 

друг к другу функций ( 1)
p
kv +  и ( )

p
kv  значения самих функций и их производных первого, второго, 

третьего и четвертого порядков совпадали на общих границах, представляющих собой отрезки

[ ]
(4) (3) (4)

(3) (4) (4) (3)

(3)

(3) (4)
1 1 , 3,5,7,9,..., 0, ,

2 2
a a k l k l a ax t k x l

a a a a a a
+ − + = − = ∈ + + 

 и [ ](4) (3) , 2,4,6,...,   0, .
2
k l lt k x l

a a
 = − = ∈ 
 

[ ](4) (3) , 2,4,6,...,   0, .
2
k l lt k x l

a a
 = − = ∈ 
 

Те о р е м а  2 . Пусть правая часть уравнения (1) ( )2 .f C Q∈  Тогда функция vp, определяемая 
формулами (12), (18), (19) при соответствующем выборе функций ( , ) ,  1,2,3,4,i kf i = ,k∈  при-
надлежит классу ( )4 ,C Q  является решением уравнения (1) и удовлетворяет условиям (20).

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из предыдущих рассуждений.
Решение задачи (1)–(3). Удовлетворяя решение (4) условиям Коши (2), получаем систему

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 0 ,g x g x g x g x x+ + + = ϕ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 1
(1) (2) (3) (4)

0
,

x
a g x a g x a g x a g x y dy C+ + + = ϕ +∫

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(2 2

2
(1) 2 2(3)

1 2 3 4 2
(

3
2) )

0

4 ,
x

a g x a g x a g x a g x x y y dy C x C+ + + = − ϕ + +∫
	
(23)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(3 3 3 3 2 2
1 2 3 4 3 4 5 6

0

(1) (2) (3) 4) 1 .
2

x
a g x a g x a g x a g x x y y dy C x C x C+ + + = − ϕ + + +∫



142	  Proceedings of the National academy of sciences of Belarus, рhysics and mathematics series, 2018, vol. 54, no. 2, рр. 135–148	

Решая систему (23), получим

	

( ) ( ) ( )( )( )
( )( ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(0)
(1) (2) (3)

(2) (3) (4)

(2) (3) (4) (2) (3) (2) (4) (3) (4) (2) (3) (4)

(2) (3) (2) (4) (3) (4)

1 1 (1) (1) (4)

2
2 2 6

0 0

3 1 0

2
4 5 1

0

(2)

1

1
2

z z

z

g z g z
a a a a a a

a a a z d z d C

a a a C a a a a a a C a a a z

C z C z a a a a a a d a a

= = ×
− − −

× − + + − ξ ϕ ξ ξ + − ξ ϕ ξ ξ + −

− + + + + − ϕ +

+ + + + + ϕ ξ− +

+

ξ

∫ ∫

∫ ( ) )(3) (4
2

) ,a C z+
 	

(24)

	

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(0)
(1) (2) (3) (2) (4)

(1) (3) (4)

(3) (4) (3) (4) (3) (4) (3) (4)

(1) (3)

2 2 (2)

2
2 2 6

0 0

(1) (1) (1) (

(1) (4) (3) (4) (1) (3) (

1)
3 1 0

1
0

4

1

1
2

z z

z

g z g z
a a a a a a

a a a z d z d C

a a a C a a a a a a C a a a z

a a a a a a d a a a

= = ×
− − −


× + + − ξ ϕ ξ ξ − − ξ ϕ ξ ξ −


+ + + − + + − ϕ −

− + + ϕ ξ ξ+

+

+ +

∫ ∫

∫ ( ) )2
2 4

)
5 ,C z C z C z− −

	

(25)

	

( ) ( ) ( )( )( )
( )( ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(0)
(1) (3) (2) (3) (3) (4)

(1) (2) (4)

(1) (2) (4) (1) (2) (1) (4) (2) (4) (1) (2) (4)

(1) (2) (1) (4) (2) (4

3 3

2
2 2 6

0 0

3 1 0

2
4 5

)
1

)

0

(1

1

1
2

z z

z

g z g z
a a a a a a

a a a z d z d C

a a a C a a a a a a C a a a z

C z C z a a a a a a d a a

= = ×
− − −

× − + + − ξ ϕ ξ ξ + − ξ ϕ ξ ξ + −

− + + + + + − ϕ +

+ + + + + ϕ ξ ξ− +

∫ ∫

∫ ( ) )(2) (4
2

) ,a C z+

	

(26)

	

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(0)
(1) (4) (2) (4) (3) (4)

(1) (2) (3)

(1) (2) (3) (1) (2) (1) (3) (2) (3) (1) (2) (3)

(1) (2) (1) (3) (2) (3) (1)

4 4

2
2 2 6

0 0

3 1 0

2
4 5 1

0

1

1
2

z z

z

g z g z
a a a a a a

a a a z d z d C

a a a C a a a a a a C a a a z

C z C z a a a a a a d a

= = ×
− − −


× + + − ξ ϕ ξ ξ − − ξ ϕ ξ ξ − +


+ + + − + + ϕ −

− − − +

−

+ ϕ ξ ξ +

∫ ∫

∫ ( )(2) (3
2

)a a C z


+ + 


	

(27)

для [ ]0, ,z l∈  где 1 2 3 4 5 6, , , , ,C C C C C C  – произвольные постоянные.
Для других значений аргумента z функции ( ) ,  1,4,jg z j =  определяются поэтапно, удовлет-

воряя искомое решение (4) граничным условиям (3). Удовлетворяя условию (3), получаем систе-
му уравнений
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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(1) (3) (2) (4)

(2) (4) (1) (3)
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1 3 2 4

2 4 1
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1 3 2 4 2
1(2)

4 1
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ξ, ξ,0 ξ

p p

t

x p x p

g a t g a t g l a t g l a t v t l v t

g a t g a t g l a t g l a t

g a t g a t g l a t g l a t g a t
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4 1 32 2
2
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2 2
0

(1)
1 3 2

3 3

,
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C t C

a a a a a

g a t g l a t g l a t
t v l v d

a a a
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 
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4 1 33 3
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v l v d

a a a

+
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+ ∂ −∂ − + +∫

  

 

 	

(28)

где

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

(1) (2) (3) (4
1 1 2 2 3 3 4 4

1 )
0 0 0 0
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g g l g g l g g l g g l

C
a a a a
− − − −

= + + +
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1 1 2 2 3 3 4 4

2 (3) (4)
0 0 0 0
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dg dg l dg dg l dg dg l dg dg l

C
a a a a
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= + + +
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3 2 2
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0 0 0 0
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a a a a
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Решая систему (28) для ( ) ( ) ( ) ( )(1) (3) (2)
2

(4
1 4

)
3, , , ,g a t g a t g l a t g l a t+ +  получим

	

( ) ( )( )( ) ( )( 1)
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( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )

2 23 2 4 2 1 1 3 4
0 0

2 1 2 1 3 2 3 1 4 2 4 3 4
1 1

2 1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4 2 2
0 0

32 1 3 4 1 3 4
2 2 2

1 3 4

φ 0 φ

φ 0 φ

φ 0 φ

2

2

a a a a a a a d d l

z l a a a a a a a a a a a a d d l

z l a a a a a a a a a a a a d d l

z l z l z la K a a a H a a a L
a a a

a a a z

 + + − − + 
 

+ − + + + + + − −

− − + + + − +

 − − −     + − + + − +      
      

+ + + −( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

0 0

ξ φ ξ ξ ξ φ ξ ξ,
l l

d z d− −∫ ∫  

( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

(3) 2
4 4 53

3

)

( )(3) (1) (3) (2) (3) (4)

(2) (4) (1) (2) (1) (4) (3)

(1) (2) (3) (1) (4) (2 (4) (1) (2) (4)

(1) (2

1 1
0

2
1 1 2

2 )

2 2 4 2

2

2 0 2

k

l

a a a a a a g z l C l C lz C l

za a a a a a d a J
a

z a a a a a a a l a a a C l

z a a a

= − − − + + + + +

  
+ + + ϕ ξ ξ − +  

  
 + − + + ϕ −ϕ − + + − 
 

− + +

∫



( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

3
2 2 0 0

2 2 22
0

2

(

0

3) (4) (3) (1) (2) (4)

(3) (1) (3) (3) (4) (1) (2) (4)

(1) (1) (3) (3)2 (1) (4) (2

(

(2) (2) ) (4) (3) (4

)

1 1

3(3)

)

3
(1

0 2 0

2 0

0

2

a l a a a a l

z a a a a a a a a a d l d

z a a a a a a a a a a a a d l d

za K a a
a

 + ϕ − ϕ + + ϕ −ϕ + 
 

 + + + − ϕ − ϕ + 
 

+ + + + + + ϕ − ϕ +

 
+ − + 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
) (4) (1) (2) (4)

(1) (

3

2
2 3

0

2) (4

0

)2 ,
l l

z za H a a a L
a a

a a a z l d z l d

    
+ − −    

    

− + + + − ξ ϕ ξ ξ + + − ξ ϕ ξ ξ∫ ∫

 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 1 2 3 2 4(4) 2
4 4 4 5

32 3 1 2 1 3 4
1 4

0

2 24 1 2 1 3 2 3 1 2 3 4
1 1

34 1 2 3 1 2 3
2 2 0 0 2

24

2 2 4 2

2 φ ξ ξ

2 φ φ 0

φ φ 0 2 φ φ 0 2

2

k

l

a a a a a a g z l C l C lz C l

z la a a a a a d a J
a

z l a a a a a a a l z l a a a a

l a a a a l a a a C l

l z a

= − − − − + − − −

 − − + + − +  
  

 + − − − − − + − + + + × 
 

 × − + + − + + + + 
 

+ −

∫



( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )

2 21 4 2 4 3 1 2 3
0 0

2 1 2 1 3 2 3 1 4 2 4 3 4
1 1

2 1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4 2 2
0 0

34 1 2 3 1 2 3
4 4 4

1 2 3

φ 0 φ

φ 0 φ

φ 0 φ

2

2

a a a a a a a a d d l

z l a a a a a a a a a a a a d d l

z l a a a a a a a a a a a a d d l

z l z l z la K a a a H a a a L
a a a

a a a z

 + + − − + 
 

+ − + + + + + − −

− − + + + − +

 − − −     + − + + − +      
      

+ + + ( ) ( ) ( ) ( )2
2 3

0 0

ξ φ ξ ξ ξ φ ξ ξ,
l l

d z d− − −∫ ∫  



146	  Proceedings of the National academy of sciences of Belarus, рhysics and mathematics series, 2018, vol. 54, no. 2, рр. 135–148	

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

2 1 2 3 2 44 2
4 4 4 5

32 3 1 2 1 3 4
1 4

0

2 24 1 2 1 3 2 3 1 2 3 4
1 1

34 1 2 3 1 2 3
2 2 0 0 2

24 1

2 2 4 2

2 φ ξ ξ

2 φ φ 0

φ φ 0 2 φ φ 0 2

2

k

l

a a a a a a g z l C l C lz C l
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 + + − − + 
 

+ − + + + + + − −

− − + + + − +

 − − −     + − + + − +      
      

+ + + − ( ) ( ) ( )2
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φ ξ ξ ξ φ ξ ξ,
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d z d− −∫ ∫  

( ) ( ) ( ), ,0 ,p pK t v t l v t= −
 

( ) ( ) ( )( )
0

, ,0 ,
t

x p x pH t v l v d= ∂ ξ − ∂ ξ ξ∫

( ) ( ) ( )( )2 2

0
, ,0 ,

t

x p x pJ t v l v d= ∂ ξ − ∂ ξ ξ∫
 

( ) ( ) ( )( )3 3

0
, ,0 .

t

x p x pL t v l v d= ∂ ξ − ∂ ξ ξ∫

Чтобы функции g2,g4 принадлежали классу [ )( )4 0, ,C +∞  а g1,g3 – классу ( ]( )4 , ,C l−∞  кроме 
требований на гладкость заданных функций задачи (3) должны выполняться равенства для  
k = 0,1,2,3,… в общих точках соприкосновения

	

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( 1) ( )

( 1)
1 1

2 2
( )

( 1) ( )

( 1) ( )
3 3

4 4

, 0,4,

, 0,4,

, 0,4,

, 0,4.

p p

p p

p p

p p

k k

k k

k k

k k

d g kl d g kl p

d g l kl d g l kl p

d g kl d g kl p

d g l kl d g l kl p

+

+

+

+

− = − =

+ = + =

− = − =

+ = + =

	 (33)

Л е м м а  2. Для любого номера { }0,1,2,...k∈   значения функций ( ) ( ))
1
( ) (

2, ,k kg z g z  ( ) ( )( ) ( )
3 4,k kg z g z  

всегда можно представить в виде 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )( )( )
(2) (3) (2) (4

2
) (3) (4) (2) (3) (4)

( ) ( )
(1) (2) (1) (3) ( 4

2

1

1 3 4 6

)1 1 ( )

5
,k k

a a a a a a C a a a C z C C z C z C
g z z

a a a a a a

+ + − + + + + + +
= ψ +

− − −

( ) ( )
( ) ( )( )

( )( )( )
(1) (3) (1) (

2
4) (3) (4) (1) (3)

)
2

1
(4)

( ) (
(1) (2) (2) (3) (2) (

3

4)

4 5 6
2 2 ,k k

a a a a a a C a a a C z C C z C z C
g z z

a a a a a a

− + + + + + + − − −
= ψ +

− − −

( ) ( )
( ) ( )( )

( )( )( )
(1) (3) (1) (4) (3) (4) (1) (3) (4)

2

2
1

)

2 3 4 5 6( ) ( )
3 (1) ( (2) (3) ( ) (4)3 2

, k k
a a a a a a C a a a C z C C z C z C

g z z
a a a a a a

− + + + + + + − − −
= ψ +

− − −

( ) ( )
( ) ( )( )

( )( )( )
(1) (3) (1) (4) (3) (4) (1) (3) (4)

2

2
1

)

2 3 4 5 6( ) ( )
4 ( (2) (3) ( (4 ( 4)) 2)1

, k k
a a a a a a C a a a C z C C z C z C

g z z
a a a a a a

− + + + + + + − − −
= ψ +

− − −

где функции ( ) , 1,4,k
i iψ =  не зависят от констант 1 2 3 4 5 6, ., , , ,C C C C C C

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение леммы докажем для функции ( ))
1
(kg z  методом матема-

тической индукции. Для k = 0 данное утверждение следует из формулы (24). Предположим, что 
лемма справедлива для всех 0,1,..., .k n=  Докажем ее утверждение для функции ( ))

1
( 1 .ng z+  

Согласно формуле (29) имеем
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∫

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

) (2) (3) (2) (4) (1)
(1)

(1) (2) (2) (4) (3) (4) (2) (3) (4)

(1) (2) (3) (4) (1) (2) (3) (4)

(1) (2)

3

1
0

2 (3)
1 1 2

32
2 2

(1) (3) (1)

0 0

2 2 2

φ ξ ξ

2 φ φ 0 2

φ φ 0 2 φ φ 0

2

l za a a a d a J
a

z a a a a a a a l a a a C l

z a a a a l a a a a l

z a a a a a a

  + + + +  
  

+ − − − − + + + +

+ + + + − + + − +

+ + +

∫

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

(4) (2) (3) (4)

(1) (2) (1) (3) (2) (3) (4) (2) (4) (3) (4)

(1) (2) (3) (1) (2) (4) (1) (3) (4) (2) (3)

(1) (2

0 0

2 (1)
1 1

2 (4) 2

4

2

) (3) ( )
(1) )

0

1

0

(

3

φ 0 φ

φ 0 φ

φ φ 0

2

a a a d d l

z a a a a a a a a a a a a d d l

z a a a a a a a a a a a a d l d

z za K a a a H
a a

− − +

+ + + + + + − +

+ + + + − +

  + − + + 
  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )( )( )

(2) (3) (4)
(1)

(2) (3) (4)

(3) (2) (4) (3) (4)) (

( 1)
2 1

0

(2 2
1 2

)

2) (3) (4)

(1) (2) (1 (3) (1) (4

3 4 5 6

)

2 ξ φ ξ ξ ψ , ,

.

l
n

za a a L
a

a a a z l d z a b

a a a a a a C a a a C z C C z C z C

a a a a a a

+

   − +    
   


+ + + + − = +


+ + − + + + + + +
+

− − −

∫  



	 Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2018. T. 54, № 2. С. 135–148	 147

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )

( 1)
(1) (2) (1) (3) (1) (4)

(2) (3) (2) (4) (3) (4) (2) (3) (4)

(2) (1) (3) (1) (4)

(3) (4

2
1 3

0

1 2 3

2 (1) ( )
4 5 6 1

2
4 4 5

1 ξ φ ξ ξ
2

2 ( )

2 ( ) 2 ( ) 2 2 ψ

2 4 2 2

n
l

n

g z z l d
a a a a a a

a a a a a a C a a a C z l C

C z l C z l C a a a a a a z l

C l C lz C l a a

+ 
= − + − +

− − − 

+ + + − + + + + +

+ + + + + + − − − − −

− − − −

∫

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

) (2) (3) (2) (4) (1)
(1)

(1) (2) (2) (4) (3) (4) (2) (3) (4)

(1) (2) (3) (4) (1) (2) (3) (4)

(1) (2)

3

1
0

2 (3)
1 1 2

32
2 2

(1) (3) (1)

0 0

2 2 2

φ ξ ξ

2 φ φ 0 2

φ φ 0 2 φ φ 0

2

l za a a a d a J
a

z a a a a a a a l a a a C l

z a a a a l a a a a l

z a a a a a a

  + + + +  
  

+ − − − − + + + +

+ + + + − + + − +

+ + +

∫

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

(4) (2) (3) (4)

(1) (2) (1) (3) (2) (3) (4) (2) (4) (3) (4)

(1) (2) (3) (1) (2) (4) (1) (3) (4) (2) (3)

(1) (2

0 0

2 (1)
1 1

2 (4) 2

4

2

) (3) ( )
(1) )

0

1

0

(

3

φ 0 φ

φ 0 φ

φ φ 0

2

a a a d d l

z a a a a a a a a a a a a d d l

z a a a a a a a a a a a a d l d

z za K a a a H
a a

− − +

+ + + + + + − +

+ + + + − +

  + − + + 
  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )( )( )

(2) (3) (4)
(1)

(2) (3) (4)

(3) (2) (4) (3) (4) (2) (3) (

( 1)
2 1

1

0

(2) 2
1 2 3

4)

(1) (2) ( ) (3) (1) (4

4 5 6

)

2 ξ φ ξ ξ ψ

.

l
n

za a a L
a

a a a z l d z

a a a a a a C a a a C z C C z C z C

a a a a a a

+

   − +    
   


+ + + + − = +


+ + − + + + + + +
+

− − −

∫  

 

Аналогично доказываются представления леммы для значений ( )( ) ,  2,3,4.k
jg z j =

С л е д с т в и е. Для любых { }, , , 0,1,2,...r s k n∈  сумма

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )(1) (2) (3) (4)
1 2 3 4

r s k ng x a t g x a t g x a t g x a t+ + + + + + +

не зависит от 1 2 3 4 5 6, ., , , ,C C C C C C
Д о к а з а т е л ь с т в о следует из леммы 2.
Л е м м а  3. Предположим, что функции [ ]( )4 0, , 0,3,j

j C l j−ϕ ∈ =  и ( )2 .f C Q∈  Равенства (33) 
имеют место тогда и только тогда, когда они выполняются только для k = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из формул (29)–(32) получим
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( 1) ( ) ( ) ( 1)

( 1) ( 2) (1) (0
1 1 1 1

1 1
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1 12 2 0 0 , 0,4,

p p p p
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k
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d g kl d g kl d g l kl d g l kl

d g l kl d g l kl d g d g p

+ −
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= − − − = = − =

	 (34)

и

	

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

) 1
2 2 2 2

2 2

( 1) ( ) (

( 1) ( 2) (1) 0
2

( )
2 , 0,4.

kp p p p

p p

k k

k k p

k

p

d g l kl d g l kl d g kl d g kl

d g kl l d g kl l d g l d g l p

+

− −

−+ − + = − =

= − − − = = − =

	 (35)

Полученные равенства (34) и (35) доказывают утверждение леммы 3. 
Т е о р е м а  3. Предположим, что функции [ ]( )4 0, , 0,3,j

j C l j−ϕ ∈ =  и 0.f ≡  В классе функциий 
( )4C Q  существует единственное классическое решение задачи (1)–(3) при выполнении условий 

гладкости на заданные функции тогда и только тогда, когда выполняются условия согласования

( ) ( )0 , 0,3, 0,4 .i i
j jd d l j i jϕ = ϕ = = −
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Д о к а з а т е л ь с т в о следует из предыдущих рассуждений, лемм 2, 3 и следствия.
Т е о р е м а  4. Предположим, что функции [ ]( )4 0, , 0,3,j

j C l j−ϕ ∈ =  и ( )2 .f C Q∈  В классе функ-
циий ( )4C Q  существует единственное классическое решение задачи (1)–(3) при выполнении условий 
гладкости на заданные функции тогда и только тогда, когда выполняются условия согласования

( ) ( ) ( ) ( )0 , 0,3, 0,4 ,   0,0 0, .i i
j jd d l j i j f f lϕ = ϕ = = − =

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично cледует из предыдущих рассуждений, лемм 2, 3, следствия 
и теоремы 2.

Заключение. Получены формулы классического решения смешанной задачи для строго ги-
перболического уравнения четвертого порядка с четырьмя различными семействами характери-
стик. Доказано, что эта задача имеет единственное решение только тогда, когда выполняются  
в угловых точках заданной области изменения независимых переменных условия согласования 
для заданных функций уравнения, условий Коши и граничных условий. Следует отметить, что 
эти условия являются необходимыми и достаточными. 
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