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РЕШЕНИЕ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С СИНГУЛЯРНЫМИ  
И ГИПЕРСИНГУЛЯРНЫМИ ИНТЕГРАЛАМИ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

Аннотация. Приведены в явном виде решения линейных интегро-дифференциальных уравнений. Уравнения 
решаются на замкнутой кривой, принадлежащей комплексной плоскости. Коэффициенты уравнений имеют спе
циальный вид. Интегралы в уравнениях понимаются в смысле главного значения и в смысле конечной части по 
Адамару.
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INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH SINGULAR AND HYPERSINGULAR INTEGRALS

Abstract. Quadrature linear integro-differential equations on a closed curve located in the complex plane are solved. 
The equations contain singular integrals which are understood in the sense of the main value and hypersingular integrals 
which are understood in the sense of the Hadamard finite part. The coefficients of the equations have a special structure.
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Интегралы, которые далее будут содержать в знаменателе τ – t в 1-й степени (сингулярные), 
понимаются в смысле главного значения, а в более высокой степени (гиперсингулярные) –  
в смысле конечной части по Адамару. Интегро-дифференциальные уравнения с такими интегра-
лами в случае постоянных коэффициентов введены в рассмотрение и решены Э. И. Зверовичем [1]. 
Случай переменных коэффициентов в подобных уравнениях гораздо сложнее; здесь мы решим 
уравнения для переменных коэффициентов частного вида. Будут использоваться классические  
и обобщенные формулы Сохоцкого [2]:
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Пусть L – простая гладкая замкнутая кривая на комплексной плоскости, D+ и D– – области  
с границей L, причем 0 ,D+∈ .D-∞∈  Зададим функции p±(z), аналитические в соответствую-
щих областях D± и имеющие H-непрерывные предельные значения ( ), ( ), ,p t p t t L± ±′ ∈  причем 

( ) 0, .p z z D L± ±≠ ∈ ∪  Зададим также H-непрерывные функции ( ) 0, ( ) 0, ( ), .a t b t f t t L≠ ≠ ∈  Рас
смотрим уравнение с искомой функцией φ(t), H-непрерывной вместе со своей производной φ′(t):
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Введем кусочно-аналитическую функцию
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Используя для предельных значений ( ),  ( ), ,t t t L± ±′Φ Φ ∈  этой функции и ее производной 
формулы Сохоцкого (1) при k = 0, 1, получим краевую задачу линейного сопряжения
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Вводя еще одну кусочно-аналитическую функцию

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,F z p z z p z z z D± ± ± ± ± ±′ ′= Φ - Φ ∈ 	 (4)

задачу (3) можно преобразовать в краевую задачу Римана
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У функции Φ–(z), введенной посредством интеграла типа Коши, должен быль нуль на беско-
нечности, тогда у функции F–(z), как видно из формулы (4) для этой функции, нуль на бесконеч-
ности должен быть по меньшей мере второго порядка. Это обстоятельство следует учитывать 
при решении задачи (5).

Если задача (5) окажется разрешимой и функции F±(z) будут найдены, то соотношения (4) 
станут линейными дифференциальными уравнениями для нахождения функций Φ±(z). Удобно 
этим соотношениям придать вид

	
2

( ) ( ) , ,
( ) ( )

z F z z D
p z p z
± ±

±
± ±

′ Φ
= - ∈ 

  	откуда

	
2 2

0

( ) ( )( ) ( ) , ( ) ( ) ,
( ) ( )

z zF d F dz p z C z p z C
p p
+ -

+ + + - - -
+ -∞

   ζ ζ ζ ζ
Φ = - Φ = -   

ζ ζ   
∫ ∫

	
где пути интегрирования лежат в D+ и D– соответственно.

Константа C+ останется произвольной, а константу C– следует взять равной нулю, добива
ясь выполнения условия ( ) 0.-Φ ∞ =  Наконец, к решению уравнения (2) придем по формуле 

( ) ( ) ( ).t t t+ -ϕ = Φ -Φ
Сформулируем окончательный результат в отношении уравнения (2), использующий форму-

лы Ф. Д. Гахова [3] решения краевой задачи Римана (5); при этом ( )Ind ,
( )L

b t
a t

α =
 

( )X z±  – канони-
ческие функции этой задачи.

Теорема 1.  При α ≥ 1 уравнение (2) безусловно разрешимо. При α < 1 для его разрешимости 
необходимо и достаточно выполнения |α|+1 условий разрешимости
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где k = 0,1,…,|α|.
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Решение уравнения (2) в случае его разрешимости содержит 1 + max(0, α − 1) произвольных 
постоянных и дается формулой
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где C – произвольная постоянная,
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а P(z) – многочлен степени α − 2 c произвольными коэффициентами при α ≥ 2, P(z) ≡ 0 при α < 2.
Рассмотрим пример:
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Так выглядит уравнение (2) при a(t) = b(t) = 1, ( ) ,  ( ) ;t t ip t e p t
t i+ -
-

= =
+

 выражения для f(t) и L 
очевидны.

Теорема 1 устанавливает факт разрешимости этого уравнения и приводит к следующему его 
общему решению:
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Аналогично может быть решено уравнение
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лишь двумя знаками в левой части отличающееся от уравнения (2). Отдельно решение уравне-
ния (8) приводить не будем, поскольку его (в отличие от уравнения (2)) удобно расценивать как 
частный случай при n = 1 решения более общего уравнения, в котором :n∈N
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В дополнение к предыдущим требованиям в уравнении (9) функции ( ), ( ), ,p t t t L± ϕ ∈  предпо-
лагаются имеющими H-непрерывные производные до порядка n включительно.

Используя формулы Сохоцкого (1) для k = 0,1,…,n, снова аналогично приходим к задаче 
Римана (5), где теперь ( )F t±  – предельные значения на кривой L кусочно-аналитической функ-

ции ( )( )( ) ( ) ( ) , .nF z p z z z D± ± ± ±= Φ ∈
Задачу (5) теперь следует решать в классе функций, имеющих на бесконечности нуль поряд-

ка не ниже n + 1. Учитывая это обстоятельство и делая несложное интегрирование после нахож-
дения функций F±(z), получим следующий результат.

Теорема 2.  При α ≥ n уравнение (9) безусловно разрешимо. При α < n для его разрешимости 
необходимо и достаточно выполнение n−α условий разрешимости (6), где k = 0,1,…, n – α − 1. 
Решение уравнения (9) в случае его разрешимости содержит n + max(0,α − n) произвольных по-
стоянных и дается формулой
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где Q(t) – многочлен степени n − 1 с произвольными коэффициентами, а F±(z) находятся по фор-
мулам (7), в которых P(z) – многочлен степени n – α − 1 с произвольными коэффициентами при  
α ≥ n + 1, P(z) ≡ 0 при α < n + 1.

Пусть p(t) – функция, H-непрерывная на кривой L вместе со своими производными до поряд-
ка n включительно. Укажем еще один не слишком очевидный частный случай уравнения (9):
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Так может быть записано уравнение (9), если в нем a(t) = b(t) = 1, а в роли функций 
( ) ( ),  0,1..., ,kp t k n± =  будут предельные значения на кривой L интеграла типа Коши 
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p dp z z D
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p τ -∫  и его производных.

Для уравнения (11) мы сохраняем все предыдущие предположения, кроме предположения 
( ) 0,p- ∞ ≠  противоречащего свойству интеграла типа Коши. Пусть m – порядок нуля на беско-

нечности функции p–(z). Условие p–(∞) = 0 повлияет лишь на разрешимость задачи Римана (5)  

и легко учитывается, поскольку эта задача теперь становится задачей о скачке ( )( ) ( ) , .
2

f tF t F t t L+ -= + ∈  
Обозначим l порядок нуля на бесконечности интеграла типа Коши
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τ τ
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С л е д с т в и е теоремы 2. Для разрешимости уравнения (11) необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось неравенство l ≥ m + n + 1. При выполнении этого неравенства решение уравнения (11) 
дается формулой (10), в которой F±(z) есть соответствующее значение интеграла типа Коши (12).
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