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ПОЛНАЯ 16-ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПРОЦЕССОВ КАЛИБРОВКИ  
И НЕПОСРЕДСТВЕННОГО ИЗМЕРЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ

Аннотация. Разработана полная математическая модель измерения параметров матрицы рассеяния для [Sx] 
объ-

екта измерения в виде четырехполюсника, в которой математическая модель восьмиполюсника погрешностей описы-
вается 16 параметрами матрицы рассеяния [E]. Дополнительно в сравнении с 12-параметрической моделью восьми-
полюсника погрешностей включены четыре параметра, позволяющие учесть утечки, паразитные передачи при ис-
следовании СВЧ-модулей (СВЧ-микросборок). Благодаря использованию матричных методов анализа получены 
урав нения в матричном виде, связывающие матрицы результатов измерений [Sи] и действительные значения параме-
тров матрицы [Sx], при этом с целью обеспечения возможности решения этих уравнений вместо матрицы рассеяния [E] 
предложено использовать матрицу передачи [T] в виде клеточных матриц [Taa], [Tab], [Tba], [Tbb].
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Abstract. A complete mathematical model for measuring the parameters of the scattering matrix for a measurement ob-
ject [Sx] in the form of a four-port network is developed, in which the mathematical model of the eight-port error is described 
by 16 parameters of the scattering matrix [E]. In addition, in comparison with the 12-parameter model of the eight-port error 
network, four parameters are included, which allow taking into account leaks, parasitic transmissions of microwave modules 
under study (microwave microassemblies). Due to the use of matrix analysis methods, the equations in matrix form are ob-
tained that connect the matrices of the measurement object [Sи] and the actual values of the matrix parameters [Sx], with the aim 
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of cellular matrices [Taa], [Tab], [Tba], [Tbb].
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В общем случае любой восьмиполюсник погрешностей характеризуется матрицей рассеяния 
4-го порядка (n = 4), т. е. 16 параметрами (16 комплексными величинами).

Представим процедуру моделирования погрешностей в виде рис. 1, где восьмиполюсник по-
грешностей описывается матрицей рассеяния 4-го порядка [E], ОИ – четырехполюсником, кото-
рый характеризуется матрицей рассеяния [Sx], а ИС – четырехполюсником с матрицей рассея-
ния [Sи]. Идеальная ИС, т. е. без систематических погрешностей, как бы «воспринимает» объект 
измерения через гипотетический восьмиполюсник погрешностей, который характеризует систе-
матические погрешности реальной ИС. Такая математическая модель измерения является пол-
ной для ОИ в виде четырехполюсника.
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Матрица [E] имеет вид
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В этом случае 16-параметрическая математическая модель восьмиполюсника погрешностей 
будет иметь вид, представленный на рис. 2.

Отметим, что вариант моделирования с 12-параметрическим восьмиполюсником погрешно-
стей является частным случаем рассматриваемой 16-параметрической модели, для которой
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Как видно из матрицы (2), в случае 12-параметрической модели предполагаются отсутствую-
щими связи (утечки, паразитные передачи) между зажимами 2–3 ,́ 2–4 ,́ 1–4ʹ и 3–4 ,́ которые могут 
быть при необходимости учтены 16-параметрической моделью восьмиполюсника погрешностей. 
Потребность в таком учете возникает, например, при исследовании СВЧ-модулей (СВЧ-ми кро-
сборок), когда к входным зажимам объекта измерения приходится подключать дополнительные 
переходные устройства (зонды, пробники и т. п.), связывающие входы устройства (например, вы-
полненные на микрополосках и т. п.) с измерительными входами.

Найдем выражения уравнений калибровки и восстановления по результатам измерений [Sи] 
действительных параметров матрицы [Sx] объекта измерения, используя матричные методы ана-
лиза схемы рис. 2, на котором через ai обозначены падающие, а через bi – отраженные волны на 
входах восьмиполюсника погрешностей ( )1,4 .i =  При этом относительно входов объекта измере-
ния падающими будут волны b3 и b4, а отраженными – a3 и a4.

Тогда для объекта измерения можно записать
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Аналогично для измерительной системы, характеризуемой матрицей [Sи],  можно записать 
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Рис. 1. Полная математическая модель измерения для объекта измерения в виде четырехполюсника
Fig. 1. A complete mathematical measurement model for a measurement object in the form of a four-terminal network
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Для восьмиполюсника погрешностей, характеризуемого матрицей рассеяния [Eи],  запишем 
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Существуют теоретико-групповые подходы к анализу уравнений вида (5), однако в данной 
работе будут использованы прямые матричные методы [1–6].

Запишем уравнения (5) в виде клеточных матриц
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Связь падающих и отраженных волн на портах многополюсников может быть выражена че-
рез параметры волновой матрицы передачи [T], которую можно записать как
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Рис. 2. 16-параметрическая математическая модель восьмиполюсника погрешностей
Fig. 2. 16-parameter parametric mathematical model of the eight-terminal error
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или в виде клеточных матриц
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Клеточные матрицы будут равны:
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Выражения (3) и (4) запишем в следующем виде:
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В общем случае связь матрицы рассеяния [E] с матрицей передачи [T] восьмиполюсника 
определяется следующими соотношениями:
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Распишем выражения (11) и (12) подробнее, раскрывая матрицы-клетки:
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где 11 22 12 21 34,34 ( );Z t t t t M T= - =  ,34 ( )ijM T  – миноры второго порядка матрицы [T], полученные 
вычеркиванием i-й и j-й строк и 3-го и 4-го столбцов;
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здесь ,34 ( )ijM T  – миноры третьего порядка матрицы передачи [T], полученные из нее вычерки-
ванием i-й строки и j-го столбца.

Раскрываем аналогичным образом клеточные матрицы [E3] и [E4]:
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Выражение (11), определяющее связь параметров матрицы рассеяния [E] восьмиполюсника 
погрешностей с параметрами матрицы передачи [T], будет иметь вид
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Аналогичным образом найдем, используя выражения (12), связь параметров матрицы [T] с па-
раметрами матрицы [E]:
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11 42 12 41 12 31 11 321 42 3211 12
1 3

21 22 41 311 1 21 42 22 41 22 31 21 32

1 1 ;ba
e e e e e e e ee ee e

T E E
e e e eZ Z e e e e e e e e

-  - --  
= = ==     - - -        

 

 [ ]

23,34 24,34

12,34 12,34

13,34 14,34

12,34 12,34

( ) ( )
( ) ( )

;
( ) ( )
( ) ( )

ba

M E M E
M E M E

T
M E M E
M E M E

 
- 

 =  
 - -
  

 (20) 

 [ ] [ ] [ ][ ] [ ]1 13 14 42 32 33 34 13 1411 12
2 1 3 4 1

23 24 21 22 41 31 43 44 23 241 1

1 1
bb

e e e e e e e ee e
T E E E E Z

e e e e e e e e e eZ Z
- -         = - = - = = -         -           

 

 
( )( )
( )( )

11 42 12 41 12 31 11 32 33 34

43 4421 42 22 41 22 31 21 32
;

e e e e e e e e e e
e ee e e e e e e e

 - -  -    - -       
 

 [ ]

12,14 12,13

12,34 12,34

12,24 12,23

12,34 12,34

( ) ( )
( ) ( )

.
( ) ( )
( ) ( )

bb

M E M E
M E M E

T
M E M E
M E M E

 
 
 =  
 -
  

 (21)

Распишем выражение (8) через клеточные матрицы передачи следующим образом:

 [ ] [ ][ ] [ ][ ]12 34 34 ;aa aba T b T a= +  (22) 

 [ ] [ ][ ] [ ][ ]12 34 34 .ba bbb T b T a= +  (23)

С учетом выражения (9), связывающего [a34] и [b34] через [Sx], имеем

 [ ] [ ] [ ][ ] [ ]12 34( ) ;aa ab xa T T S b= +  (24) 

 [ ] [ ] [ ][ ] [ ]12 34( ) .ba bb xb T T S b= +  (25)

Учитывая выражения (10) и (23), получаем

 [ ][ ] [ ] [ ] [ ][ ] [ ]и ( ).bb x ba ab x aaT S T S T S T+ = +   (26)

Из выражения (26) следуют два уравнения, связывающие матрицы рассеяния [Sx] и [Sи]:

 [ ] [ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ]1
и и( ) ( );x bb ab aa baS T S T S T T-= - -   (27) 

 [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ] [ ] 1
и ( ) ( ) .bb x ba ab x aaS T S T T S T -= + +   (28)

Уравнение (27) является уравнением восстановления в матричном виде действительных зна-
чений параметров [Sx] четырехполюсника по результатам измерений параметров [Sи], а уравне-
ние (28) – уравнением калибровки измерительной системы, связывающим результаты измерений 
при калибровке [Sи] с эталонными значениями [Sx].
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Представим уравнение калибровки (28) таким образом:

 [ ] [ ] [ ] 1
и ,S A B -=   (29)

где

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 1A ;  B ( ) .bb x ba ab x aaT S T T S T -= + = +  

Произведя несложные, но объемные вычисления, получаем следующую систему из четырех 
уравнений калибровки:

11и 11 14,14 12 14,24 21 14,13 22 14,23 14,34 14,12
2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );x x x x xS S M T S M T S M T S M T M T S M T
Z

= - + - - - D  
 

12и 11 24,14 12 24,24 21 24,13 22 24,23 24,34 24,12
2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );x x x x xS S M T S M T S M T S M T M T S M T
Z

= - + - - + + D  
 

21и 11 13,14 12 13,24 21 13,13 22 13,23 13,34 13,12
2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );x x x x xS S M T S M T S M T S M T M T S M T
Z

= - + - - - D  
 

22и 11 23,14 12 23,24 21 23,13 22 23,23 24,34 23,12
2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),x x x x xS S M T S M T S M T S M T M T S M T
Z

= - - - - + + D    (30)

где 

 2 11 34,14 12 34,24 21 34,13 22 34,23 34,34 34,12( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).x x x x xZ S M T S M T S M T S M T M T S M T= - - - + + + D   

Уравнения, входящие в систему (30), позволяют на основании набора комбинаций известных 
значений аттестованных эталонов k

xS 
  и результатов измерений и

kS 
    найти миноры матрицы 

передачи [T], необходимые для нахождения параметров передачи матрицы [T].
Представим уравнение восстановления действительных значений параметров [Sx] (26) в сле-

дующем виде:

 [ ] [ ] [ ]1 ,xS C D-=  (31)
где

  [ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ] [ ]и и;   .bb ab aa baC T S T D S T T= - = -  
 

После громоздких вычислений, подобных приведенным ранее, находим выражения для вос-
станавливаемых действительных значений параметров матрицы рассеяния [Sx], выраженные че-
рез миноры матрицы передачи [T] восьмиполюсника погрешностей и найденные при калибров-
ке, и измеренные параметры матрицы [Sи]:

{ }11 12,23 11и 23,23 12и 13,23 21и 24,23 22и 14,23 и 34,23
3

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;xS M T S M T S M T S M T S M T S M T
Z

= - - - + + + D  
 

{ }12 12,13 11и 23,13 12и 13,13 21и 24,13 22и 14,13 и 34,13
3

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;xS M T S M T S M T S M T S M T S M T
Z

= - - - + + + D  
 

{ }21 12,24 11и 23,24 12и 13,24 21и 24,24 22и 14,24 и 34,24
3

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;xS M T S M T S M T S M T S M T S M T
Z

= - - + + + D  
 

{ }22 12,14 11и 23,14 12и 13,14 21и 24,14 22и 14,14 и 34,14
3

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,xS M T S M T S M T S M T S M T S M T
Z

= - - + + + D  
 
(32)

где 

 3 12,13 11и 23,23 12и 13,23 21и 24,23 22и 14,23 и 34,23( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).Z M T S M T S M T S M T S M T S M T= - - + + + D  
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Заключение. Решена задача построения полной математической модели для четырехполюс-
ников путем учета в восьмиполюснике погрешностей не 12, а 16 параметров матрицы рассеяния. 
Рассмотрены уравнения, связывающие измеренные и действительные параметры объекта изме-
рения в виде четырехполюсника.
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