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Спектральные условия существования  
максимального цикла в графе 

Аннотация. Рассматривается графовый параметр – окружность графа – и его взаимосвязь с алгебраическими 
параметрами графа – собственными значениями матрицы смежности и беззнаковой матрицы Лапласа графа. Ранее 
нами были получены нижние оценки спектрального радиуса произвольного графа и двудольного сбалансированно-
го графа для существования в нем гамильтонового цикла. Недавно была исследована задача существования цикла 
длины n – 1 в графе в зависимости от значений его вышеназванных спектральных радиусов. В настоящей работе изу
чается задача существования цикла длины n – 2 в графе в зависимости от нижних оценок значений его спектрально-
го радиуса и спектрального радиуса его беззнакового лапласиана и получены спектральные условия существования 
максимального цикла в графе (двухсвязном графе).
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ковая матрица Лапласа графа, спектральный радиус
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Spectral CONDITIONS OF EXISTeNcE of the GRAPH circumference 

Summary. A graph parameter – a circumference of a graph – and its relationship with the algebraic parameters of 
a graph – eigenvalues of the adjacency matrix and the unsigned Laplace matrix of a graph – are considered in this article. 
Earlier we have obtained the lower estimates of the spectral radius of an arbitrary graph and a bipartitebalanced graph for 
existence of the Hamiltonian cycle in it. Recently the problem of existence of a cycle of length n – 1 in a graph depending 
on the values of its above-mentioned spectral radii has been investigated. This article studies the problem of existence of 
a cycle of length n – 2 in a graph depending on the lower estimates of the values of its spectral radius and the spectral 
radius of its unsigned Laplacian and the spectral conditions of existence of the circumference of a graph (2-connected 
graph) are obtained.
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Здесь всюду рассматриваются конечные неориентированные простые графы. Пусть 
( )( ), ( )G V G E G=  – простой граф порядка n. Две вершины u и v в графе G будем называть смеж-

ными и обозначать через ,u v  если ( ).uv E G∈  Для каждой вершины ( )v V G∈  его степенью 
называется мощность ее окружения ( ) { ( ) | }N v u V G u v    и обозначается через degG(v) или 
кратко – dv. Через δ(G) обозначим минимальную степень, а через ∆(G) – максимальную степень 
вершин графа G. Полный граф, цикл и цепь порядка n обозначаются через Kn, Cn и Pn соответ-
ственно.

Объединением двух простых графов G и H называется простой граф G∪H с множеством вер-
шин V(G)∪V(H) и множеством ребер E(G)∪E(H). Если графы G и H не пересекаются 
(V(G)∩V(H)=∅), то их объединение называется дизъюнктным и обозначается через G + H. 
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Дизъюнктное объединение k копий графа G обозначается через kG. Соединением непересекаю-
щихся графов G и H называется граф G∨H, получаемый из дизъюнктного объединения G + H 
добавлением всех ребер, которые соединяют каждую вершину графа G с каждой вершиной гра-
фа H. H  обозначает дополнение графа H. Для произвольного подмножества вершин ( )U V G⊂  
графа G G[U] обозначает индуцированный этим множеством подграф в G. Мы рассматриваем 
только простые циклы, т. е. циклы, в которых ни одна вершина не встречается дважды. 
Окружностью графа G называется длина максимального цикла в графе G и обозначается через 
c(G). Цикл, проходящий через все вершины графа G, называется гамильтоновым. Граф G, содер-
жащий гамильтонов цикл, называется гамильтоновым. Граф G называется панциклическим, ес-
ли он содержит все циклы длины от 3 до n.

Пусть G – граф с множеством вершин 1( ) { ,..., }.nV G v v=  Матрицей смежности графа G 
A(G) = (aij) называется квадратная матрица порядка n, где 

1, если ( ),

0, если ( ).
i j

ij
i j

v v E G
a

v v E G

  

Следовательно, матрица A(G) является симметрической действительной матрицей с нулями 
на главной диагонали и все ее собственные значения являются действительными числами. Они 
называются собственными значениями графа G и с учетом своих кратностей образуют его 
спектр. Упорядочим их по невозрастанию: l1(G)  ≥  l2(G)  ≥…≥  ln(G). Спектральным радиусом, 
или индексом, графа G называется наибольшее собственное значение, которое по теореме 
Перрона – Фробениуса удовлетворяет неравенству 1( ) | ( ) |   1.iG G i      Если граф G является 
связным, то спектральный радиус λ1(G) имеет кратность 1. Часто спектральный радиус графа G 
обозначают через 1( ) ( ).G Gρ = l  

Кроме матрицы смежности будем рассматривать беззнаковую матрицу Лапласа (или беззна-
ковый лапласиан) графа G: ( ) ( ) ( ),Q G A G D G= +  где D(G) – диагональная матрица, состоящая из 
диагональных элементов, равных степеням вершин dv графа G. Матрица Q(G) является симме-
трической, положительно полуопределенной матрицей, а ее наибольшее собственное значение 
называется спектральным радиусом беззнакового лапласиана и обозначается через q(G).

В последние два десятилетия появилось много работ, посвященных исследованию зависи-
мости гамильтоновости графа G от значений его спектрального радиуса и спектрального радиу
са его беззнакового лапласиана [1–4]. Ранее нами также были получены нижние оценки спек-
трального радиуса произвольного графа и двудольного сбалансированного графа для суще-
ствования в нем гамильтонового цикла [5–6]. Недавно была изучена задача существования 
цикла длины n – 1 в графе G в зависимости от значений его вышеназванных спектральных ра-
диусов [7]. 

В настоящей работе исследуется задача существования цикла длины n – 2 в графе G в зави-
симости от нижних оценок значений его спектрального радиуса и спектрального радиуса его 
беззнакового лапласиана.

Введем следующие обозначения:

( 1) ( )( , ) :
2 2

n k r k rB n k − −
= −  при ( 2) ,0 2,n q k r r k= − + < ≤ −  

( 1)( , , ) : ( )( ),
2

l lf n k l n l k l−
= + − −

 

( , ) : max , , 1 , ( , , 2) .
2
kD n k f n k f n k k

   = + −      
В своей работе мы используем следующие хорошо известные факты.
Т е о р е м а  1 [8]. Если G – гамильтонов граф порядка n и число его ребер (размер) 

2
( ) 1,

4
ne G ≥ +  то он является панциклическим.
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Т е о р е м а  2 [9]. 1) Для произвольного графа G порядка n и размера ( ) ( , )e G B n k>  имеет 
место неравенство ( ) ;c G k≥ .

2) Пусть 4.n k≥ >  Для произвольного 2-связного графа G порядка n и размера ( ) ( , )e G D n k>  
имеет место неравенство ( ) .c G k≥

Т е о р е м а  3 [10]. Пусть G – произвольный граф порядка n. Если ( ) 1,Gδ ≥  то справедливо 
неравенство

( ) 2 ( ) 1.G e G nρ ≤ − +

Т е о р е м а  4 [11]. Пусть G – связный граф порядка n и размера e(G). Если минимальная сте-
пень удовлетворяет неравенству ( ) 1,G kδ ≥ ≥  то справедливо неравенство

21 ( 1) 4(2 ( ) )
( ) .

2
k k e G kn

G
− + + + −

ρ ≤

Т е о р е м а  5 [12]. Пусть G – произвольный граф порядка n. Тогда справедливо неравенство

2 ( )( ) 2.
1

e Gq G n
n

≤ + −
−

Далее нам понадобится следующее утверждение.

Л е м м а  1. Пусть G – произвольный 2-связный граф порядка n ≥ 20 и размера 
4

( ) 9,
2

n
e G

− 
≥ + 

 
 

тогда он содержит цикл Ck, где 2.k n≥ −
Справедливость этой леммы вытекает из теоремы 2,2).
Отметим, что нижняя оценка размера графа G в этой лемме достижима, поскольку, напри-

мер, граф 2 6 1( 4 )nG K K K−= ∨ +  имеет размер 
4

( ) 8,
2

n
e G

 
  
 

 однако легко проверить, что он 

не содержит цикла длины больше n – 3.
Т е о р е м а  6. Пусть G – произвольный 2-связный граф порядка n ≥ 20 и размера 

4
( ) 9,

2
n

e G
− 

≥ + 
 

 тогда он содержит цикл Cn–2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если граф G является гамильтоновым, то из неравенства 

24
9 1,

2 4
n n− 

+ ≥ + 
 

справедливого при n ≥ 12, согласно теореме 1, следует, что G является панциклическим, а зна-
чит, содержит цикл Cn–2.

Предположим теперь, что граф G содержит цикл Cn–1 и не является гамильтоновым. Покажем, 
что G содержит цикл Cn–2. Пусть 1 2 1{ , ,..., }nv v v −  – вершины цикла Cn–1, перечисленные в порядке 
обхода этого цикла и 1 2 1{ } ( ) \{ , ,..., }.n nv V G v v v −=  Обозначим .nH G v= −  Тогда из негамильтоно-
вости графа G следует, что для любого , 1 1,i i n≤ ≤ −  ребра i nv v  и 1i nv v+  не могут одновременно 
принадлежать E(G). Следовательно, максимальное число ребер, инцидентных вершине vn в гра-

фе G, может быть равно 1 .
2

n  
  

 Значит, 

4 1( ) 9 .
2 2

n ne H
−  − ≥ + −     

Нетрудно показать, что при n ≥ 12 справедливо неравенство

( )24 119 1.
2 2 4

n nn− −  − + − ≥ +     
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Поэтому по теореме 1 граф H является панциклическим, а значит, содержит цикл Cn–2. Сле
довательно, и граф G содержит цикл Cn–2. Теорема 6 доказана.

Т е о р е м а  7. 1) Пусть G1 – произвольный 2-связный граф порядка n ≥ 20, у которого 
1( ) 4,65,G nρ ≥ −  тогда он содержит цикл Cn–2.
2) Пусть G2 – произвольный 2-связный граф порядка n ≥ 20, у которого 2( ) 2 8,42.q G n≥ −  

Тогда он содержит цикл Cn–2.
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Так как граф G1 является 2-связным, то 1( ) 2.Gδ ≥  Исходя из этого 

в силу убывания функции 

( )2
11 ( 1) 4 2 ( )

2
x x e G xn− − + + −

на промежутке [ ]1, 1n −  по теореме 4 и условию теоремы 7,1) имеем неравенство

( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 1

1
( ) 1 ( ) 1 4 2 ( ) ( ) 1 9 8 ( )

4,65 ( ) .
2 2

G G e G G n e G n
n G

δ − − δ + + − δ − + −
− ≤ ρ ≤ ≤

Откуда получаем
2

1
4 33,2 97,09( ) .

8
n ne G − +

≥

Легко проверить, что правая часть последнего неравенства при n ≥ 20 больше 
4

9,
2

n − 
+ 

 
 

поэтому по теореме 6 граф G1 содержит цикл Cn–2. 
2) По теореме 5 и условию теоремы 7,2) имеем неравенство

2
2

2 ( )2 8,42 ( ) 2.
1

e Gn q G n
n

− ≤ ≤ + −
−

Откуда получаем
2

2
7,42 6,42( ) .

2
n ne G − +

≥

Легко проверить, что правая часть последнего неравенства при n ≥ 20 больше 
4

9,
2

n − 
+ 

 
 

поэтому по теореме 6 граф G2 содержит цикл Cn–2. Теорема 7 доказана.
Далее нам понадобится следующее утверждение.

Л е м м а  2. Пусть G – произвольный граф порядка n ≥ 4 и размера 
3

( ) 7,
2

n
e G

− 
≥ + 

 
 тогда 

он содержит цикл Ck, где 2.k n≥ −
Справедливость этого утверждения вытекает из теоремы 2,1). Отметим, что нижняя оценка 

размера графа G в этой лемме достижима, поскольку, например, граф 1 4 3( )nG K K K−= ∨ +  име-

ет размер 
3

( ) 6,
2

n
e G

− 
= + 

 
 однако легко проверить, что он содержит максимальный цикл Cn–3.

Т е о р е м а  8. Пусть G – произвольный граф порядка n ≥ 8 и размера 
3

( ) 7,
2

n
e G

− 
≥ + 

 
 тог-

да он содержит цикл Cn–2.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если граф G является гамильтоновым, то из неравенства 

23
7 1,

2 4
n n− 

+ ≥ + 
 
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справедливого при n ≥ 8, по теореме 1 следует, что G является панциклическим, а значит, содер-
жит цикл Cn–2.

Предположим теперь, что граф G содержит цикл Cn–1 и не является гамильтоновым. Покажем, 
что G содержит цикл Cn–2. Пусть 1 2 1{ , ,..., }nv v v −  – вершины цикла Cn–1, перечисленные в порядке 
обхода этого цикла и 1 2 1{ } ( ) \{ , ,..., }.n nv V G v v v −=  Обозначим .nH G v= −  Тогда из негамильтоно-
вости графа G следует, что для любого , 1 1,i i n≤ ≤ −  ребра i nv v  и 1i nv v+  не могут одновременно 
принадлежать E(G). Следовательно, максимальное число ребер, инцидентных вершине vn в гра-

фе G, может быть равно 
1 .

2
n − 

  
 Значит, 

3 1( ) 7 .
2 2

n ne H
−  − ≥ + −     

 Нетрудно показать, что при 

n ≥ 4 справедливо неравенство

( )23 117 1,
2 2 4

n nn− −  − + − ≥ +     

поэтому по теореме 1 граф H является панциклическим, а значит, содержит цикл Cn–2. 
Следовательно, и граф G содержит цикл Cn–2. Теорема 8 доказана.

Т е о р е м а  9. 1) Пусть G1 – произвольный граф порядка n ≥ 8, у которого 1( ) 2,8.G nρ ≥ −  
Тогда он содержит цикл Cn–2.

2) Пусть G2 – произвольный граф порядка n ≥ 8, у которого 2( ) 2 5,14.q G n≥ −  Тогда он содер-
жит цикл Cn–2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Предположим сначала, что 1( ) 1.Gδ ≥  Тогда по теореме 3 и условию 
теоремы 9,1) имеем неравенство

1 12,8 ( ) 2 ( ) 1,n G e G n− ≤ ρ ≤ − +

откуда получаем
2

1
4,6 6,84( ) .

2
n ne G − +

≥

Легко проверить, что правая часть последнего неравенства при n ≥ 8 больше 
3

7,
2

n − 
+ 

 
 

поэтому по теореме 8 граф G1 содержит цикл Cn–2. 
Предположим теперь, что граф G1 содержит изолированные вершины. Тогда из двойного не-

равенства 1 12,8 ( ) ( )n G G− ≤ ρ ≤ ∆  следует, что 12 ( ),n G− ≤ ∆  т. е. в графе G1 существует един-
ственная изолированная вершина, обозначим ее через u. Пусть 1 .H G u= −  Тогда имеем ( ) 1Hδ ≥  
и ( ) 1v H n= − . Следовательно, согласно теореме 3 имеем

1( ) 2 ( ) ( ) 1 2 ( ) 2.H e H v H e G nρ ≤ − + = − +

Нетрудно видеть, что характеристические многочлены матриц смежностей графов G1 и H 
связаны равенством 1

( ) ( ),G Hχ l = lχ l  т. е. 1( ) ( ).G Hρ = ρ  Следовательно, имеем

12,8 2 ( ) 2,n e G n− ≤ − +

откуда получаем
2

1
4,6 5,84( ) .

2
n ne G − +

≥

Легко проверить, что правая часть последнего неравенства при n ≥ 9 больше 
3

7.
2

n − 
+ 

 
Заметим, что при n = 8 1( ) 16,52,e G ≥  т. е. 1

8 3
( ) 17 7,

2
e G

− 
≥ = + 

 
 поэтому по теореме 8 граф G1 

содержит цикл Cn–2. 
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2) По теореме 5 и условию теоремы 9,2) имеем неравенство

2
2

2 ( )2 5,14 ( ) 2,
1

e Gn q G n
n

− ≤ ≤ + −
−

откуда получаем
2

2
4,14 3,14( ) .

2
n ne G − +

≥

Легко проверить, что правая часть последнего неравенства при n ≥ 8 больше 
3

7,
2

n − 
+ 

 
 

поэтому по теореме 8 граф G2 содержит цикл Cn–2. Теорема 9 доказана.
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