
182  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2019, vol. 55, no. 2, рр. 182–194

ISSN 1561-2430 (print)
ISSN 2524-2415 (Online)
УДК 517.925.42 Поступила в редакцию 25.04.2019
https://doi.org/10.29235/1561-2430-2019-55-2-182-194 Received 25.04.2019

А. А. Гринь, С. В. Рудевич1

Гродненский государственный университет им. Я. Купалы, Гродно, Беларусь

СПОСОБЫ НАХОЖДЕНИЯ тОЧНОГО ЧИСЛА ПРЕДЕЛЬНЫХ ЦИКЛОВ  
АВтОНОмНЫХ СИСтЕм НА ЦИЛИНДРЕ 

Аннотация. Для вещественных автономных систем дифференциальных уравнений с непрерывно дифференци-
руемыми правыми частями рассматривается задача нахождения точного числа и локализации предельных циклов 
второго рода на цилиндре. В случае отсутствия точек покоя системы на цилиндре для решения указанной задачи 
развиваются ранее предложенные нами способы, состоящие в последовательном двухшаговом применении призна-
ка Дюлака – Черкаса или признака Дюлака. Разработан также новый способ, использующий на втором шаге обобще-
ние признака Дюлака – Черкаса или признака Дюлака, где требование знакопостоянности дивергенции заменяется 
условием трансверсальности кривых, на которых дивергенция обращается в нуль. С помощью разработанных спосо-
бов находятся замкнутые трансверсальные кривые, разбивающие цилиндр на подобласти, окружающие его, в каж-
дой из которых система имеет точно один предельный цикл второго рода.

Практическая эффективность разработанного способа продемонстрирована на примере системы маятникового 
типа, для которой в случае отсутствия точек покоя доказано существование точно трех предельных циклов второго 
рода на всем фазовом цилиндре.
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Abstract. For real autonomous systems of differential equations with continuously differentiable right-hand sides, the 
problem of detecting the exact number and localization of the second-kind limit cycles on the cylinder is considered. To solve 
this problem in the absence of equilibria of the system on the cylinder, we have developed our previously proposed ways con-
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worked out using the generalization of the Dulac – Cherkas or Dulac test at the second step, where the requirement of constant 
sign for divergence is replaced by the transversality condition of the curves on which the divergence vanishes. With the help 
of the developed ways, closed transversal curves are found that divide the cylinder into subdomains surrounding it, in each of 
which the system has exactly one second-kind limit cycle.

The practical efficiency of the mentioned ways is demonstrated by the example of a pendulum-type system, for which, in 
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Введение. Рассмотрим автономную систему дифференциальных уравнений
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в которой функции P, Q являются гладкими на вещественной плоскости R2, а также 2π-периоди-
ческими относительно аргумента φ. В силу периодичности P и Q фазовым пространством систе-
мы (1) является круговой цилиндр = {( , ) : [0,2 ], },Z y y Rϕ ϕ∈ π ∈  где возможны те и только те ти-
пы траекторий, что и для системы на плоскости [1, с. 219]. Но для таких систем, часто называе-
мых системами маятникового типа, следует различать замкнутые траектории, не охватывающие 
и охватывающие цилиндр, в частности предельные циклы соответственно первого и второго рода 
[2, с. 466; 3, с. 35]. так, для предельных циклов первого рода системы (1) применим признак 
Дюлака – Черкаса [4] и различные пути его реализации [5] для нахождения нелокальной оценки 
числа и локализации предельных циклов автономных систем на плоскости. Затем в работах [6–12] 
признак Дюлака – Черкаса был распространен для решения задачи о числе и локализации пре-
дельных циклов второго рода автономных систем с цилиндрическим фазовым пространством (1) 
и эффективно применен с этой целью для некоторых классов указанных систем. Сформулированная 
задача является актуальной, поскольку даже в случае полиномиальных систем на плоскости, из-
вестном как 16-я проблема Д. Гильберта, она далека от полного решения [13].

Признак Дюлака – Черкаса позволяет находить верхнюю оценку числа предельных циклов 
для многих классов системы (1) [5, 9, 10]. Для нахождения точного числа предельных циклов не-
обходимо проводить дополнительные исследования, что возможно лишь в отдельных случаях. 
В работах [14–16] для определения точного числа и локализации предельных циклов, окружаю-
щих одну или три простых точки покоя систем на плоскости, предложены эффективные подхо-
ды, где признак Дюлака – Черкаса или его модификация применяется последовательно дважды 
для нахождения замкнутых трансверсальных кривых, разбивающих плоскость на подобласти, 
в каждой из которых система имеет точное число предельных циклов. Затем в [17] для нахожде-
ния точного числа и локализации предельных циклов, окружающих цилиндр Z, автономной си-
стемы (1) без точек покоя нами были разработаны два способа, основанных на последовательном 
двухшаговом применении признака Дюлака – Черкаса или признака Дюлака.

Цель настоящей работы заключается в развитии и обобщении способов, разработанных в на-
шей статье [17]. Основная идея состоит в последовательном двухшаговом применении признака 
Дюлака – Черкаса и его обобщении или обобщении признака Дюлака, где знакопостоянность 
вспомогательной функции заменяется условием трансверсальности кривых, на которых дивер-
генция обращается в нуль. При этом с помощью трансверсальных овалов цилиндр разбивается 
на подобласти, в каждой из которых система имеет точно один предельный цикл второго рода.

1. Предварительные сведения. Признак Дюлака [1–3] является одним из методов, позволя-
ющих получить нелокальную оценку числа предельных циклов автономных систем на всем ци-
линдре Z или в некоторой области ,D Z⊆  где система (1) задает векторное поле = ( , ).X P Q

Функция 1( ),B C D∈  для которой div( )BX  не изменяет знак в D, а кривая div( ) = 0BX  не со-
держит предельных циклов, называется функцией Дюлака системы (1) в области D. тогда спра-
ведливо следующее известное утверждение [1, с. 222].

те о р е м а  1 (признак Дюлака). Если B является функцией Дюлака системы (1) в области D, 
граница которой D∂  связна и стягивается в точку, то система (1) не имеет предельных циклов 
первого рода в области D. В случае, когда D∂  состоит из двух замкнутых кривых Δ1 и Δ2 на Z, 
которые не пересекаются и не стягиваются в точку, тогда система (1) не имеет предельных 
циклов первого рода в D и может иметь не более одного предельного цикла второго рода в D.

Сам признак Дюлака не содержит ни метода для нахождения функции B, ни способа для 
определения области D, где такую функцию надо построить. Поэтому в такой формулировке он 
практически не использовался для исследования предельных циклов второго рода автономных 
систем на цилиндре. В работах [6–11] л. Черкасом, А. Гринем и К. Шнайдером был предложен 
усовершенствованный подход к признаку Дюлака для таких систем.

О п р е д е л е н и е. Гладкая 2π-периодическая по φ функция : D RΨ →  называется функцией 
Дюлака – Черкаса системы (1) в области D на цилиндре Z, если существует вещественное число 
k ≠ 0 такое, что выполняется соотношение 

 ( ), , (grad , ) div 0( 0),y k X k XΦ ϕ ≡ Ψ + Ψ ≥ ≤  (2)
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где множество ( , ) = {( , ) : ( , , ) = 0}V y y D y kϕ ϕ ∈ Φ ϕ  имеет меру нуль и не содержит предельных 
циклов системы (1).

Отметим ключевые свойства функции Ψ, используемые при исследовании предельных ци-
клов [6].

л е м м а. Если Ψ является функцией Дюлака – Черкаса системы (1) в области D, то

1) 
1

:=| |kB Ψ  представляет собой функцию Дюлака в классическом варианте в каждой из по-
добластей D, где Ψ является положительной или отрицательной;

2) траектории системы (1) при встрече с множеством ( , ) = {( , ) : ( , ) = 0}W y y D yϕ ϕ ∈ Ψ ϕ  пере-
секают его трансверсально;

3) множество W представляет собой кривую, ветви которой не пересекаются друг с другом;
4) предельные циклы системы (1), целиком расположенные в D, не пересекают кривую W;
5) множество W в области D состоит из непересекающихся подмножеств, при этом W отделя-

ет подобласти области D, где Ψ > 0, от подобластей, где Ψ < 0.
так как в настоящей работе изучаются лишь предельные циклы второго рода, то в дальнейшем 

естественно рассматривать систему (1) на всем цилиндре Z или только в кольцеобразной области 
(кольце) D, охватывающей цилиндр Z, для которой выполняются следующие предположения.

A1. Границы рассматриваемой области D состоят из двух замкнутых кривых Δu и Δl, охва-
тывающих цилиндр Z и удовлетворяющих условию = .u l∆ ∆ ∅



A2. Множество ( , )W yϕ  состоит в D из s замкнутых кривых (овалов) 1( , ),w yϕ
2 ( , ),..., ( , ),sw y w yϕ ϕ  охватывающих цилиндр Z и не имеющих общих точек ни друг с другом, ни 

с границами Δu и Δl.
Заметим, что если в условии (2) имеет место случай строгого неравенства, то оно гарантиру-

ет отсутствие общих точек у овалов 1 2( , ), ( , ),..., ( , ).sw y w y w yϕ ϕ ϕ
Не нарушая общности рассуждений, можем считать, что на цилиндре Z, который представ-

ляем в виде бесконечной вертикальной полосы, координатная ось φ направлена по горизонтали 
вправо, а координатная ось y – по вертикали вверх, и также будем полагать, что кривые распола-
гаются в следующем порядке: ( , )iw yϕ  лежит на цилиндре Z выше 1( , ).iw y+ ϕ  При таком предпо-
ложении область на цилиндре Z между ( , )iw y  и 1( , )iw y+ ϕ  обозначим через ( , ),iZ yϕ  область 
между Δu и 1( , )w yϕ  – через 0( , ),Z yϕ  а область между Δl и ( , )sw yϕ  – через ( , )sZ yϕ  (рис. 1).

Рис. 1. Расположение кривых wi(φ,y) и возможных предельных циклов Γi на цилиндре Z в случае теоремы 2 при s = 2
Fig. 1. The location of the curves wi(φ,y) and possible limit cycles Γi on the cylinder Z in the case of Theorem 2 for s = 2
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Напомним, что предельный цикл первого рода системы (1) должен окружать точку покоя или 
группу точек с суммарным индексом Пуанкаре +1. Для существования же предельного цикла 
второго рода нет необходимости в наличии точек покоя, и если система (1) такие точки имеет, то 
нужно установить их влияние на существование или отсутствие указанных предельных циклов, 
поэтому в дальнейшем будем считать справедливым следующее предположение.

A3. Cистема (1) в рассматриваемой области D не имеет точек покоя.
Те о р е м а  2 (признак Дюлака – Черкаса). Пусть выполняются условия A1–A3. Тогда в обла-

сти D при k < 0 система (1) имеет по крайней мере s – 1, но не более чем s + 1 предельных циклов 
второго рода, а именно, каждая область Zi, = 1,..., 1,i s −  содержит единственный предельный 
цикл Γi второго рода. Кроме того, каждая из областей Z0 и Zs также может содержать по 
единственному предельному циклу второго рода. Каждый предельный цикл Γi в Zi является гру-
бым и орбитально устойчивым (неустойчивым) если ( , ) ( , ) < 0k y yΦ ϕ Ψ ϕ (> 0)  в Zi.

Сформулированный признак не требует заранее проводить локализацию предельных циклов, 
поскольку она следует из топологического анализа кривых множества W. Это преимущество бы-
ло эффективно использовано при изучении предельных циклов второго рода нескольких классов 
систем (1) [6–10], однако онo не позволяет без дополнительного исследования установить факт 
существования или отсутствия предельного цикла второго рода в каждой из областей Z0 и Zs.

2. Основные результаты. Одним из методов для определения точного числа предельных ци-
клов системы (1) в кольцеобразных подобластях Z0 и Zs является построение замкнутых тран-
сверсальных кривых, охватывающих цилиндр Z, в соответствии со следующим утверждением.

Те о р е м а  3. Пусть для системы (1) в области D выполняются условия теоремы 2 и в каж­
дой из кольцеобразных подобластей Z0 и Zs существует по одному трансверсальному овалу 

0w  и ,sw  охватывающих цилиндр Z и не имеющих общих точек с овалами w1 и ws. При этом  
овалы 0w  и w1, а также овалы sw  и sw  образуют границы кольцеобразных подобластей 

0 0Z Z⊂  и s sZ Z⊂  соответственно. Если траектории системы (1) при возрастании t входят 
через границу 0Z∂   извне внутрь подобласти 0 ,Z  а также через границу sZ∂   извне внутрь под­
области sZ  (или наоборот), то в каждой из подобластей 0Z  и sZ  имеется единственный 
устойчивый (неустойчивый) предельный цикл второго рода системы (1), а всего система (1) 
имеет точно s + 1 предельный цикл в области D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Существование функции Дюлака – Черкаса Ψ, согласно теореме 2, обес-
печивает наличие у системы (1) точно s – 1 предельных циклов второго рода, расположенных 
между овалами w1 и ws. Кроме того, в соответствии с признаком Дюлака система (1) может иметь 
не более одного предельного цикла в каждой из областей Z0 и Zs. C другой стороны, если траек-
тории системы (1) при возрастании t входят через границу 0Z∂   извне внутрь подобласти 0 ,Z   
а также через границу sZ∂   извне внутрь подобласти sZ  (или наоборот), то в каждой из обла-
стей Z0 и Zs согласно теореме Пуанкаре [5, с. 64] существует по крайней мере один устойчивый 
(неустойчивый) предельный цикл. Таким образом, получаем единственность предельного цикла 
как в области Z0, так и Zs. Следовательно, система (1) области D имеет точно s + 1 предельных 
циклов. Теорема 3 доказана.

В работе [17] нами были разработаны два способа построения в кольцеобразных подобластях 
Z0 и Zs трансверсальных овалов 0w  и ,sw  удовлетворяющих условию теоремы 3, за счет допол-
нительного применения признака Дюлака – Черкаса или признака Дюлака. Суть первого спосо-
ба выражает следующая теорема (рис. 2).

Те о р е м а  4. Пусть выполняются условия теоремы 2 и дополнительно для системы (1)  
в области D существует вторая функция Дюлака – Черкаса ( , ),yΨ ϕ  удовлетворяющая при 

< 0k  условию

 
0( 0),div

dk X
dt
Ψ

Φ ≡ Ψ + ≥ ≤





 
(3)

и такая, что множество = {( , ) : ( , ) = 0}W y D yϕ ∈ Ψ ϕ  состоит из s + 2 овалов ,iw  окружающих 
цилиндр. Тогда система (1) в области D имеет точно s + 1 предельных циклов второго рода.
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Рис. 2. Расположение кривых ( , )iw yϕ  и ( , )iw yϕ  вместе с предельными циклами Γi  
на цилиндре Z в случае теоремы 3 при s = 2

Fig. 2. The location of the curves ( , )iw yϕ  and ( , )iw yϕ  together with the limit cycles Γi  
on the cylinder Z in the case of Theorem 3 for s = 2

Заметим, что овалы ( , )iw yϕ  располагаются в окрестностях овалов 1( , ),iw y+ ϕ  причем воз-
можны все случаи расположения: ( , )iw yϕ  могут лежать выше или ниже 1( , ),iw y+ ϕ  а также ова-
лы ( , )iw yϕ  и 1( , )iw y+ ϕ  могут пересекаться друг с другом. На рис. 2 представлен один из таких 
возможных случаев.

В частности, в теореме 4 функция Ψ  может быть вида = ,Ψ ΨΨ


  где Ψ является первой функ-
цией Дюлака – Черкаса, удовлетворяющей требованиям теоремы 2, а Ψ



 – это дополнительная 
функция такая, что уравнение = 0Ψ



 в области D задает два овала 1( , )w yϕ  и 2 ( , ),w yϕ  окружаю-
щих цилиндр, между которыми расположены все s овалов ( , ),iw y  задаваемых уравнением Ψ = 0  
(рис. 3). тогда условие (3) запишется следующим образом:

 
0( 0).div

d dk X
dt dt
Ψ Ψ

Φ ≡ ΨΨ + Ψ + Ψ ≥ ≤


 




 
(4)

При этом предполагается, что овалы 1 2( , ),   ( , )w y w yϕ ϕ   и овалы ( , )iw yϕ  не имеют общих 
точек. если в условии (4) имеет место случай строгого неравенства, то это требование выполня-
ется автоматически.

З а м е ч а н и е  1. если в условии теоремы 2 требуемая функция Дюлака – Черкаса Ψ(φ,y) для 
системы (1) найдена на всем цилиндре Z, а на втором шаге требуемая функция ( , )yΨ ϕ  для при-
менения теоремы 4 найдена в некоторой области D цилиндра Z, то мы получаем точное число 
предельных циклов на всем цилиндре Z, причем все они расположены в этой области D.

если применение теоремы 4 на практике вызывает трудности, то можно реализовать второй 
способ, основанный на построении функции Дюлака в виде произведения

 
1 1

1=| ( , ) | | ( , ) | , , , 0, , ( ).k kB y y k k R kk C DΨ ϕ Ψ ϕ ∈ ≠ Ψ Ψ ∈

    (5)

В таком случае для системы (1) в области D требуется выполнение условия [5, с. 335]

 
 0( 0).div

d dkk X k k
dt dt
Ψ Ψ

Φ ≡ ΨΨ + Ψ + Ψ ≥ ≤


  

 
(6)
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Рис. 3. Расположение овалов 1 2( , ),   ( , )w y w yϕ ϕ   и овалов ( , )iw yϕ  при s = 2 вместе с предельными циклами Γi  
на цилиндре Z в случае =Ψ ΨΨ





Fig. 3. The location of the ovals 1 2( , ),   ( , )w y w yϕ ϕ   and the ovals ( , )iw yϕ  for s = 2 together with the limit cycles Γi  
on the cylinder Z at = 



При этом функция B имеет те же свойства, что и функция Ψ в лемме, которые удобно запи-
сать, используя вместо W множество = ,U W W∪   где 

= {( , ) : ( , ) = 0},   = {( , ) : ( , ) = 0}.W y D y W y D yϕ ∈ Ψ ϕ ϕ ∈ Ψ ϕ 

Очевидно, что построение функции Дюлака вида (5) является более общим случаем по сравне-
нию с построением функции Дюлака – Черкаса вида = .Ψ ΨΨ





также в дальнейшем будем считать, что множество U, состоящее из =us s s+   овалов ( , ),iu yϕ  
удовлетворяет предположению A2, где s  овалов соответствуют функции .Ψ  Это означает, что 
множества W и W  не имеют общих или пересекающихся овалов. Причем, как и ранее, полагаем, 
что овал ui(φ,y) лежит на цилиндре Z выше овала ui+1(φ,y). При таком предположении область на 
цилиндре Z между овалами ui(φ,y) и ui+1(φ,y) обозначим через ( , ),u

iZ yϕ  область между Δu и u1(φ,y) 
обозначим 0 ( , ),uZ yϕ  область между Δl  и ( , )suu y  – через ( , ).u

su
Z yϕ

Поскольку кривые множества U разбивают область D на подобласти ,u
iZ  в каждой из кото-

рых B представляет собой функцию Дюлака в классическом смысле, то для оценки числа и лока-
лизации циклов системы (1) применима следующая теорема, доказанная в нашей работе [17].

те о р е м а  5. Пусть в области D при выполнении предположений A1 и A3 система (1) имеет 
функцию вида (5), удовлетворяющую условию (6) при < 0,  < 0,k k  а также предположению A2. 
Тогда в области D система (1) имеет по крайней мере su – 1, но не более чем su + 1 предельных 
циклов второго рода, а именно, каждая подобласть ,u

iZ = 1,..., 1,ui s −  содержит единственный 
предельный цикл Γi второго рода. Кроме того, каждая из подобластей 0

uZ  и u
su

Z  также может 
содержать по единственному предельному циклу второго рода. Каждый предельный цикл Γi  
в u

iZ  является грубым и орбитально устойчивым (неустойчивым) если / ( ) < 0(> 0).kkΦ ΨΨ 

Очевидно, что как и в случае теоремы 2, для выяснения вопроса о существовании или отсут-
ствии предельного цикла в каждой из областей 0

uZ  и u
su

Z  нужны дополнительные исследова-
ния. Однако использование теоремы 5 специальным образом как второго шага после примене-
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ния теоремы 2 позволяет установить точное число предельных циклов, используя следующий 
результат [17].

Те о р е м а  6. Пусть для системы (1) в области D выполняются условия теорем 2 и 6, и при 
этом множество W  состоит из двух овалов 1w  и 2 ,w  расположенных по одному в каждой из 
областей Z0 и Zs, т. е. все овалы множества W расположены между 1w  и 2.w  Тогда система (1) 
в области D имеет точно s + 1 предельных циклов.

З а м е ч а н и е  2. Если в условии теоремы 2 требуемая функция Дюлака – Черкаса Ψ(φ,y) для 
системы (1) найдена на всем цилиндре Z, а на втором шаге требуемая функция ( , )yΨ ϕ  для при-
менения теоремы 4 или функция B для применения теоремы 6 найдены в некоторой области D 
цилиндра Z, то мы получаем точное число предельных циклов на всем цилиндре Z, причем все 
они расположены в этой области D.

Если при использовании теорем 4 и 6 не удается доказать знакопостоянность функции Φ  
или функции ,Φ  определенных в соотношениях (3) и (6) соответственно, то можно отказаться от 
этого требования, заменив его условием трансверсальности множества = {( , ) : = 0}V y Dϕ ∈ Φ   
или множества  = {( , ) : = 0}V y Dϕ ∈ Φ  векторному полю X системы (1), что составляет суть ново-
го способа установления точного числа предельных циклов. В случае знакопеременной функ­
ции Φ  этот способ основан на следующем утверждении.

Те о р е м а  7. Пусть для системы (1) существует функция 1( , ) ( )x y C DΨ ∈  при < 0k  такая, 
что в области D множество W  не пересекается с множеством .V  Тогда множество W  тран-
сверсально векторному полю X и не пересекается предельными циклами системы (1), целиком 
расположенными в области D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. рассмотрим множество .W  Так как множества W  и V  не пересекают-
ся, то в силу соотношения (3) на множестве W  справедливо условие > 0(< 0).Φ  Тогда на кривой 

= 0Ψ  вдоль любого решения системы (1) выполняется условие 

> 0(< 0).d
dt
Ψ

Значит, любая траектория системы (1) пересекает кривую = 0Ψ  трансверсально. Не теряя общ-
ности, рассмотрим случай, когда 

> 0.d
dt
Ψ

Покажем, что предельные циклы не могут пересекать кривую = 0.Ψ  Предположим противное, 
тогда точка на предельном цикле с увеличением времени может попасть на кривую = 0Ψ  только 
из множества, где < 0 , и обязательно должна уйти в множество, где > 0.Ψ  Но, двигаясь по 
предельному циклу, эта точка должна снова вернуться в исходное положение в области = 0,Ψ  

что в силу > 0d
dt
Ψ  невозможно. Полученное противоречие доказывает, что предельные циклы

системы (1) не могут пересекать кривую = 0.Ψ  Теорема 7 доказана.
В случае знакопеременной функции Φ  из теорем 4 и 7 вытекает способ нахождения точного 

числа предельных циклов второго рода в области D, суть которого выражает 
Те о р е м а  8. Пусть для системы (1) выполняются условия теоремы 2 и существует функ-

ция 1( , ) ( )x y C DΨ ∈  при < 0k  такая, что в области D множество W  состоит из s + 2 овалов ,iw   
окружающих цилиндр. Причем множество V  не пересекается с овалами 1,w 2 ,w 1,sw + 2sw +  
множества W  и не имеет овалов, окружающих цилиндр, расположенных между овалами 1w   
и 2w  или овалами 1sw +  и 2.sw +  Тогда система (1) в области D имеет точно s + 1 предельных 
циклов.

З а м е ч а н и е  3. Если бы в условии теоремы 8 между овалами 1w  и 2w  (или овалами 1sw +   
и 2sw  ) существовал овал множества V ,  на котором функция Φ  изменяет знак, то траектории 
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системы (1) при возрастании t пересекали бы овалы 1w  и 2w  1 2(  и )s sw w    в одном направлении, 
что исключает существование предельного цикла между указанными овалами, но оставляет 
возможность для существования предельного цикла выше овала 1w  (ниже 1 2(  и )s sw w    (рис. 4).

В случае знакопеременной функции ,Φ  определенной соотношением (6), этот способ осно-
ван на следующем утверждении.

те о р е м а  9. Пусть для системы (1) выполняются условия теоремы 2 и существует функ-
ция 1( , ) ( )x y C DΨ ∈  при < 0k  такая, что для функции B вида (5) в области D множество W  не 
пересекается ни с множеством V , ни с множеством W. Тогда множество W  трансверсально 
векторному полю X и не пересекается предельными циклами системы (1), целиком расположен-
ными в области D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество .W  так как множества W  и V  не пересекают-
ся, то на множестве W  справедливо условие ˆ > 0(< 0).Φ  В силу соотношения (6) на кривой 

= 0Ψ  вдоль любого решения системы (1) выполняется условие 

> 0(< 0).dk
dt
Ψ

Ψ


Учитывая, что множество W  не пересекается и с множеством W, из полученного неравенства 
вытекает справедливость условия 

> 0(< 0).d
dt
Ψ

Значит, любая траектория системы (1) пересекает кривую = 0Ψ  трансверсально. Не теряя общ-
ности, рассмотрим случай, когда 

> 0.d
dt
Ψ

Рис. 4. Отсутствие предельного цикла между овалами 1w  и 1w  ( 2w  и 2w ) при s = 2  
в соответствии с замечанием 3 в случае =Ψ ΨΨ





Fig. 4. The absence of a limit cycle between the ovals 1w  and 1w  ( 2w and 2w ) for s = 2  
in accordance with Remark 3 at =Ψ ΨΨ




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Покажем, что предельные циклы не могут пересекать кривую = 0.Ψ  Предположим противное, 
тогда точка на предельном цикле с увеличением времени может попасть на кривую = 0Ψ  только 
из множества, где < 0,Ψ  и обязательно должна уйти в множество, где > 0.Ψ  Но, двигаясь по 
предельному циклу, эта точка должна снова вернуться в исходное положение в области = 0,Ψ  

что в силу > 0d
dt
Ψ  невозможно. Полученное противоречие доказывает, что предельные циклы

системы (1) не могут пересекать кривую = 0.Ψ  теорема 9 доказана.
В случае знакопеременной функции Φ  из теорем 6 и 9 вытекает способ установления точно-

го числа предельных циклов второго рода в области D, суть которого выражает 
те о р е м а  10. Пусть для системы (1) выполняются условия теоремы 2 и при < 0k  суще-

ствует функция B вида (5) такая, что в области D множество W  состоит из двух овалов 1w   
и 2 ,w  между которыми расположены все овалы множества W. Если при этом множество V  
не пересекается с множеством W  и не имеет овалов, окружающих цилиндр, расположенных 
между овалами 1w  и 1w  или овалами sw  и 2 ,w  то система (1) в области D имеет точно s + 1 
предельных циклов.

если в теореме 8 функцию Ψ  выбрать в виде = ,Ψ ΨΨ


  то, очевидно, она будет представлять 
частный случай теоремы 10, в котором = .k k

3. Практическая апробация. Покажем применение теорем 4, 8 и 10 на примере системы (1) 
вида 

 

2
0 1 2

2 3
0 1 2 3

= ,

= ( ) ( ) ( ) ( ) ,

d d d y d y
dt

dy q q y q y q y
dt


 

      
 

(7)

где 0 1 2, , ,d d d ∈  а 2π – периодические функции ( ),   = 0,...,3,jq jϕ  являются непрерывными.
На первом шаге для системы (7) находилась функция Дюлака – Черкаса вида 

 ( , ) = ( )( ),y y a y aΨ ϕ − +  (8)

где a – положительное действительное число. Соответствующая функция Φ из условия (2) при  
k = –1 принимает вид 

 
4 2 2 2 2

3 3 1 2 0 1= ( ) 3 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ).q y a q q y a q q y a q   Φ − ϕ + ϕ + ϕ + ϕ + ϕ + ϕ     
(9)

При выполнении условий

 
2 2

1 3 0 2( ) = 3 ( ), ( ) = ( )q a q q a qϕ − ϕ ϕ − ϕ  (10)

функция Φ запишется следующим образом: 

 
4 4

3= ( )( 3 )q y aΦ − ϕ +  (11)

и, очевидно, будет являться положительной (отрицательной) на всем цилиндре, если 3( ) < 0(> 0).q ϕ  
При отсутствии точек покоя на цилиндре Z теорема 2 обеспечивает для системы (7) существова-
ние в области 1 = {( , ) : 0 2 , }Z y a y aϕ ≤ ϕ ≤ π − ≤ ≤  единственного предельного цикла второго рода, 
который будет неустойчивым (устойчивым) в случае 3( ) < 0(> 0).q ϕ

Для выяснения вопроса о наличии предельного цикла второго рода в каждой из областей Z0  
и Z2 применим способы, изложенные в теоремах 4, 8 и 10. На этом шаге функция Ψ  находилась 
в виде = ,Ψ ΨΨ



  где = ( )( )y b y bΨ − +


 и число b > a. Для упрощения вычисления далее будем 
предполагать выполнение условий

 
2 2 2

3 2( ) = , ( ) = 4 , = 1, = 3.q a b q a b a bϕ − ϕ −  (12)
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Тогда функция Φ  из условия (4) запишется следующим образом:

 

2

3 4 5 6

= 216 (240 216 ) (480 456 )

(288 240 ) (256 264 ) (48 24 ) (32 24 ) .

k k y k y

k y k y k y k y

     

       

  

   
 (13)

При = 1k −  функция (13) принимает вид 

2 3 4 5 6= 216 24 24 48 8 24 8y y y y y yΦ − − − + − − −

и является всегда отрицательной. В этом случае при отсутствии точек покоя и выполнении усло-
вий (10), (12) теорема 4 обеспечивает для системы (7) существование по одному устойчивому 
предельному циклу второго рода в каждой из областей Z0 и Z2 (см. рис. 3). Таким образом, эта 
система имеет точно три предельных цикла на всем цилиндре.

Если = 2,k −  то функция (13) принимает вид 

2 3 4 6= 432 192 432 192 272 16y y y y yΦ − + + − − +

и изменяет знак при y = –3,41672 и y = 4,27279, что означает наличие двух овалов множества ,V  
окружающих цилиндр. Расположение указанных овалов относительно овалов iw , iw  позволяет 
в этом случае применить теорему 8 и с ее помощью доказать для системы (7) при указанных 
выше условиях существование по одному устойчивому предельному циклу второго рода в каж-
дой из областей Z0 и Z2 (рис. 5).

Если же = 10,k −  то функция (13) принимает вид 

2 3 4 5 6= 2160 1920 4080 2112 2384 192 208y y y y y yΦ − + + − − + +

Рис. 5. Расположение двух овалов множества ,V  а также овалов 1 2,  ,w w   и овалов 1 2,  ,w w    
с указанием направлений пересечения их траекториями системы (7) на цилиндре Z

Fig. 5. The location of two ovals of the set ,V  as well as the ovals 1 2,  ,w w   and the ovals 1 2,  ,w w    
indicating the directions of their intersection by the trajectories of the system (7) on the cylinder Z
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рис. 6. расположение шести овалов множества ,V  а также овалов 1 2,  ,w w   и овалов 1 2,  ,w w    
с указанием направлений пересечения их траекториями системы (7) на цилиндре Z

Fig. 6. The location of six ovals of the set ,V  as well as the ovals 1 2,  ,w w   and the ovals 1 2,  ,w w    
indicating the directions of their intersection by the trajectories of the system (7) on the cylinder Z

и изменяет знак при y = –3,04433, y = –1,53337, y = –1,08346, y = 0,739118, y = 0,89496 и y = 3,104, 
что означает наличие шести овалов множества ,V  окружающих цилиндр. расположение указан-
ных овалов относительно овалов ,  i iw w  позволяет в этом случае также применить теорему 8 
и с ее помощью доказать для системы (7) при указанных выше условиях существование по одно-
му устойчивому предельному циклу второго рода в каждой из областей Z0 и Z2 (рис. 6).

Заключение. Таким образом, представлен новый способ для нахождения точного числа и ло-
кализации предельных циклов второго рода автономной системы (1), цилиндрическое фазовое 
пространство которой не содержит точек покоя. Суть способа состоит в последовательном двух-
шаговом применении признака Дюлака – Черкаса и его модификации или модификации призна-
ка Дюлака, где знакопостоянность вспомогательной функции заменяется условием трансвер-
сальности кривых, на которых дивергенция обращается в нуль. Практическая эффективность 
разработанного способа продемонстрирована на примере системы маятникового типа, для кото-
рой в случае отсутствия точек покоя доказано существование точно трех предельных циклов 
второго рода на всем фазовом цилиндре.
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