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О ПРИБЛИЖЕНИЯХ ФУНКЦИИ |x|s СРЕДНИмИ ВАЛЛЕ ПУССЕНА РЯДОВ ФУРЬЕ 
ПО СИСтЕмЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ДРОБЕЙ ЧЕБЫШЕВА – мАРКОВА

Аннотация. Исследуются аппроксимативные свойства средних Валле Пуссена рядов Фурье по системе рацио-
нальных дробей Чебышева – Маркова в приближении функции |x|s, 0 < s < 2. Приведены основные результаты ранее 
известных работ о средних Валле Пуссена в полиномиальном и рациональном случаях, а также известные литератур-
ные сведения о приближениях функций со степенной особенностью. Вводятся в рассмотрение средние Валле Пуссена 
на отрезке [–1,1] как метод суммирования рядов Фурье по одной системе рациональных дробей Чебышева – Маркова. 
Найдено интегральное представление приближений рациональными средними Валле Пуссена функции |x|s, 0 < s < 2,  
на отрезке [–1,1], оценка уклонений средних Валле Пуссена от функции |x|s, 0 < s < 2, в зависимости от положения 
точки x на отрезке, равномерная оценка уклонений на отрезке [–1,1] и асимптотическое выражение ее мажоранты. 
Установлено оптимальное значение параметра, при котором уклонения средних Валле Пуссена от функции |x|s, 0 < s < 2,  
на отрезке [–1,1] имеют наиболее высокую скорость стремления к нулю. Как следствие полученных результатов под-
робно исследована задача о приближениях функции |x|s , s > 0, средними Валле Пуссена рядов Фурье по системе мно-
гочленов Чебышева первого рода. Найдены поточечная оценка приближений и асимптотическая оценка.

Работа носит как теоретический, так и прикладной характер. Возможно применение как при чтении спецкурсов 
на математических факультетах, так и для решения конкретных задач вычислительной математики.

Ключевые слова: ряд Фурье, система рациональных дробей Чебышева – Маркова, средние Валле Пуссена, рав-
номерные оценки, асимптотические оценки, точные константы, наилучшее приближение
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ON APPROXIMATIONS OF THE FUNCTION |x|s BY THE VALLEE POUSSIN MEANS OF THE FOURIER 
SERIES BY THE SYSTEM OF THE CHEBYSHEV – MARKOV RATIONAL FRACTIONS

Abstract. The approximative properties of the Valle Poussin means of the Fourier series by the system of the 
Chebyshev – Markov rational fractions in the approximation of the function |x|s, 0 < s < 2 are investigated. The introduction 
presents the main results of the previously known works on the Vallee Poussin means in the polynomial and rational cases, as 
well as on the known literature data on the approximations of functions with power singularity. The Valle Poussin means on 
the interval [–1,1] as a method of summing the Fourier series by one system of the Chebyshev – Markov rational fractions are 
introduced. In the main section of the article, a integral representation for the error of approximations by the rational Valle 
Poussin means of the function |x|s, 0 < s < 2, on the segment [–1,1], an estimate of deviations of the Valle Poussin means from 
the function |x|s, 0 < s < 2, depending on the position of the point on the segment, a uniform estimate of deviations on the 
segment [–1,1] and its asymptotic expression are found. The optimal value of the parameter is obtained, at which the deviation 
error of the Valle Poussin means from the function |x|s, 0 < s <2, on the interval [–1,1] has the highest velocity of zero. 
As a consequence of the obtained results, the problem of approximation of the function |x|s, s > 0, by the Valle Poussin means 
of the Fourier series by the system of the Chebyshev first-kind polynomials is studied in detail. The pointwise estimation of 
approximation and asymptotic estimation are established.

The work is both theoretical and applied. Its results can be used to read special courses at mathematical faculties and to 
solve specific problems of computational mathematics.
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Введение. Метод приближений периодических функций усеченными средними тригономе-
трических рядов Фурье впервые рассмотрел Валле Пуссен [1, 2]. С. М. Никольский в своей рабо-
те [3] указал на интерес к этому методу суммирования рядов Фурье со стороны А. Н. Колмогорова. 
Там же автором было получено асимптотическое представление для констант Лебега сумм Валле 
Пуссена.

Изучению аппроксимативных свойств средних Валле Пуссена тригонометрических рядов 
Фурье на различных функциональных классах посвящено значительное число исследований 
(см., напр., [4–6]). А. Ф. Тиман [7] получил оценки приближений средними Валле Пуссена рядов 
Фурье по системам полиномов Чебышева первого рода. И. М. Ганзбург [8–9] определил асимпто-
тическое поведение верхних граней уклонений средних Валле Пуссена рядов Фурье – Чебышева 
на классах функций ( ) , 0 < 1.H α α ≤  Т. О. Оматаев [10] получил оценку уклонений в приближе-
нии средними Валле Пуссена на классах функций Cω[–1,1]. 

В. Н. русаком построены и исследованы интегральные рациональные операторы типа Валле 
Пуссена на вещественной оси [11] и в пространстве C2π непрерывных 2π-периодических функ-
ций [12]. Позже Н. В. Гриб [13] получил оценки приближений интегральными рациональными 
операторами типа Валле Пуссена в пространстве VH2π непрерывных 2π-периодических функций, 
имеющих ограниченную вариацию на отрезке [0,2π] и удовлетворяющих условию Липшица 
Lip ,  0 < < 1.α α  Е. А. ровбой [14] изучены аппроксимативные свойства интегральных рацио-
нальных операторов типа Валле Пуссена на классах [ ], ,  0,r

a bW V r >  функций дифференцируемых 
в смысле римана – Лиувилля. К. А. Смотрицким [15] показано, что интегральные рациональные 
операторы типа Валле Пуссена при некоторых дополнительных условиях осуществляют при-
ближения порядка наилучшего на классах   , , ,V M a b   непрерывных на отрезке [a,b] функ-
ций f, имеющих ограниченную вариацию с заданным модулем непрерывности.

Изучению приближений функции | | ,  > 0,sx s  на отрезке [–1,1] посвящен ряд работ. Так,  
в 1938 г. С. Н. Бернштейном [16] был опубликован замечательный результат о том, что наилуч-
шее приближение функции | | , > 0,sx s  на отрезке [–1,1] полиномами степени не выше n удовлет-
воряет асимптотическому равенству 

[ ]( )| | , 1,1 , ,ss
n sE x n

n
β

− →∞

где положительная постоянная βs – так называемая константа Бернштейна – зависит лишь от s 
и не зависит от n. Другими словами, для полинома qn степени не выше n наилучшего приближе-
ния функции | | , > 0,sx s  на отрезке [–1,1] имеет место соотношение 

| | = .lim s s
n s

n
n x q

→∞
− β

р. С. Варга и А. Дж. Карпентер [17], используя методику, основанную на алгоритме ремеза 
и экстраполяции ричардсона, нашли численные значения константы Бернштейна c большой сте-
пенью точности для различных значений параметра s.

Наряду с исследованиями наилучших приближений степенной функции возникает задача изу-
чения различных методов ее приближений. р. А. райцину [18] принадлежит следующий результат: 

( ) ( )22| | = ( ) sin 1 ,   1 < < 1, > 0,lim 2

s
s s

n
n

sn I x c s c c s
→∞

π
− Γ − −

π
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где 

( )
| | 1

( ) = ( ) ( , ) = max | ( ) ( , ) |,n n nC x
I f x f x s f x f x s f x

≤
− −

( , )ns f x  – частичная сумма ряда Фурье – Чебышева функции f(x). 
В настоящей работе рассматриваются вопросы, связанные с изучением приближений функ-

ций | | ,  0 2,sx s< <  на отрезке [–1,1] средними Валле Пуссена рядов Фурье по системе алгебра-
ических дробей Чебышева – Маркова: установлено интегральное представление приближений, 
найдена точная при определенных условиях оценка приближений в зависимости от положения 
точки x на отрезке, равномерная оценка приближений, ее асимптотическое представление, а так-
же оптимальное значение параметра, обеспечивающее наибольшую скорость приближений.

1. Средние Валле Пуссена рациональных рядов Фурье – Чебышева. Напомним основные 
сведения о системе алгебраических дробей Чебышева – Маркова. Как известно [19], алгебраиче-
ская косинус-дробь Чебышева – Маркова на отрезке [–1,1] с двумя геометрически различными 
комплексно-сопряженными мнимыми параметрами имеет вид 

2

2 2
1( ) = cos arccos , [ 1,1], 0, = 0,1, ,

1
n

pM x n x x p n
p x


  




и при p = 0 представляет собой классический полином Чебышева первого рода. 
В случае четных , 2 ,  0,1, ,n n m m= =   элементы системы 2 ( ),  = 0,1, ,mM x m   представляют 

собой рациональные дроби вида

2
2 2 22 2

( )( ) = ,   0,   ( ) ,   = 0,1,  .
(1 )

m
m m mm

t xM x p t x m
p x

≥ ∈ Ρ
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Система алгебраических дробей ( ),  = 0,1, ,nM x n   является ортогональной на отрезке [–1,1] 
с весом 

2

2 2 2

1( , ) = , 1 1,  0.
(1 ) 1

px p x p
p x x

+
ρ − < < ≥

+ −

Четной функции f(x), абсолютно суммируемой с весом ρ(x,a) на отрезке [–1,1], поставим в со-
ответствие ряд Фурье по системе 2 ( ),  = 0,1, :nM x n   

1
0

2 2 2 2
=1 0

4( ) ( ), = ( ) ( ) ( , ) ,   = 0,1,  .
2 n n n n

n

cf x c M x c f t M t t p dt n
+∞

+ ρ
π

∑ ∫ 

Справедлива
те о р е м а 1 [19]. Для частичных сумм ряда Фурье по системе алгебраических дробей 

Чебышева – Маркова четной функции [ 1,1]f C∈ −  имеет место представление 

 

/2

2
/2
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(1)
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y
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(2)

Частичная сумма 2 ( , )ns f x  является рациональной функцией порядка не выше 2n и имеет вид 

2
2 2 2 2

( ) 2( , ) = , 0, = , = 0,1, ,
(1 ) 1

n
n n
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p x

a
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где q2n(x) – некоторый многочлен степени не выше 2n, коэффициенты которого зависят от пара-
метра p и функции f, причем 2 (1, ) 1.ns x ≡

Cумму

 
( )

2
4 2

1( , ) = , , = 0,1, ,
1

n
n k

k n
V f x s f x n

n =+
∑ 

 
(3)

естественно назвать средними Валле Пуссена рядов Фурье по системе алгебраических дробей 
Чебышева – Маркова. 

Справедлива
те о р е м а 2. Для средних Валле Пуссена (3) имеет место представление 

 

   /2

4 2
/2

sin (3 1) ( , ) sin ( 1) ( , )1( , ) = (cos ) ( ) ,
( 1) ( , )sin

n
n u v n u v

V f x f v v dv
n u v





   


  
 

(4)

где φ(u,v), λ (v) из (2), x = cos u.
Средние Валле Пуссена V4n( f,x) являются рациональной функцией степени не выше 4n, име-

ют вид 

4
2 2 2
( ) , 1 1, 0,

(1 )
n

n
p x x a
a x

− ≤ ≤ ≥
+

где p4n(x) – некоторый многочлен степени не выше 4n, причем 4 (1, ) 1.nV x ≡
Д о к а з а т е л ь с т в о. Второе утверждение теоремы сразу же следует из представлениий (1) 

и (3), а также аналогичного утверждения для частичных сумм в [19]. Из точности частичных 
сумм (1) для единицы и представления (3) приходим к третьему утверждению. Для доказатель-
ства первого утверждения теоремы подставим (1) в (3). тогда 

[ ]
/2 2

4
/2

1 (cos )( , ) = ( ) sin (2 1) ( , ) .
( 1) sin ( , )

n
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Используя равенство

2 22

=

(2 1)sin sinsin(2 1) = ,
sin

n

k n

n t ntk t
t

+ −
+∑

получим 

[ ] [ ]2 2/2

4 2
/2
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( 1) ( , )sin

n
n u v n u v
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π

−π
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λ

+ π ϕ∫

теперь, чтобы прийти к формуле (4), достаточно провести несложные тригонометрические 
преобразования. 

З а м е ч а н и е 1. Из определения средних Валле Пуссена (3) следует, что 

( )4 4 2 2
1( , ) = (2 1) ( , ) ( , ) ,

1n n nV f x n f x n f x
n −+ σ − σ

+

где 

2 2
=0

1( , ) = ( , )
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k
f x s f x
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+
∑

– средние Фейера рациональных рядов Фурье – Чебышева. 
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Получим еще один результат в этом направлении. Справедлива 
л е м м а 1. Для средних Валле Пуссена (4) имеет место представление 

 

/2

4 2
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Преобразуем правую часть формулы (4). Из [19] известно, что 
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(6)

тогда несложно найти, что 

2 2( , ) = ( ) ( ) ( ).sin sinu v v u u vϕ − λ λ

Подставив последнее соотношение в (4), придем к представлению (5). 
З а м е ч а н и е 2. Положив в представлении (5) значение α = 0, получим 

/2
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1 sin[(3 1)( )]sin[( 1)( )]( , ) = (cos ) , = cos .
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то есть, переходя к полиномиальному случаю, функция V4n( f,x) представляет собой классиче-
ские средние Валле Пуссена рядов Фурье – Чебышева при условии четности функции f. Аппрок-
симативные свойства последних подробно изучены в вышеупомянутых работах И. М. Ганз бурга, 
А. Ф. тимана и др. 

2. Оценка приближений функции  | | , 0 < < 2,sx s  на отрезке [–1,1] суммами Валле Пус-
сена. Рассмотрим приближения функции | | , 0 < < 2,sx s  на отрезке [–1,1] средними Валле 
Пуссена (3). Найдем поточечную и равномерную оценку приближений. С этой целью положим 

 ( )4 4( , ) = , , 1 1,s s
n nx x V x xε a − ⋅ − ≤ ≤
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те о р е м а 3. Для приближений функции | | ,  0 < < 2,sx s  на отрезке [–1,1] средними Валле 
Пуссена (3) справедливо соотношение 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем полагать, что (0,1).x ∈  тогда = arccos (0, / 2).u x ∈ π  Учитывая, 
что 4 (1, ) 1,nV x ≡  из (5) получим 
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/2
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1 sin[(3 1) ( , )]sin[( 1) ( , )]( , ) = , = cos .cos cos
( 1) ( ) ( )sin

s s
n

n u v n u vx u v dv x u
n u v u





          

Выполнив в интеграле справа замены = e , = eiv iuζ ξ  и приняв во внимание (6), находим, что 

 

4
2 2 2

2 1 2 11
2 2 2

2 1 2 1

( , ) =

( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( )2 ( 1) ( ) ( )

−
+ +−

+ +

ε α

 ξ ζ ξ + − ξ ζ + ω ζ ω ζ ω ξ ω ξ
= ζ − − + ζ ω ξ ω ξ ω ζ ω ζπ + λ ζ − ξ  

∫

n
s s s s s

n n n ns
s

n n n nC

x

d
i n u   

(12)

где { }= : = e , / 2 / 2 .ivC vζ ζ − π ≤ ≤ π  Отметим, что подынтегральная функция в (13) имеет точку 
ветвления ζ = 0. Интеграл справа разобьем на четыре интеграла так, что 

 

2

4 2 1 1 2 3 2 1 4( , ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ,
2 ( 1) ( )

s

n n n n nsx I I I I
i n u

−

+ +
ξ  ε α ω ξ −ω ξ −ω ξ + ω ξ π + λ  

(13)

где 
2 2

1
1 2 12 2 2

( 1) ( 1)= ( ) ,
( )

s s s s
s

n
C

I d−
+

ζ ξ + − ξ ζ +
ζ ω ζ ζ

ζ − ξ
∫

2 2
1

2 2 2 2
( 1) ( 1)= ( ) ,

( )

s s s s
s

n
C

I d−ζ ξ + − ξ ζ +
ζ ω ζ ζ

ζ − ξ
∫

2 2
1

3 2 2 2
( 1) ( 1)= ( ) ,

( )

s s s s
s

n
C

I d−ζ ξ + − ξ ζ +
ζ ω ζ ζ

ζ − ξ
∫

2 2
1

4 2 12 2 2
( 1) ( 1)= ( ) .

( )

s s s s
s

n
C

I d−
+

ζ ξ + − ξ ζ +
ζ ω ζ ζ

ζ − ξ
∫

Обратим внимание, что для интеграла (12) точка ζ = ξ является нулем второго порядка как 
числителя, так и знаменателя подынтегрального выражения, и, следовательно, не будет особой. 
Однако для интегралов { }4

1k kI =  по отдельности она уже будет особой. Чтобы избежать неопре-
деленности, положим = e ,  < 1.iuξ ρ ρ  Другими словами, поместим точку ξ внутрь единичного 
круга. Очевидно, чтобы впоследствии прийти к окончательному результату, следует ρ →1. 

Будем исследовать каждый из интегралов по отдельности. рассмотрим интеграл I1. Его под
ынтегральная функция 

2 2
1

1 2 12 2 2
( 1) ( 1)( , ) = ( )

( )

s s s s
s

n
−

+
ξ + ζ − ζ + ξ

ϕ ζ ξ ζ ω ζ
ζ − ξ

имеет на границе области { }= :| |< 1,  > 0ζ ζ ζD Re  точку ветвления ζ = 0, а внутри области – 
особую точку ζ = ξ, являющуюся для нее простым полюсом. Применяя к I1 интегральную те-
орему Коши в области, ограниченной контуром, который состоит из C, полуокружности 

{ }= : = e , / 2 / 2iC ϕ
δ ζ ζ δ −π ≤ ϕ ≤ π  достаточно малого радиуса δ, огибающей точку ζ = 0 по ча-

совой стрелке, и отрезка мнимой оси от точки i до –i с изъятым диаметром полуокружности Cδ, 
найдем 

 
1 1 1

=
( , ) = 2 Res ( , ),

i i

i C i
I d i

δ −

ζ ξ− δδ

 
+ + + ϕ ζ ξ ζ π ϕ ζ ξ  
 
∫ ∫ ∫

 
(14)

где второй и четвертый интегралы берутся по соответствующим отрезкам мнимой оси. Вы
полняя необходимые вычисления, находим, что 
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( ) ( )
2 1 2

1 1 2 1 1 2=

(1 ) (1 )Res ( , ) = , ( ), , = .
4

s

n
sr r

−

+
ζ ξ

+ ξ − ξ
ϕ ζ ξ ζ ξ ω ξ ζ ξ

ξ

Исследуем интеграл по полуокружности Cδ. Положив = e ,iϕζ d  получим 

( )
( )

2 2/2
1

1 2 122 2/2

( 1) ( e ) ( e ) 1
( , ) = ( e ) ( e ) e .

( e )

ss i s i s
i s i i

n
iC

d i d
ϕ ϕ−π

ϕ − ϕ ϕ
+

ϕπd

ξ + d − d + ξ
ϕ ζ ξ ζ d ω d d ϕ

d − ξ
∫ ∫

Переходя в последнем соотношении к пределу при δ → 0, будем иметь 

2 4
2

1
2( , ) sin , 0.

2 2

n s
s

C

i sd
s

−
−

d

a ξ π
ϕ ζ ξ ζ d d →

−∫ 

Последнее означает, что при 0 < s < 2 интеграл по полуокружности Cδ при стягивании радиуса 
δ в точку стремится к нулю. таким образом, в выражении (14) при 0 < s < 2 и δ → 0 будем иметь 

( )
2 20

1
1 2 1 1 2 12 2 2

0

( 1) ( 1)= ( ) 2 , ( ).
( )

s s s si
s

n n
i

I d ir−
+ +

−

  ξ + ζ − ζ + ξ
+ ζ ω ζ ζ + π ζ ξ ω ξ 

ζ − ξ 
∫ ∫

В первом интеграле выполним замену ζ  –ζ. тогда 

( )
2 1

1
1 2 1 1 2 12 2 2

0

(1 )= 1 ( 1) ( ) 2 ( ).
( )

s si
s s

n nI d ir
−

−
+ +

+ ζ ζ
ξ − − − ω ζ ζ + π ω ξ

ζ − ξ
∫

Положив теперь ζ = it, придем к выражению 

( )
2 11

2 1
1 2 1 1 2 12 2 2

0

(1 )= 1 ( 1) ( ) 2 ( ),
( )

s s
s s s

n n
t tI i t dt ir

t

−
− −

+ +
−

−ξ − − − χ + π ω ξ
+ ξ

∫

где 2 1( )n t+χ  из (10). Заметив, что 

( )1 1 (1 )1 ( 1) = 2cos = 2sin ,
2 2

s s s si − − π − π
− − − − −

окончательно получим 

 

2 11

1 2 1 1 2 12 2 2
0

(1 )= 2 sin ( ) 2 ( ).
2 ( )

s s
s

n n
s t tI i t dt ir

t

−

+ +
π −

ξ χ + π ω ξ
+ ξ

∫
 

(15)

Рассуждая аналогичным образом, для интеграла I2 находим, что 

 

2 11
1

2 2 1 12 2 2
0

(1 )= ( 1) 2 sin ( ) 2 ( ).
2 ( )

s s
n s

n n
s t tI i t dt ir

t

−
+

+
π −

− ξ χ + π ω ξ
+ ξ

∫
 

(16)

Рассмотрим теперь интеграл I3. его подынтегральная функция 

2 2
1

3 2 2 2
( 1) ( 1)( , ) = ( )

( )

s s s s
s

n
−ξ + ζ − ζ + ξ

ϕ ζ ξ ζ ω ζ
ζ − ξ

является аналитической в области { }= :| |> 1,  > 0 ,ζ ζ ζD Re  а на бесконечности имеет нуль по-
рядка 3 , 0 < < 2.s s−  Применяя к I3 теорему Коши о вычетах, находим, что 
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3 3 3( , ) ( , ) = 0,
i i

i i
d I d

− ∞

+ ∞ −
ϕ ζ ξ ζ − + ϕ ζ ξ ζ∫ ∫

где первый и третий интегралы взяты вдоль соответствующих лучей мнимой оси. Следовательно, 

2 2
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3 2 2 2
( 1) ( 1)= ( ) .
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s s s si i
s

n
i i

I d
− ∞

−

+ ∞ −
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∫ ∫

В интегралах справа выполним замену ζ  ζ–1. тогда 

2 20
1

3 2 2 2
0

( 1) ( 1)= ( ) .
(1 )

s s s si
s

n
i

I d−

−

  ξ + ζ − ζ + ξ
+ ζ ω ζ ζ 

− ξ ζ 
∫ ∫

Заменяя в первом интеграле ζ  –ζ, придем к выражению 

( )
1 2

1
3 2 2 2

0

(1 )= 1 ( 1) ( ) .
(1 )

s si
s s

nI d
−

− ζ + ζ
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∫

Полагая теперь ζ = it, получим, что 
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s s
n s
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s t tI i t dt

t

−
+ π −

− ξ χ
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∫
 

(17)

Рассуждая аналогичным образом в отношении интеграла I4, находим, что 
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0

(1 )= 2 sin ( ) .
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s s
s

n
s t tI i t dt

t

−

+
π −

ξ χ
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(18)

Подставляя теперь (15)–(18) в (13), будем иметь 

4 1

2 21
2 1

1 2 1 2 12 2 2 2 2 2
0

1( , ) =
2 ( 1) ( )

sin (1 ) ( ) ( ) ( ) ( )
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∫

n s
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2 2

2 2 2 2 2 2( 1) ( ) ( ) , = cos .
( ) (1 )

n
n n dt x u

t t

 ξ ξ
+ − ω ξ + ω ξ   + ξ + ξ    

(19)

Заметим, что выражения, находящиеся в круглых скобках последнего соотношения, пред-
ставляют собой суммы двух взаимно комплексно сопряженных слагаемых, а значит, являются 
действительнозначными. Отыщем их. Имеем 

2 2

2 2 2 2 2 2 2 4
2cos( ) ( ) = ,

( ) (1 ) 1 2 cos2
n

n n
t t t u t

ξ ξ ψ
ω ξ + ω ξ

+ ξ + ξ + +

а также 

( )2 2
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2 1 2 12 2 2 2 2 2 2 4
2cos arg ( )

( ) ( ) = ,
( ) (1 ) 1 2 cos2

n n
n n

t t t u t
+

+ +
ψ + ω ξξ ξ

ω ξ + ω ξ
+ ξ + ξ + +

где ψn определено в (11). Из (19) и последних соотношений следует (9).
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Для исследования выражения (9) мы полагали, что (0,1).x∈  Однако из свойств четности 
функции | |sx  и средних Валле Пуссена 4 (| | , )s

nV x⋅  следует, что соотношение (9) справедливо 
также и при ( 1,0).x∈ −  Справедливость равенства (9) в точках x = ±1 и x = 0 следует из непре-
рывности левой и правой части неравенства относительно переменной x на [–1,1]. Теорема 3 до-
казана полностью. 

Те о р е м а 4. При выполнении условий теоремы 3 имеет место оценка 

 

4 2

2 1 21
1 2 2 1

2 4
0

1( , ) sin
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−
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− + − χ + χ
× χ ∈ −

+ +
∫

 
(20)

где 2 2( )nM x+  – рациональная дробь Чебышева – Маркова порядка 2n + 2. Неравенство (20) явля-
ется точным в том смысле, что если полюсы имеют четную кратность, то равенство дости-
гается при x = 0, а также на концах отрезка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценим квадратную скобку в подынтегральном выражении равен-
ства (9). Используя хорошо известное неравенство 

2 2| cos sin | , , ,a t b t a b a b+ ≤ + ∈

находим, что 
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2
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n n nt t+ + +≤ + − χ ω ξ + χ

С учетом последнего неравенства в (9) приходим к оценке 
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(21)

Заметив теперь, что при = e , = cosiu x uξ  и = 0,1,n   
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1 1cosarg ( ) = = ( )
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n nM x
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    ξ + α + α ξ ω ξ +       + α ξ ξ + α    

– рациональная дробь Чебышева – Маркова степени 2n + 2, из (21) приходим к (20). Для дока-
зательства второго утверждения теоремы подставим в оценку (20) при четных n значения x = 0 
и x = ±1. Имеем 

12 21
1

2 2 2 2
0

1 1 1 1 ( )| (0, ) | sin ( ) ,
22 ( 1) 1 1

s
n

n ns
s t t t dt

tn t

−
+

−

 − α π − − χ
ε α ≤ χ  π + + α − 

∫

( )
2 2 11

2 12 2 2 2
0

1 1 (1 )| ( 1, ) | sin 1 ( ) ( ) .
22 ( 1) 1 (1 )

s s

n n ns
s t t t t dt

n t

−

+−
+ α π −

ε ± α ≤ + χ χ
π + − α +

∫



272  Proceedings of the National academy of sciences of Belarus. рhysics and mathematics series, 2019, vol. 55, no. 3, рр. 263–282

Подставляя аналогичные значения в (9), находим, что последние неравенства обращаются 
в равенства. Теорема 4 доказана.

3. Исследование приближений суммами Валле Пуссена в полиномиальном случае. Тео-
ремы 2 и 3 позволяют исследовать приближения функции | |sx  на отрезке [–1,1] средними Валле 
Пуссена при любом значении s > 0, ограничиваясь лишь достаточно высокой степенью n. 

В соотношении (9) положим α = 0. Тогда 4 4( ,0) = ( )n nx xε ε  – есть приближения функции 
| | , / 2 < 1,sx s n +  на отрезке [–1,1] средними Валле Пуссена рядов Фурье по системе многочленов 
Чебышева первого рода. Тогда 
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(22)

где 

(0)
2 2= ( , ,0) = 2arg 2 ,   = cos .

1
n n x t un x u

t
ξ

ψ ψ +
+ ξ

Справедлива 
Те о р е м а 5. Для приближений функции | | , > 0,  / 2 < 1,sx s s n +  на отрезке [–1,1] средними 

Валле Пуссена полиномиального ряда Фурье – Чебышева имеет место оценка 

 

2 2 1 2 2 4 41
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∫
 

(23)

где 2 2( )nT x+  – многочлен Чебышева первого рода степени 2n + 2, = cos ,  = e .iux u ξ  Оценка (23) 
точна. Равенство достигается при x = 0, а также на концах отрезка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы достаточно воспользоваться равен-
ством (22) и рассуждениями, проведенными при доказательстве теоремы 4.

Положим 
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С одной стороны, из (22) находим, что 
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(24)

С другой стороны, воспользовавшись (3), получим 
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где 2 2( ) =| | (| | , )s s
k kx x s x xδ −  – приближения функции | | , > 0,sx s  на отрезке [–1,1] частичными 

суммами ряда Фурье – Чебышева. Известно [20], что 
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Подставив последнее соотношение в (25), найдем 
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Из последнего неравенства и соотношения (24) следует, что 
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(26)

Справедлива 
те о р е м а 6. Пусть s > 0, n + 1 > s/2. Для величины ε4n имеет место асимптотическое ра-

венство 
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(27)

где Γ(s) – гамма-функция Эйлера. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Исследуем интеграл в (26). Запишем 
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∫
 

(28)

Далее будем различать случаи. Пусть (0,1].s ∈  тогда воспользуемся методом, предложен-
ным в [21]. Продифференцируем последний интеграл по параметру n. Имеем 
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∫ ∫

Для исследования асимптотического поведения интегралов I6 и I7 применим метод лапла-
са [22–24]. Функция lnt возрастает в промежутке 0 < t < 1 и, следовательно, достигает своего 
максимального значения при t = 1. Используя разложения ln = ( 1) ( 1)t t o t− + −  и 
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12

12
2

1 ln 2 1 ,
1

s
sst t t

t t

−
−− −

− −   − 


справедливые при t → 1, находим, что при достаточно малом ε > 0 и n → ∞ 
1 1

2 1 2 ( 1) 2 1 (4 2)( 1)
6 7

1 1
2 (1 ) e , 2 (1 ) e .s s n t s s n tI t dt I t dt− − − − − + −

−ε −ε
− − − −∫ ∫ 

В последних интегралах выполним замену 1 – t  u. тогда 

2 1 2 2 1 (4 2)
6 7

0 0
2 e , 2 e .s s nu s s n uI u du I u du

ε ε
− − − − − − +− −∫ ∫ 

Положив теперь в интегралах I6 и I7 соответственно 2nu = t и (4n + 2)u = t, при n → ∞ находим 
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2 2
6 7

( ) ( )2 , 2 .
(2 ) (4 2)

s s
s s

s sI I
n n

− −Γ Γ
− −

+
 

Следовательно, в соотношении (29) будем иметь 

5 1 1 2( ) , .
2 (2 1)s s

I s n
n n n

 ∂
− Γ − → ∞ ∂ + 



теперь, чтобы прийти к асимптотике интеграла I5, необходимо в последнем асимптотическом 
равенстве произвести интегрирование по параметру n. тогда при n → ∞ для интеграла I5 имеем 

 

1

11
5

2 1 ( ) ,   (0,1),
2(1 )( 1)
1 ln 2,   = 1,
2

s

s s C s
s nI

s

−

−

 −
Γ + ∈ − +







 

(30)

где C1 – некоторая константа, не зависящая от n. 
Пусть теперь s > 1 при выполнении условий n + 1 > s/2. тогда в (28) получим 

2 2 2 21 1
2 4 2

5 1 1
0 0

(1 ) (1 )= , 1 > .
2

s s
n n

s s
t t sI t dt t dt n

t t

− −
+

− −
− −

− +∫ ∫

Применяя методики исследования подобных интегралов, находим, что 

 
5 1 1

1 1 1( 1) 1 , .
2 2 ( 1)s sI s n

n− −
 Γ − − → ∞  + 



 
(31)

Из (30) и (31) приходим к (27). теорема 6 доказана.
4. Равномерная оценка приближений средними Валле Пуссена в общем случае. Спра-

ведлива 
те о р е м а 7. При ,n ∈  0 < s < 2 и 0 ≤ α < 1 для приближений функции | |sx  на отрезке [–1,1] 

средними Валле Пуссена в рациональном случае имеет место равномерная оценка 

 
*

4 4( ) ( ),n nε a ≤ ε a  (32)

где 

 
[ ]*

4 8 92
1( ) = sin ,

22 ( 1)
n s

s I I
n−

π
ε a +

π +  
(33)

( )
2 11

2 12 1 1
8 9 2 12 2 2

0

( ) ( ) 1 (1 )= (1 ) , = | ( ) | | ( ) | ,
1 (1 )

s s
n ns s

n n
t t t tI t t dt I t t dt

t t

−a
+− −

+
a

χ − χ −
β − χ − χ

β− +
∫ ∫

 

χn(t) из (10), β = (1 – α2) / (1 + α2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая, что частичные суммы (1) точные для единицы, а также при-

нимая во внимание соотношение (3), величину (7) представим в виде 

 

2
4 2

1( , ) = ( , ),
1

n
n k

k n
x x

n =
ε a d a

+
∑

 
(34)

где δ2k(x,α) – есть погрешность приближений функции | |sx  на отрезке [–1,1] частичными сум-
мами рационального ряда Фурье – Чебышева. Известно, что для величины δ2k(x,α) имеет место 
представление 
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2 1 2 41

2 2 2 2 2 4
0

( 1) (1 ) 1 2 cos2( , ) = sin ( )cos ,
22 1 1 2 cos2

n s s

n n ns
s t t ux t dt

t t u t
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−
− π − + a + a

d a χ η
π − a + +

∫

2 2 2 2

2 2 2 2= ( , , ) = arg arg .
1 1

n n x t n
t

     
   

    

тогда в (34) находим 

2 1 2 41 2
4 2 2 2 2 4

=0

1 (1 ) 1 2 cos2( , ) = sin ( 1) ( )cos , cos .
22 ( 1) 1 1 2 cos2

s s n
k

n k ks
k n

s t t ux t dt x u
n t t u t

−

−
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ε a − χ η =
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∑∫
 

Из последнего соотношения нетрудно получить, что 

2 1 2 41 2
4 2 2 2 2 4

=0

1 (1 ) 1 2 cos2| ( , ) | sin | ( ) | , = cos , 0 < < 2.
22 ( 1) 1 1 2 cos2

s s n
n ks

k n

s t t ux t dt x u s
n t t u t

−

−
π − + a + a

ε a ≤ χ
π + − a + +

∑∫
 

Заметив, что 2cos2 = 2 1,u x −  будем иметь 

 

2 2 1 1 2 21 2
4 2 2 2 2 2

=0

1 (1 ) 1( , ) sin | ( ) | ,
22 ( 1) 1 1

s s n
n ks

k n

s t t A xx t dt
n t T x

− −

−
− a π − +

ε a ≤ χ
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(35)

где 2 2= 2 / (1 ),  = 2 / (1 ).A T t ta − a −  Рассмотрим функцию 

2 2

2 2
1( ) = .
1

A xx
T x

+
γ

+

Поскольку 
2 2

2 2 2 2 2

( )( ) = ,
(1 )(1 )

x A Tx
A x T x

−′γ
+ +

то при 0 < t < α функция γ(x) возрастает, а значит, достигает максимального значения при x = 1, 
что соответствует значению параметра u = 0. В то же время при α < t < 1 функция γ(x) убывает 
и, значит, ее максимальное значение будет уже при x = 0, что соответствует значению параметра 
u = π/2. тогда, разбивая интеграл в правой части (35) на два интеграла по промежуткам [0, α] 
и [α,1], найдем 

4 2

2 1 1 2 11 2 2
2 2

2 2 2 2 2
=0
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2 ( 1)

(1 ) (1 )sin (1 ) ( ) (1 ) | ( ) | ,
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n s

s s s san n
k k

k n k na

n

s t t t tt dt t dt
t t t

где величина ε4π(α) определена в (8). Заметив, что суммы в каждом из интегралов представляют 
собой геометрические прогрессии с соответствующими знаменателями, получим 

( )

4 2

2 11
2 12 1 1

2 12 2 2
0
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n s

s sa
n ns s

n n
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n

s t t t tt t dt t t dt
t t

Из последнего соотношения приходим к (32). теорема 7 доказана.
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5. Асимптотика равномерной оценки приближений функции |x|s, 0 < s <2. Исследуем 
асимп тотическое поведение при n → ∞ величины (33). С этой целью в интегралах I8 и I9 выполним 

замену переменного интегрирования по формуле 2 = (1 ) / (1 ),t u u− +  ( )2= / (1 ) 1 .dt du u u− + −  
тогда 

 
[ ]*

4 8 9
1( ) = sin ,

( 1) 2n
s I I

n
π

ε a +
π +  

(36)

где 
2 1 2 11 1

8 92 /2 2 /2
0

1= , = .
(1 ) (1 )
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s s
u u u du u u uI I du

u u u u uu u

+ +−β

β

          β − β − − β − β
   β − −       β + β + β β + β +− −             

∫ ∫
 

Изучим асимптотическое поведение при n → ∞ каждого из интегралов I8 и I9 по отдельности. 
Для этого воспользуемся методом лапласа [22–24]. Следующая теорема дает асимптотическое 
представление для величины (36). 

те о р е м а 8. Для мажоранты равномерной оценки приближений функции | | , 0 < < 2,sx s  на 
отрезке [–1,1] средними Валле Пуссена при n → ∞ справедливо асимптотическое равенство 

 

11 2 2
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2
*
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2

s










   ∈  

 
  

(37)

где Γ(s) – гамма-функция Эйлера, 2 2= (1 ) / (1 ), 0 < 1.β − a + a ≤ a  
Д о к а з а т е л ь с т в у теоремы 8 предпошлем две леммы. так, для интеграла I8 имеет место 
л е м м а 2. Справедливо асимптотическое равенство 

 

( )

( )

1
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1 1

( )(2 1) , (0,1),
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(38)

где Γ(s) – гамма-функция Эйлера, C2 – некоторая постоянная, не зависящая от n и β. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем различать случаи. Пусть (0,1].s ∈  тогда продифференцировав 

интеграл I8 по параметру n, находим, что 

 
( )8

10 11= 2 ,I I I
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∂
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Функция S(u) монотонно убывает при 0 < u < β, поскольку 2 2( ) = 2 / ( ) < 0,S u u′ − β β −  и, зна-
чит, достигает максимума при u = 0. Используя разложения ( ) = 2 / ( )S u u o u− β +  и 

1
1

2 /2
1 2ln ,

(1 )

s
s

s
u u u

u uu

−
−β −

−
β + β−



справедливые при u → 0, при произвольно малом ε > 0 и n → ∞ находим, что 

1 2 / 1 2 (2 1)/
10 11

0 0

2 2e , e .s un s u nI u du I u du
ε ε

− − β − − + β− −
β β∫ ∫ 

Положив теперь в первом из них 2un/β = u, а во втором – 2u(2n + 1)/β = u, будем иметь 
2 / 2(2 1) /

1 1
10 11
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2 2e , e , .
2 2(2 1)

ss n n
s u s uI u du I u du n

n n

ε β + ε β
− − − − β β − − → ∞   β β +   
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Откуда окончательно получим 

10 11
2 2( ), ( ), .

2 2(2 1)
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I s I s n
n n

 β β − Γ − Γ → ∞   β β +   
 

Возвращаясь к соотношению (39), найдем 

8 2 12 ( ) , .
2 (2 1)

s

s s
I s n
n n n

 ∂ β  Γ − → ∞  ∂ +   


Для получения асимптотического выражения интеграла I8 при (0,1],s ∈  проинтегрируем по-
следнее соотношение по параметру n. тогда при n → ∞ приходим к асимптотическому равенству 
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(40)

где C2 – некоторая константа, не зависящая от n и β.
Рассмотрим теперь случай, когда (1,2).s ∈  тогда интеграл I8 можно переписать в виде 

2 12 2
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∫ ∫

Применяя для исследования асимптотического поведения интегралов в последнем соотношении 
используемые ранее методики, находим, что 

  
8 1 1

( 1) 11 , (1,2),  .
22( 1)

s

s s
sI s n

n  
       

 


 
(41)

Из асимптотических соотношений (40) и (41) немедленно следует (37). лемма 2 доказана.
Займемся теперь интегралом I9. Имеет место 
л е м м а 3. Справедливо асимптотическое равенство 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Перепишем интеграл I9 в виде 
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1= 1 .
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n ns

s
u u uI du

u uu
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    − β − β
 −   β β + β +−      

∫

При n → ∞ величина в квадратных скобках подынтегрального выражения стремится к еди-
нице. Из сказанного следует, что 
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∫

В последнем интеграле выполним замену переменного по формуле = cos .u θ  тогда 
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Для исследования асимптотики интеграла справа воспользуемся методом лапласа [22–24]. 
Функция S(θ) убывает при 0 < < arccos ,u β  поскольку 22( ) = 2 sin / ( ) < 0,cosS′ θ − β θ θ − β  а значит, 
достигает своего максимального значения при θ = 0. Раскладывая функцию S(θ) в ряд тейлора 
в окрестности точки θ = 0, находим, что 
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S o− β β
θ − θ + θ θ →
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Учитывая также, что при θ → 0 будет 11 ,cos sin ss s −−θ θ θ  при произвольно малом ε > 0 и n → ∞ 
найдем 
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В последнем интеграле выполним замену переменного по формуле 2 2 2/ (1 ) .nβ θ − β θ  тогда 
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где 2( , ) = / (1 )n nϕ ε β − β ε → +∞  при n → ∞. Учитывая, что 
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окончательно находим 
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Из последнего соотношения при различных , 0 < < 2,s s  придем к асимптотической оценке (42). 
лемма 3 доказана.

теперь для доказательства теоремы 8 достаточно применить результаты лемм 2 и 3 к соотно-
шению (36). Это завершает ее доказательство.
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6. О порядковой оценке приближений средними Валле Пуссена. В разделе 5 нами бы-
ло найдено асимптотическое представление для равномерной оценки приближений средними 
Валле Пуссена функции | | , 0 < < 2.sx s  Представляет интерес минимизировать правую часть 
соотношения (37) посредством выбора оптимального для этой задачи параметра β = β*, другими 
словами – искать оценку наилучшего равномерного приближения функции | | , 0 < < 2,sx s  сред-
ними Валле Пуссена.

Положим 
(*) (*)

4 44 4
0 <1 0 <1

= ( ), = ( ).inf infn nn n
≤a ≤a

ε ε a ε ε a
 

Для реализации поставленной задачи будем следовать схеме, предложенной в [25].
те о р е м а 9. Для любого 0 < s < 2 при n → ∞ справедливы асимптотические соотношения:
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  если четное.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства первого утверждения теоремы при известном s,  
0 < s < 2, в соотношении (37) положим
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β β

 
(43)

тогда, учитывая, что
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при n → ∞ получим 
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(44)

где * * *= (1 ) / (1 ).a − β + β  
Для того чтобы показать, что именно при β = β* величина *

4 ( )nε a  имеет асимптотически 
минимальное значение, достаточно воспользоваться методом, рассмотренным в [19, теорема 6] 
(см. также [25]). Из сказанного следует первое утверждение теоремы.
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Для доказательства второго утверждения теоремы воспользуемся оценкой (20), а именно тем 
фактом, что при четных n она точна в точке x = 0. Следовательно, 

1
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1 ( )| (0, ) |= sin (1 ) ( ) .
22 ( 1) 1

ns s
n ns

s tt t t dt
n t

+− −
−

β π − χ
ε a − χ

π + −
∫

Замена переменного ( )2 2= (1 ) / (1 ),   = / (1 ) 1t u u dt du u u− + − + −  приводит последний интеграл 
к виду
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Разобьем интеграл справа на два интеграла по промежуткам [0,β] и [β,1]. Затем к первому из 
них применим результаты леммы 2, а во втором используем методики асимптотического исследо-
вания, примененные в лемме 3. В результате придем к асимптотическому соотношению при n → ∞
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Положив в найденном асимптотическом соотношении оптимальное β* из (43), получим 
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то есть асимптотическая оценка (44) достижима в точке x = 0 при условии четности n, а это оз-
начает, что в данном случае она является нормой уклонений средних Валле Пуссена от функции 
| | ,  0 < 2,sx s <  следовательно, справедливо второе утверждение теоремы 9. Доказательство тео-
ремы 9 завершено.

З а м е ч а н и е 3. При изучении приближений функции x  на отрезке [–1,1] посредством час-
тичных сумм ряда Фурье по системе алгебраических дробей Чебышева – Маркова [19], опти-
мальным было значение параметра * ln .n nβ =  Из (43) следует, что оно также является опти-
мальным и в случае приближений функции x  средними Валле Пуссена.

Заключение. Исследованы аппроксимативные свойства средних Валле Пуссена рядов 
Фурье по системе алгебраических дробей Чебышева – Маркова (3) в приближениях функции 

,  0 2,sx s< <  на отрезке [–1,1]. Найдено интегральное представление приближений (9), точная 
оценка приближений в зависимости от положения точки [ ]1,1x ∈ −  (20), равномерная оценка (32) 
и ее асимптотическое представление при n → ∞ (37). Установлено оптимальное значение параме-
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тра (43), обеспечивающее наибольшую скорость приближений средними Валле Пуссена (3) ис-
следуемой функции (теорема 9). В данном случае скорость приближений является выигрышной 
в сравнении с полиномиальным случаем, что отражает особенности рациональной аппроксима-
ции функций с особенностями.
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