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ДОСтАтОЧНОЕ УСЛОВИЕ ПСЕВДОЛИПШИЦЕВОСтИ СИСтЕмЫ 
ПАРАмЕтРИЧЕСКИХ РАВЕНСтВ И НЕРАВЕНСтВ 

Аннотация. Исследуются липшицевы свойства многозначных отображений, заданных в виде системы пара-
метрических равенств и неравенств. Доказываются достаточные условия псевдолипшицевости (pseudo-Lipschitzian 
continuity or Aubin property) на основе ослабленного условия регулярности постоянства положительно-линейной за-
висимости (RCPLD). За счет использования более слабых условий регулярности полученные результаты обобщают 
некоторые известные ранее достаточные условия псевдолипшицевости для многозначных отображений, заданных 
системой функциональных равенств и неравенств
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Abstract. We study the Lipschitz-like properties of multivalued mappings defined by functional parametric equalities 
and inequalities. Sufficient conditions of pseudo-Lipschitzian continuity are obtained on the basе of the regularity condition 
of the relaxed constant positive linear dependence (RCPLD) by Andreani et al. The results of the article generalize some 
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Введение. Понятие псевдолипшицевости (pseudo-Lipschitzian continuity) многозначных ото-
бражений введено Ж.-П. Обеном в работе [1]. В англоязычной литературе наряду с псевдолипши-
цевостью употребляется термин «свойство Обена» (Aubin property) [2]. Интерес к псевдолипши-
цевости многозначных отображений стимулируется многочисленными приложениями данного 
свойства [1–5]. В настоящей статье доказываются достаточные условия псевдолипшицевости 
многозначных отображений, заданных семейством функциональных равенств и неравенств на 
основе условия регулярности RCPLD (relaxed constant positive linear dependence) [6]. Полученные 
достаточные условия обобщают результаты [3–5].

Пусть , .mn y Rx R ∈∈  Рассмотрим многозначное отображение : ( ) ,mF x F x R⊂  заданное 
условием 

0( ) { | ( , ) 0,  , ( , ) 0,  }m
i iF x y R h x y i I h x y i I= ∈ ≤ ∈ = ∈ ,

где 0{1,..., },  { 1,..., },I s I s p= = +  функции hi(x,y) непрерывны вместе с производными ( , ).y ih x y∇  
Введем область допустимых значений и график многозначного отображения F: 

dom { | ( ) },   gr {( , ) | ( ),  }.n nF x R F x F x y y F x x R= ∈ ≠ ∅ = ∈ ∈
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Обозначим ( , ) { | ( , ) 0},iI x y i I h x y= ∈ =  V(x) и V(y) – окрестности точек x и y, v  – евклидова 
норма вектора v, d(v,C) – расстояние от точки mv R∈  до множества .mC R⊂  В случае конечного 
множества J число его элементов будет обозначаться .J

Основные определения и вспомогательные результаты. Ниже, следуя [1, 2, 7, 8], приводим 
основные определения.

О п р е д е л е н и е  1 . Отображение F называется полунепрерывным снизу (п.н.сн.) в точке 
0 0( , )x y grF∈  (относительно nX R⊂ ), если для любой окрестности V(y0) существует окрест-

ность V(x0) такая, что 0( ) ( )F x V y∩ ≠ ∅  для всех 0( )x V x∈  (для 0( )x V x X∈ ∩ ).
О п р е д е л е н и е  2 . Отображение F называется R-регулярным в точке 0 0( , ) grx y F∈  

от носительно domF, если существует число α > 0 и окрестности V(x0) и V(y0) такие, что 
( ) 0, ( ) max{0, ( , ) : , ( , ) : }i id y F x h x y i I h x y i I≤ a ∈ ∈  для всех 0( )y V y∈  и 0( ) dom .x V x F∈ ∩

О п р е д е л е н и е  3 . Отображение F называется псевдолипшицевым (относительно nX R⊂ ) 
в точке 0 0( , ) grx y F∈  (где 0x X∈ ), если существуют число lF > 0 и окрестности V(x0) и V(y0) та-
кие, что 1 0 2 2 1( ) ( ) ( ) FF x V y F x l x x B∩ ⊂ + −  для всех 1 2 0, ( )x x V x∈  (всех 1 2 0, ( )x x V x X∈ ∩ ).

В [6] для задачи нелинейного программирования введено ослабленное условие регулярности 
постоянной положительно-линейной зависимости (RCPLD). 

Пусть 0 0
0 ,   ( , ).J I K I x y⊂ ⊂  Будем говорить, что система векторов 0 0{ ( , ),   }y ih x y i J K    

положительно-линейно зависима, если существуют не все равные нулю числа λi, где ,i J K∈ ∪  
такие, что 0iλ ≥  при i K∈  и 0 0( , ) 0.i y i

i J K
h x y

∈ ∪
λ ∇ =∑

Следующее определение распространяет условие RCPLD на параметрические системы ра-
венств и неравенств.

О п р е д е л е н и е  4 . Многозначное отображение F удовлетворяет условию RCPLD в точке 
0 0( , ) gr ,x y F∈  если существует окрестность V точки (x0, y0) такая, что:
1) 0rank{ ( , ),   } consty ih x y i I    при ( , ) ;x y V∈
2) для любого множества индексов 0 0( , )K I x y⊂  из положительно-линейной зависи-

мости системы векторов 0 0
0{ ( , ),   }y ih x y i I K∇ ∈ ∪  следует линейная зависимость системы 

0{ ( , ),   }y ih x y i I K∇ ∈ ∪  при всех ( , ) .x y V∈  
Отметим, что из определения 4 следует, что если отображение F удовлетворяет RCPLD 

в точке 0 0( , ) gr ,x y F∈  то оно удовлетворяет данному условию в любой точке ( , ) grx y F∈  из не-
которой окрестности (x0, y0). В работе [6] доказано, что RCPLD является условием регулярности, 
причем более слабым по сравнению с введенным в [9] ослабленным условием регулярности по-
стоянного ранга (RCRCQ), а также по сравнению с рядом других известных условий регулярно-
сти. таким образом, из RCPLD вытекает справедливость условия Куна – таккера [10].

л е м м а  К а р а т е о д о р и  ([5, 6]). Пусть y ≠ 0 и 
1

,
r t

i
i

i
y v

+

=
= a∑  где векторы v1,…, vr линейно

независимы, ,  1,..., ,  0,  1,..., .i iR i r i r r ta ∈ = a > = + +  тогда существует { 1,..., }J r r t⊂ + +  

и числа ,ia  {1,..., }i r J∈ ∪  такие, что 
{1,..., }

,i
i

i r J
y v

∈ ∪
= a∑  0,ia >  для всех i J∈  и векторы vi,

{1,..., } ,i r J∈ ∪  линейно независимы.
Основные результаты. Пусть .mv R∈  Обозначим ( ) ( )F x vΠ  множество ближайших к v то-

чек множества F(x). то есть, ( ) ( )F x vΠ  является множеством решений задачи 

 ( ) min, ( ).v y y v y F xΦ = − → ∈  (1)

Рассмотрим множество множителей лагранжа в точке ( ),y F x∈  являющейся решением за-
дачи (1):

( , , ) R | ( , ) 0, 0,  ( , ) 0  ,
1

py vpx y F h x y h x y i Iv yi i i i iy v i

 − Λ = λ ∈ + λ ∇ = λ ≥ λ = ∀ ∈∑ − =  
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и введем множество ограниченных множителей лагранжа

1
( , , ) ( , , ) | .

p
M
v v i

i
x y F x y F M

=

 
Λ = λ ∈ Λ λ ≤ 

 
∑

Нам понадобится следующее утверждение (теорема 3.1 [5]).
П р е д л о ж е н и е  1 . Пусть 0 0( , ) grx y F∈  и отображение F п.н.сн. в данной точке относи-

тельно domF. Тогда следующие утверждения равносильны: 
(a) отображение F R-регулярно в точке (x0, y0) относительно domF;
(b) существует число M > 0 такое, что для любых последовательностей 

0 0,  dom ,  ,  ( ),k k k k kx x x F v y v F x→ ∈ → ∉  справедливо неравенство ( , , )k
M k k
v

x y FΛ ≠ ∅  при 
всех 

( )
( , ) ( )k

k k k k
F x

y y x v v= ∈ Π  и всех достаточно больших k.
те о р е м а  1. Пусть отображение F п.н.сн. в точке 0 0( , ) grx y F∈  относительно domF 

и удов летворяет в данной точке условию RCPLD. Тогда F R-регулярно в (x0, y0) относительно 
domF.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное, т. е. F не R-регулярно в (x0, y0) относи-
тельно domF. тогда в силу предложения 1 найдутся последовательности 0 ,  dom ,k kx x x F→ ∈

0 ,  ( ),k k kv y v F x→ ∉
( )

( , ) ( )k
k k k k

F x
y y x v v= ∈ Π  такие, что либо ( , , ) ,k

k k
v

x y FΛ = ∅  либо 

(0, ( , , ) .k
k k

v
d x y FΛ → +∞  При этом yk → y0 вследствие полунепрерывности снизу отображения F  
в точке( x0, y0). 

В таком случае, не убавив общности, можно положить, что RCPLD выполняется в точках (xk, yk) 
для всех k = 1,… . Следовательно, ( , , ) .k

k k
v

x y FΛ ≠ ∅  Это значит, что (0, ( , , )k kd x y FΛ → +∞  
и существуют векторы ( , , ).k

k k k
v

x y Fµ ∈ Λ  Последнее равносильно

 0 ( , )
( , ), 1,2,...,

k k

k k
k k k
i y ik k

i I I x y

v y h x y k
v y ∈ ∪

−
= µ ∇ =

−
∑

 

(2)

где 0, , 0,  ( , ), 1,2,... .k k k k
i iR i I i I x y kµ ∈ ∈ µ ≥ ∈ =

Вследствие RCPLD в точке (x0, y0) найдутся окрестность V(x0, y0) и множество индек-
сов  0 0

0 0 0 0, rank ( , ),   y iI I I h x y i I      такие, что для всех 0 0( , ) ( , )x y V x y∈  векторы 
0{ ( , ),   }y ih x y i I ′∇ ∈  линейно независимы, в то время как векторы 0 0( , ),   \ ,y ih x y i I I ′∇ ∈  линейно 

зависят от 0{ ( , ),   }.y ih x y i I ′∇ ∈
Без потери общности можно считать, что 0 0( , ) ( , )k kx y V x y∈  и, следовательно, 

0 0

( , ) ( , )k k k k k k
i y i i y i

i I i I
h x y h x y

′∈ ∈
µ ∇ = µ ∇∑ ∑   для некоторых 0,  .k

i R i I ′µ ∈ ∈

тогда (2) можно переписать в виде 

 0 ( , )
( , ) ( , ), 1,2,... ,

k k

k k
k k k k k k
i y i i y ik k

i I i I x y

v y h x y h x y k
v y ′∈ ∈

−
= µ ∇ + µ ∇ =

−
∑ ∑

 

(3)

где 0( , ), ,k k
y ih x y i I ′∇ ∈  линейно независимы.

Поскольку ( , ) ,k kI x y I  множество ( , )k kI x y  может принимать только конечное множество 
значений. Следовательно, (переходя к подпоследовательности, если необходимо) можно пола-
гать, что ( , )k kI x y  не меняется для всех k, т. е. 0( , ) .k kI x y I=

Применяя лемму Каратеодори, получим, что для любого k = 1,2,… существует множество 
индексов 0( )I k I⊂  такое, что
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00 0 ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ),k k k k k k k k k k k k

i y i i y i i y i i y i
i I i I i I ki I

h x y h x y h x y h x y
′ ′∈ ∈ ∈∈

µ ∇ + µ ∇ = λ ∇ + λ ∇∑ ∑ ∑ ∑ 



где 0,  ( ),k
i i I kλ ≥ ∈  и векторы 0( , ),  ( ),k k

y ih x y i I I k′∇ ∈ ∪  линейно независимы. 
Следовательно, (3) можно переписать в виде

 0 ( )
( , ).

k k
k k k
i y ik k

i I I k

v y h x y
v y ′∈ ∪

−
= λ ∇

−
∑ 

 

(4)

Опять переходя к подпоследовательности, если необходимо, можно положить #( ) ,I k I=  где 
#I  – не зависящее от k множество. тогда из (4) следует

 
#

0

( , ),
k k

k k k
i y ik k

i I I

v y h x y
v y ′∈ ∪

−
= λ ∇

−
∑ 

 

(5)

где 0k
iλ ≥  для всех #i I∈  и векторы #

0( , ),  ,k k
y ih x y i I I′∇ ∈ ∪  линейно независимы.

Положим k k
i iλ = λ  для #

0i I I′∈ ∪  и 0k
iλ =  для #

0 0( \ ) ( \ ).i I I I I′∈ ∪  тогда из (5) получим

 
1

( , ),
k k p

k k k
i y ik k

i

v y h x y
v y =

−
= λ ∇

−
∑

 

(6)

где 1( ,..., ) ( , , )k
k k k T k k

p v x y Fλ = λ λ ∈ Λ  и, значит, .kλ → +∞  Без потери общности можно пред-

положить, что 
1

.k k −
λ λ → λ  тогда, разделив (6) на ,kλ  получим после перехода к пределу, что 

 #
0

0 0 #0 ( , ),   0,  0,  ,i y i i
i I I

h x y i I
′∈ ∪

= λ ∇ λ ≠ λ ≥ ∈∑
 

(7)

т. е. векторы 0 0 #
0( , ),   ,y ih x y i I I′∇ ∈ ∪  положительно-линейно зависимы. В таком случае в силу 

RCPLD векторы #
0( , ),  ,k k

y ih x y i I I′∇ ∈ ∪  должны быть линейно зависимы, что противоречит их 
линейной независимости, полученной в (5). Это противоречие говорит о том, что F R-регулярно 
в точке (x0, y0) относительно domF. 

те о р е м а  2 . Пусть отображение F п.н.сн. в точке (x0,y0)∈grF относительно domF и удов-
летворяет в данной точке условию RCPLD. Тогда отображение F – псевдолипшицево в точке 
(x0,y0) относительно domF.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 1 отображение F является R-регулярным в точке 
(x0,y0) относительно domF. тогда отображение F псевдолипшицево в данной точке относительно 
domF. 

Полученное в теореме 2 достаточное условие псевдолипшицевости является более общим по 
сравнению с условиями [3–5] и, таким образом, в случае конечномерных пространств обобщает 
результаты [3–5]. 
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