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Введение. В настоящей работе методом характеристик и методом Дюамеля найдены форму-
лы классических решений смешанной (начально-краевой) задачи для простейшего неоднород-
ного уравнения колебаний полуограниченной струны в случае первой характеристической (на-
правленной по критической характеристике уравнения) нестационарной (зависящей от времени t)  
косой производной в граничном условии. Этими же методами выведены необходимые и доста-
точные требования гладкости и условия согласования на исходные данные (правую часть урав-
нения, начальные данные и граничное данное) этой смешанной задачи, которые обеспечивают ее 
однозначную везде разрешимость. Впервые достаточные условия существования единственных 
классических решений этой смешанной задачи в случае однородного уравнения были установле-
ны в [1]. Затем в работе [2] эти результаты были обобщены на однородное уравнение колебаний 
ограниченной струны при однородной стационарной первой косой производной на ее левом кон-
це и однородном граничном условии первого рода на ее правом конце. Формулы классических 
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решений вместе с необходимыми и достаточными условиями их существования и единственно-
сти получены только для нехарактеристических косых производных первого и второго порядков 
в граничном условии для уравнения вынужденных колебаний полуограниченной струны [3, 4]. 

1. Постановка краевой задачи. На множестве [0, [ [0, [G =∞ ∞ × ∞  ставится смешанная задача:

 
2( , ) ( , ) ( , ), 0, { , } ,tt xxu x t a u x t f x t a x t G∞- = > ∈  (1) 

 0 0| ( ),   | ( ),t t tu x u x= == j = ψ  [0, [,x +∈ = ∞  (2) 
 0[ ( ) ( ) ( ) ]| ( ), ,t x xt u t u t u t t= +a +b + g = µ ∈  (3)

где ,  ,  a b g – заданные функции переменной t и нижними индексами искомой функции u обозна-
чены ее частные производные по указанным переменным соответствующих порядков.

Требуется найти в явном виде классические решения 2 ( )u C G∞∈  и необходимые и достаточ-
ные условия на исходные данные этой задачи для ее однозначной везде разрешимости. Символом 

( )kC W  мы обозначаем множество k раз непрерывно дифференцируемых функций на множестве Ω.
2. Решение краевой задачи. Критической характеристикой x at=  уравнения (1) множе-

ство G∞  разбивается на множества { }{ , } : 0 ,G x t G x at- ∞= ∈ > >  { }{ , } : 0 .G x t G x at+ ∞= ∈ ≤ ≤   Для 
функций 2 ( )u C G∞∈  в граничном условии (3) и его первой производной по t мы полагаем 0,t =  
вычисляем значения полученных слагаемых с помощью начальных условий (2) при 0,x =  урав-
нения (1) при 0,t = 0x =  и соответственно находим необходимые условия согласования: 

 1 (0) (0) (0) '(0) (0) (0) (0),J ≡ a ψ +b j + g j = µ  (4) 

 2
2 (0)[ ''(0) (0,0)] [ '(0) (0)] (0)J a f≡ a j + + a + g ψ +   

  +β(0) '(0) β '(0)φ '(0) γ '(0)φ(0) μ '(0).ψ + + =   (5)

Методами характеристик и Дюамеля доказывается 
Те о р е м а. Пусть в граничном условии (3) коэффициенты 2α, β, γ ( )C +∈    и косая произ-

водная является характеристической, т. е. ( ) ( ),  0,  .a t t t +a = b g ≠ ∈  Смешанная задача (1)–(3) 
на множестве G-  имеет единственное классическое решение

 

( )

0 ( )

( ) ( ) 1 1( , ) ( ) ( , )
2 2 2

x a tx at t

x at x a t

x at x atu x t s ds f s dsd
a a

+ -τ+

-
- - -τ

j + + j -
= + ψ + τ τ∫ ∫ ∫  (6)

тогда и только тогда, когда справедливы требования гладкости

 
2 1( ), ( ),C C+ +j∈ ψ∈   ( ),f C G-∈  ( ) 1

0

( τ),τ τ ( ),
t

f x a t d C G-± - ∈∫   (7)

и на множестве G+  единственное классическое решение

 

( )

0 ( )

( ) ( ) 1 1( , ) ( ) ( , )
2 2 2

x a tx at t

at x x a t

x at at xu x t s ds f s dsd
a a

+ -τ+

+
- - -τ

j + - j -
= + ψ + τ τ +∫ ∫ ∫   

 [ ]
1

'( ) ( )x x xa t a t t a at x at x
a a a

-
       + g - µ - -b - j - + ψ - -      

       
  

 ( )
( )/ /

0 0 0

1( ) , ( , )
a t xt x a t x axt f a t x d f s dsd

a a

-τ -- - -b - - τ - τ τ - τ τ 
  

∫ ∫ ∫  (8)

тогда и только тогда, когда справедливы требования гладкости
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2 1( ), ( ),C C+ +ϕ∈ ψ∈    2 ( ),C +µ∈   (9) 

 ( ),f C G∞∈   1

0
( ( τ) ,τ) τ ( ),

t
f x a t d C G+± − ∈∫   (10) 

 ( )
2

2
0

β( ) '''( ), β( ) ''( ), β( ) ( τ),τ τ ( )
t

t at t at t f a t d C
t

+
 ∂

ϕ ψ − ∈ 
∂  

∫    (11)

и условия согласования (4), (5) и

 
2 2

3 α ''(0)ψ(0) 2α '(0)[ φ ''(0) (0,0)] α(0)[ ψ ''(0) (0,0)]tJ a f a f≡ + + + + +   
 2β ''(0)φ '(0) 2β '(0)ψ '(0) β(0)[ φ '''(0) (0,0)]xa f+ + + + +   
 2γ ''(0)φ(0) 2γ '(0)ψ(0) γ(0)[ φ ''(0) (0,0)] μ ''(0).a f+ + + + =   (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Методом характеристик и методом Дюамеля выводится общий вид клас-
сических решений уравнения (1) на множестве G∞:

 

( )

0 ( )

1( , ) ( ) ( ) ( , ), ( , ) ( , ) ,
2

x a tt

x a t
u x t g x at h x at F x t F x t f s dsd

a

+ −τ

− −τ
= + + − + = τ τ∫ ∫  (13)

если ,  g h – любые дважды непрерывно дифференцируемые функции своих переменных и ( , )F x t  
является дважды непрерывно дифференцируемой функцией на G∞. 

Н е о б х од и м о с т ь  и  д о с т а т о ч н о с т ь  в  G−. На множестве G− классическим решением 
смешанной задачи (1)–(3) очевидно является единственное классическое решение задачи Коши 
(1), (2), которое выражается известной формулой Даламбера – Эйлера (6). Необходимость и до-
статочность требований гладкости (7) доказывается так же, как в [3, 4]. Условия согласования 
отсутствуют, потому что нет граничных условий для точек из-под критической характеристики.

Д о с т а т о ч н о с т ь  в G+. Решения смешанной задачи (1)–(3) на множестве G+ ищутся как 
решения задачи Пикара для уравнения (1) с двумя следующими граничными условиями. Из есте-
ственного требования равенства решений ( , ) ( , )u x t u x t+ −=  на характеристике x at=  ввиду фор-
мул (6) и (13) имеем уравнение

 

2

0

(2 ) (0) 1(2 ) (0) ( ) .
2 2

atatg at + h = s ds
a

ϕ + ϕ
+ ψ∫  (14)

Подставляя решения (13) в граничное условие (3), получаем другое уравнение

 
[ ]

0

1α( ) ( ) ( ) ( ( τ) τ) τ β( ) ( ) ( )
t

a t g' at h' at + f a t , d + t g' at + h' at +
a

  − − − − 
  

∫    

 
( )

0 0

1γ( ) ( ) ( ) ( τ) τ ( )
a t τt

+ t g at + h at + f s, dsd = t
a

−  − µ 
  

∫ ∫  . (15)

Чтобы найти решения системы двух уравнений (14) и (15), из первого уравнения мы выражаем 
функцию g при 2 0y at= ≥ :

 0

) 1( ) ( ) (0).
2 2

yyg y = s ds h
a

ϕ( + ϕ(0)
+ ψ −∫  (16)

Благодаря характеристичности косой производной α( ) β( )  [0, [,a t = t , t∈ ∞   во втором уравне-
нии (15) мы приводим подобные члены и выражаем значения функции h:

 0

1( ) ( ) 2β( ) ( ) α( ) ( ( τ) τ) τ
γ( )

t
h at t t g' at t f a t , d

t
  − = µ − − − − 
  

∫  
( τ)

0 0

1( ) ( τ) τ,
a tt

g at f s, dsd
a

−
− ∫ ∫   
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в которой делаем замену 0z at= − <  и имеем функцию

 
( )

/
1

0
( ) γ 2β α τ τ τ

z az z z z zh z g' z f a , d
a a a a a

−
−             = − µ − − − − − − − − −           
            

∫    

 
/ τ

0 0

1( ) ( τ) τ.
z a z a

g z f s, ds d
a

− − −
− − − ∫ ∫  

 
(17)

Подставив в (17) значения функции g из (16), получаем функции

 

/

0 0 0

( ) 1 1( ) ( ) ( , ) (0)
2 2

z z a z azh z s ds f s dsd h
a a

− − − − τϕ − + ϕ(0)
= − − ψ − τ τ + +∫ ∫ ∫   

 
/

1 1

0
' ) ( , ) .

z az z z za a a z z f z a dt
a a a a

−
− −          + γ − µ − −β − [ ϕ (− ) + ψ(− ]−β − − − τ τ        

         
∫

 
(18)

Теперь в общее решение (13) мы подставляем найденные функции g и h вида (16) и (18)

 ( )u x,t =+  
( ) (0) ( ) (0)

2 2
x at at xϕ + + ϕ ϕ − + ϕ

− +
 

1 ( ) (0)
2

x at

at x
s ds h

a

+

−
ψ − −∫   

 
( )/

0 0

1 ( , ) (0)
a t xt x a

f s dsd h
a

−τ −−
− τ τ + +∫ ∫

 
1 1 [ '( ) ( )]x x xa t a t t a at x at x

a a a
− −      γ − µ − −β − ϕ − + ψ − −     

     
  

 ( )
/ ( )

0 0 ( )

1( ) , ( , )
2

t x a x a tt

x a t

xt f a t x d f s dsd
a a

− + −τ

− −τ

 −β − − τ − τ τ + τ τ, 
  

∫ ∫ ∫  

приводим подобные члены и приходим к единственному формальному решению (8). 
Покажем, что требования гладкости (9)–(11) достаточны для дважды непрерывной диффе-

ренцируемости функции (8) в G+. Требований гладкости 2 1φ ( ),  ψ ( )C R C R+ +∈ ∈   очевидно доста-
точно для дважды непрерывной дифференцируемости в G+ первых двух слагаемых функции u+. 
Непрерывность правой части ( )f C G∞∈  обеспечивает существование и непрерывность частного 
решения ( , )F x t  из (8) и его первой частной производной по t:

 0

( , ) 1 [ ( ( ), ) ( ( ) , )] ,
2

tF x t f x a t f x a t d
t

∂
= + − τ τ + − − τ τ τ

∂ ∫  

от которой первые частные производные по x и t тоже непрерывны на G+ в силу интегрального 
требования гладкости на f из (10). Следовательно, вторые частные производные 2 2( , ) / ,F x t t∂ ∂  

2 ( , ) /F x t x t∂ ∂ ∂  являются непрерывными функциями на G+. Аналогично доказывается непрерыв-
ность на G+ вторых частных производных 2 2( , ) /F x t x∂ ∂  и 2 ( , ) /F x t x t∂ ∂ ∂  от третьего слагаемого 

( , )F x t  формулы (8) с помощью условий (10). Дважды непрерывная дифференцируемость четвер-
того слагаемого в выражении (8) с фигурной скобкой следует из требований гладкости (9)–(11), 
так как коэффициенты 2, ( )C +β γ∈  . В этих фигурных скобках для ( )f C G∞∈  непрерывность 
всех первых и вторых частных производных от произведения 

 

/

0
( ( ) , )

t x axt f a t x d
a

− β − − τ − τ τ 
 

∫
 

( )
'

'
0 /

' ( ( ' ), ) , ' 0,t

t t x a
t f a t d t

= −

 = β − τ τ τ ≥
 ∫

 

на G+ вытекает из интегрального требования на f в (10) при 0x =  и последнего включения для f  
в (11), так как функция 2 ( )C +β∈   и замена  ' /t t x a= −  – дважды непрерывно дифференцируема 
по x и t на G+. Для дважды непрерывной дифференцируемости последнего слагаемого формулы (8)  
на G+ очевидно достаточно непрерывности ( )f C G∞∈  и интегрального требования на f в (10) при 

0,x =  так как правая часть ( , )f s τ  находится под двойным повторным интегралом по s и τ. Итак, 
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функции (6) и (8) дважды непрерывно дифференцируемы на G∞ вне критической характеристи-
ки .x at=

Ввиду условия согласования (4) функция (8) совпадает с предельным значением функции (6) 
на характеристике :x at=  x at x atu u+ = - =- = 1( (0) ) / (0) 0.Jµ - g =  Остается проверить совпадение 
всех первых и вторых частных производных от функции (8) с соответствующими их предель-
ными значениями от функции (6) на этой характеристике. Дифференцируя выражения (6) и (8) 
нужное число раз по x, t и полагая ,x at=  находим их разности: 

 

2 1
2

'(0) '(0)( (0) ) ,
(0) (0)x at x at

u u J J
x x a a
+ -

= =

∂ ∂ -µ g µ -
- = +

∂ ∂ g g
  

 2 1
2

'(0) '(0)( (0) ) ,
(0) (0)x at x at

u u J J
t t
+ -

= =

∂ ∂ -µ g µ -
- = +

∂ ∂ g g
  

 
2 2 2

3 2
12 2 2 3

''(0) '(0)( '(0)) ''(0) (0) 2( '(0)) ( (0)),
(0) (0) (0)x at x at

u u J J J
t t
+ -

= =

∂ ∂ -µ 2g -µ g g - g
- = + + -µ

g∂ ∂ g g
  

 
2 2 2

3 2
12 2 2 2 2 2 3

''(0) '(0)( '(0)) ''(0) (0) 2( '(0)) ( (0)),
(0) (0) (0)x at x at

u u J J J
x x a a a

+ -

= =

∂ ∂ -µ 2g -µ g g - g
- = + + -µ

∂ ∂ g g g
  

 
2 2 2

3 2
12 3

''(0) '(0)( '(0) ) ''(0) (0) 2( '(0)) ( (0) ).
(0) (0)x at x at

u u J J J
x t x t a a a

+ -

= =

∂ ∂ µ - 2g µ - g g - g
- = + + µ -

∂ ∂ ∂ ∂ g(0) g g
 

Из них видно, что если выполняются условия согласования (4), (5) и (12), то все соответствую-
щие первые и вторые частные производные от u+ и u- равны на характеристике .x at=

Н е о б х од и м о с т ь  в  G+. Из уравнения (1) и гладкости классических решений 2 ( )u C G∈   
вытекает требование гладкости ( ).f C G+∈  Необходимость интегрального требования гладкости 
на правую часть f из (10) для дважды непрерывной дифференцируемости в G+ частного решения 

0 ( , ) ( , )u x t F x t=  уравнения (1) выводится так же, как в [3, 4]. Это требование вытекает из необхо-
димости непрерывной дифференцируемости производных по направлению от ( , )F F x t=  вдоль 
характеристик 1 2,  ,x at C x at C+ = - =  1 2, ] , [C C∀ ∈ = -∞ +∞ . 

Согласно определению классических решений краевой задачи (1)–(3), общее решение (13) 
должно сохранять свою гладкость не только при его подстановке в уравнение (1), но и при его 
подстановке в граничное условие (3). Отсюда следует, что для любой функции 2 ( )h C∈   частные 
решения 1( , ) ( )u x t h x at= -  однородного уравнения (1) тоже должны сохранять свою гладкость 
при их подстановке в граничное условие (3):

 1 1 1 0[ ( )( ) ( )( ) ( ) ]| [ ( ) ( )] '( ) ( ) ( ) ( ),  0.t x xt u t u t u t a t h at t h at t t=a +b + g = b - a - + g - = µ ≥  

Поэтому в случае характеристической косой производной, т. е. α( ) β( ) 0,a t = t , t ≥   мы имеем  
равенство ( )tµ = ( ) ( ),t h atg -  из которого заключаем, что граничное данное 2 ( ),C +µ∈   так как 
функции 2 ( )C +g∈  , 2 ( ).h C∈ 

Частное решение 0 ( , ) ( , )u x t F x t=  неоднородного уравнения (1) также обязано сохранять свою 
гладкость при его подстановке в граничное условие (3) с характеристической косой производной:

 
0 0 0 0

0

1[α( )( ) β( )( ) γ( ) ] [ ( ) ( )] ( ( ), )
2

t
t x x=t u + t u + t u | = a t t f x a t d

a
 a +b + - τ τ τ +


∫    

 0
0 0

[ ( ) ( )] ( ( ) , ) ( ) (0, )
t

x

a t t f x a t d t u t
=

+ a -b - - τ τ τ + g =


∫   

 
( )

0 0 0

( ) ( )( ( ), ) ( , ) ( ), 0.
a tt tt tf a t d f s dsd t t

a a

-τb g
= - τ τ τ + τ τ = µ ≥∫ ∫ ∫  
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Отсюда выводим тождество

 

( )

0 0 0
( ) ( ( ), ) ( ) ( ) ( , ) ,  0,

a tt t
t f a t d a t t f s dsd t

-τ
b - τ τ τ = µ - g τ τ ≥∫ ∫ ∫  (19)

из которого следует включение

 
2

0
( ) ( ( ), ) ( ),

t
a t f a t d C +b - τ τ τ∈∫    (20)

так как функции 2μ,  ( )C +g∈    и интеграл в правой части этого тождества дважды непрерывно 
дифференцируем на .+  Действительно, первая производная от этого интеграла из (19) равна

 

( )

0 0
( , )

a tt
f s dsd

t

-τ ∂
τ τ =  ∂  

∫ ∫
 

1

0
( ( ), ) ( ),

t
a f a t d C +- τ τ τ∈∫   (21)

непрерывная дифференцируемость которой для функций ( )f C G∞∈  обеспечивается интеграль-
ным требованием гладкости на f из (10) при 0.x =  Тогда необходимость последнего включения 
для f из условий (11) вытекает из формулы Лейбница для второй производной от произведения 
функции и интеграла в силу гладкости этих функции 2 ( ),C +b∈   интеграла (21) и их произведе-
ния (20). 

Поскольку ввиду необходимых условий (7) любое начальное данное 2φ ( ),C +∈    то можно 
взять ,g = j  0,h =  0f =  в общем решении (13) и получить частные решения 2 ( , ) ( )u x t x at= j +  
однородного уравнения (1), которые обязаны сохранять гладкость в граничном условии (3):

 2 2 2 0[α( )( ) β( )( ) γ( ) ] [ ( ) ( )] '( ) ( ) ( ) μ( )  0.t x x=t u + t u + t u | = a t t at t at t , ta +b j + g j = ≥   

Если в этом граничном условии косая производная является характеристической, то из этого 
тождества выводим включение  22 ( ) '( ) μ( ) ( ) ( ) ( ),t at t t at C +b j = - g j ∈    потому что по уже доказан-

ному функции 2, ( ).C +µ j∈   Это включение эквивалентно первому включению для φ из (11), так 

как функции 2, ( ).C +b j∈ 

Аналогичным образом ввиду необходимой гладкости любого второго начального данного 
1( )C +ψ∈   из (7) в общем решении (13) можно положить 0( ) ( ) ,yg y s ds= ψ∫   0( ) ( ) ,zh z s ds-= ψ∫   0,f =  

иметь частные решения 3( , ) ( )x at
at xu x t s ds+
-= ψ∫  однородного уравнения (1) и подставить их в гра-

ничное условие (3). В результате этой подстановки приходим к тождеству

 3 3 3 0[α( )( ) β( )( ) γ( ) ] 2 ( ) ( ) μ( )  0,t x x=t u + t u + t u | = t at t , tb ψ = ≥   

из которого в силу гладкости граничного данного 2 ( )C +µ∈   вытекает включение 2( ) ( ) ( ),t at C +b ψ ∈   
эквивалентное второму включению для ψ из требований (11), так как функции 2 ( ),C +b∈   

1( ).C +ψ∈   Таким образом, необходимость требований гладкости (9)–(11) для классического ре-
шения (8) в G+ доказана.

Необходимость условий согласования (4), (5) для классических решений установлена перед 
формулировкой теоремы. Для любой функции 2 ( )f C G∞∈  при всех 0t ≥  справедливо тождество

 

2
2

( )02
0 0

( ) ( ) ( ( ), ) ( ) (0, ) ( , ) ( , ) ( ).
t t

t x xx x a txJ t t f a t d t f t af x t a f x d C
t

= -τ +=

   ∂
≡ b - τ τ τ = b + + τ τ ∈   

∂    
∫ ∫   

Из этого тождества при 0t =  мы получаем равенство

 0 0(0) (0) (0, ) ( ,0) ,t t x xJ f t af x= =
 = b + ∈    (22)



которое предельным переходом по f распространяем на все функции ( )f C G∞∈ , удовлетворя-
ющие дополнительным требованиям гладкости на f из (10) и (11). Установленные выше необхо-
димые требования гладкости (9)–(11) и существование следа (22), которое вытекает из налагае-
мых в них требований на f, позволяют нам взять вторую производную по t от граничного усло-
вия (3), положить 0,t =  вычислить значения полученных слагаемых с помощью начальных
условий (2) и их производных по x при 0,x =  а также уравнения (1) и его первых частных произ-
водных по t и x при 0,t =  0x =  и установить необходимость третьего условия согласования (12)
граничного условия с начальными условиями и уравнением. Теорема доказана.

3. Замечания. 1. Можно показать, что принадлежность указанных в предположениях (7) и (10)
интегралов для непрерывных функций f в G- и G∞ соответственно множествам 1( )C G-  и 1( )C G+  
эквивалентна их принадлежности соответственно множествам (1,0) ( )C G-  и (1,0) ( )C G+  или (0,1) ( )C G-  
и (0,1) ( ).C G+  Здесь (1,0) ( )C W  и (0,1) ( )C W  – соответственно множества непрерывно дифференцируе-
мых по x и t и непрерывных по t и x функций на множестве 2.W⊂ 

2. В частном случае коэффициентов 0a ≡ b ≡  эта теорема содержит формулу единственно-
го классического решения и необходимые и достаточные условия корректности первой сме-
шанной задачи для уравнения (1) в G∞ с начальными условиями (2) и граничным условием 

(0, ) ( ) / ( ),  0u t t t t=µ g ≥ . Для коэффициентов 0a ≡ b ≡  требования гладкости (11) исчезают, а усло-
вия (4), (5), (12) становятся условиями согласования:

 γ(0)φ(0) (0),= µ    γ(0) (0) γ '(0)φ(0) '(0),ψ + =µ    
 2γ ''(0)φ(0) 2 '(0) (0) (0)[ φ ''(0) (0,0)] μ ''(0).a f+ g ψ + g + =   

При дополнительных достаточных предположениях 2 ([0, ] ),f C l +∈ ×  (0, ) ( , ) 0,f t f l t= = 0,t ≥  
первая смешанная задача для уравнения колебаний ограниченной струны решалась в [5].

Заключение. В данной работе получены необходимые и достаточные условия на правую
часть уравнения колебаний струны, начальные данные и граничное данное зависящей от вре-
мени характеристической первой косой производной в граничном условии для корректной везде
разрешимости смешанной задачи. Выведена в явно аналитическом виде формула единственного
классического решения этой смешанной задачи.
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