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Известно [1; 2], что принадлежность солитона к тому или иному классу определяется его по
ведением на бесконечности. В частности, если выполняется равенство

 
lim ( ) lim ( ),v v

x→−∞ x→+∞
x = x  

где x – фазовая переменная, то решение ( )v x  называется уединенной волной (solitary wave solu-solitary wave solu- wave solu-wave solu- solu-solu
tion) или нетопологическим солитоном. Известно [2], что с нетопологическим солитоном уравне-) или нетопологическим солитоном. Известно [2], что с нетопологическим солитоном уравне-, что с нетопологическим солитоном уравне-нетопологическим солитоном уравне
ния Захарова – Кузнецова связывается анзац вида

 ( ) ch ( ),pv A −x = x   0,p >  (1)

где A > 0 представляет собой амплитуду солитона. Очевидно, что тогда

 ( ) ( ) 0.v v−∞ = +∞ =  

Для нелинейного уравнения Шредингера функция ( )v x  является огибающей солитона, поэтому 
естественно назвать такой солитон нетопологическим солитоном уравнения Шредингера.

Цель работы – обобщение результатов [3–5], где построены стационарные солитоны, на слу
чай нестационарных нетопологических солитонов для семейства уравнений Шредингера с дис
персионными и нелинейными членами высших порядков и обоснование выбора анзаца (1) для 
этого семейства.

I. Рассмотрим нелинейное уравнение Шредингера со степенным законом нелинейности

 
2

1 2 3 4 5( ) 0,m
t x xxx xx xxxxi u a u a u a u a u a u u+ + + + + =  0,m >  (2)

и произвольными действительными коэффициентами 1 5, .a a . В отличие от уравнений из работы [3], 
в (2) содержится член 2 ,xxxia u  который обеспечивает существование нестационарных солитонов. 
Солитонные решения уравнения (2) будем строить в виде

 ( , ) ( )exp{ },u t x v i= x h  ,t xx = a + b + j  ,t xh = g + e + ψ  (3)

где ( )v x  – неизвестная функция, , , , , ,a b j g e ψ  – произвольные действительные числа. Подставляя (3) 
в (2), найдем

 

3 2 2 3
1 2

2 2 4 3 2 2 3 4 2 1
3 4 5

[( ' ) ( ' ) ( ''' 3 '' 3 ' )]

[ '' 2 ' ] [ '''' 4 ''' 6 '' 4 ' ] 0.m

i v i v a v i v a v i v v i v

a v i v v a v i v v i v v a v +

a + g + b + e + b + eb − e b − e +

+ b + eb − e + b + eb − e b − e b + e + =
  (4)

Приравнивая нулю мнимую и действительную части уравнения (4), получим

 
3 3 2 3

2 4 1 2 3 4( 4 ) ''' ( 3 2 4 ) ' 0,a a v a a a a vb + eb + a + b − e b + eb − e b =  (5) 

 
4 2 2 2 2

4 3 2 4
3 2 4 2 1

1 2 3 4 5

'''' ( 3 6 ) ''

( ) 0.m

a v a a a v

a a a a v a v +

b + b − eb − e b −

− g + e − e + e − e + =
 (6)
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Предположим, что 
 2 44 0.a a+ ε =  (7)
Тогда с учетом (7) уравнение (5) примет вид

 
2

1 2 3( 2 2 ) ' 0.a a a vα + β − ε β + εβ =  (8)

Рассмотрим случай, когда ( ) 0.v′ ξ ≡   Тогда ( ) const .v dξ = =   Уравнение (8) превратится в тожде-
ство. Из уравнения (6) найдем 

 
2 3 2 4

5 1 2 3 4
ma d a a a a h= γ + ε − ε + ε − ε ≡  

или

 
2

5
.m hd

a
=  

Если 

 5
0,h

a
>  (9)

то

 

1
2

5
.

mhd
a
 =  
 

 (10)

Таким образом, справедлива
Т е о р е м а 1. Пусть выполнены условия (7), (9). Тогда уравнение (2) имеет решение вида

 *( , ) exp{ },u t x d i= η   

где d* – корень уравнения (10). Это решение является периодическим по , .t x
Рассмотрим случай, когда

 
2

1 2 32 2 0.a a aα + β − ε β + εβ =  (11)

Тогда уравнение (8) превратится в тождество для любой гладкой функции ( )v ξ , которая опреде-
ляется из уравнения (6). Перепишем уравнение (6) в виде

 
2 1''''( ) ''( ) ( ) ( ),mv av bv cv +ξ + ξ = ξ + ξ  (12)

где

 
2 2 2 2

3 2 44
4

1 ( 3 6 ),a a a a
a

= β − εβ − ε β
β

 4
4

1 ,b h
a

=
β

 5
4

4
.ac

a
= −

β
 

Следуя работе �5�, можно рассматриват� уравнение (12) как линейную комбинацию второй и чет��5�, можно рассматриват� уравнение (12) как линейную комбинацию второй и чет-
вертой производных, которая должна быт� полиномом по v степени не выше (2 1).m +  Это усло-
вие выполняется, если взят� вторую производную в виде

 
1

1 2''( ) ( ) ( ),mv A v A v +ξ = ξ − ξ  (13)

где 1 2,A A  – произвол�ные действител�ные числа. Интегрируя уравнение (13) с учетом краевых 
условий
 ( ) '( ) 0,v v±∞ = ±∞ =  
получим

 

1 2
21

1 0
2

( 2) 1( ) ch ( ) ,
2 2

mm Av m A
A

−+   ξ = ξ − ξ     
 (14)

если 1 2 00,  0;  A A> > ξ  – произвол�ная постоянная. Решение (14) совпадает с формой (1), испол�-
зуемой для описания нетопологических солитонов. Чтобы получит� законы распространения 
нетопологических солитонов вида (14) и выразит� 1 2,A A  через a, b, c, подставим в уравнение (12) 
следующий анзац:

 { }
2

0( ) ch ( ) ,mv
−

ξ = Γ χ ξ − ξ   (14а)



79

где 0Γ >   – амплитуда солитона; χ – произвольный параметр. В результате получим следующее 
соотношение:

 
4 2 2 4 2

1 2 3ch ( ) ch ( )sh ( ) sh ( ) ,mcχ q + χ q q + χ q = Γ   (15)
где

 0( ),q = χ x − x  4 2
1 2 ,a bχ = l χ − mχ −  2 4

2 1( 1) ,aχ = m m + χ − l χ  4
3 ,χ = lχ   

 ( 1)( 2)( 3),l = m m + m + m +  1 ( 1)(6 8),l = m m + m +  2
2 3 2 ,l = m + m  2 .

m
m =  

Из (15) найдем

 1 3,χ = χ  2 32 ,χ = − χ  2
3 .mcχ = Γ   (16)

Следовательно, справедлива
Т е о р е м а  2. Для того чтобы уравнение (12) имело решение вида (14а), необходимо и до-

статочно, чтобы выполнялись соотношения (16).
На основании теоремы 2 устанавливаем следующий результат.
Т е р е м а  3. Пусть выполнены условия (7), (11), (16). Тогда уравнение (2) имеет нетопологи-

ческий солитон вида

 
2

( , ) ch ( )exp{ }.mu t x i
−

= Γ q h   
Законы (16) можно переписать в виде

 
4 2 4

2 ,a bl χ − mχ − = lχ  2 2
1( 1) 2 ,am m + − l χ = − lχ  4 2 .mclχ = Γ   (17)

Они связывают коэффициенты a, b, c уравнения (12) с параметрами ,χ Γ  солитона. Если 0,  0,c a> >  
то из (17) следует, что

 
2

2
1

( 1) ,
2 2( 2 2)

a am m +
χ = = −

l − l m + m +
 2 2 ,m

c
l

Γ = χ  
 

2 2
2( ) .mcb a= l − l Γ − mχ

l
  (18)

Соотношения (7), (11), (18) играют ключевую роль для существования нетопологических солито
нов уравнения (2).

Выразим неизвестные коэффициенты 1 2,A A  уравнения (13) через a, b, c. Из определения ,χ Γ   
и формулы (14) найдем 

 
1

1 ,
2

m Aχ =  1

2

( 2) .
2

m m A
A

+
Γ =   (19)

Подставляя (19) в равенство 2
3 ,mcχ = Γ   получим

 
2 2

2( 2) .m cA
m

+
=

l
 

Найдем коэффициент 1.A  Из соотношения

 
2

22( 2 2)
a

χ = −
m + m +

 

имеем

 
1 2 2

2 0.
( 2 2)

aA
m

= − >
m + m +

 

II. Рассмотрим нелинейное уравнение Шредингера с законом нелинейности удвоенной степени

 
2 4

1 2 3 4 5 6( ) 0,m m
i x xxx xx xxxxi u a u a u a u a u a u u a u u+ + + + + + =  0,m >  (20)

и произвольными действительными коэффициентами 1 6, .a a  Солитонное решение уравнения (20) 
строится в виде (3). Подставляя (3) в (20), найдем
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3 2 2 3
1 2

2 2 4 3 2 2 3 4
3 4

2 1 4 1
5 6

( ' ) ( ' ) ( ''' 3 '' 3 ' )

[ '' 2 ' ] [ '''' 4 ''' 6 '' 4 ' ]

0.m m

i v i v a v i v a v i v v i v

a v i v v a v i v v i v v

a v a v+ +

 α + γ + β + ε + β + εβ − ε β − ε + 

+ β + εβ − ε + β + εβ − ε β − ε β + ε +

+ + =

  (21)

Из (21) получим

 
3 3 2 3

2 4 1 2 3 4( 4 ) ''' ( 3 2 4 ) ' 0,a a v a a a a vβ + εβ + α + β − ε β + εβ − ε β =  (22) 

 
4 2 2 2 2 3 2 4

4 3 2 4 1 2 3 4
2 1 4 1

5 6

'''' ( 3 6 ) '' ( )

.m m

a v a a a v a a a a v

a v a v+ +

β + β − εβ − ε β = γ + ε − ε + ε − ε −

− −
  (23)

Пусть выполнено условие (7). Тогда уравнение (22) запишется в виде (8).
Рассмотрим случай, когда '( ) 0.v ξ ≡  Тогда ( ) const .v dξ = =  Из уравнения (23) найдем

 2 4
5 6 .m ma d a d h+ =  (24)

Это квадратное уравнение относительно величины 2 .md  Таким образом, справедлива
Т е о р е м а 4. Пусть выполнено условие (7) и d* – корень уравнения (24). Тогда уравнение (20) 

имеет периодическое решение вида

 *( , ) exp{ }.u t x d i= η   

Рассмотрим случай, когда выполнено условие (11). Тогда уравнение (22) превратится в тожде-
ство для любой гладкой функции ( )v ξ , которая определяется из уравнения (23). Перепишем его  
в виде

 
2 1 4 1''''( ) ''( ) ( ) ( ) ( ),m mv av bv cv dv+ +ξ + ξ = ξ − ξ − ξ  (25)

где

 

2 2 2 2
3 2 4

4
4

3 6 ,a a aa
a

β − εβ − ε β
=

β
 

3 2 4
1 2 3 4

4
4

,a a a ab
a

γ + ε − ε + ε − ε
=

β
 5

4
4

,ac
a

=
β

 6
4

4
.ad

a
=

β
 

Из (25) следует, что линейная комбинация второй и четвертой производных должна быть полино-
мом по v степени не выше 4 1.m +  Это условие выполняется, если взять вторую производную в виде

 
2 1

1 2''( ) ( ) ( ),mv A v A v +ξ = ξ − ξ  (26)

где 1 2,A A  – произвольные действительные числа. Интегрируя уравнение (26) с учетом краевых 
условий
 ( ) ( ) 0,v v′±∞ = ±∞ =   
получим

 
{ }

1 1
21

1 0
2

( 1)( ) ch ( ) ,
m mA mv A m

A
−+   ξ = ξ − ξ    

 1 0,A >  2 0,A >  (27)

где 0ξ  – произвольная постоянная. Решение (27) совпадает с формой (1) нетопологического соли-
тона. Чтобы получить законы распространения солитонов вида (27) и выразить 1 2,A A  через a, b, 
c, d, подставим в уравнение (25) следующий анзац:

 
1

0( ) { ( )},mv ch
−

ξ = Γ χ ξ − ξ  (28)

где 0Γ >   – амплитуда солитона; χ – произвольный параметр. В результате получим следующее 
соотношение:

 
4 2 2 4 2 2 4

1 2 3ch ( ) ch ( )sh ( ) sh ( ) ch ( ) 0,m mc dχ θ + χ θ θ + χ θ + Γ θ + Γ =   (29)
где
 0( ),θ = χ ξ − ξ  4 2

1 2 ,a bχ = λ χ − µχ −  2 4
2 1( 1) ,aχ = µ µ + χ − λ χ  3

4 ,χ = λχ   

 ( 1)( 2)( 3),λ = µ µ + µ + µ +  1 ( 1)(6 8),λ = µ µ + µ +  2
2 3 2 ,λ = µ + µ  1 .

m
µ =  



Из (29) найдем

 1 2 3 0,χ + χ + χ =  2
1 3 0,mcχ − χ + Γ =   4

1 2 33 3 8 0.mdχ − χ + χ + Γ =   (30)

Следовательно, справедлива
Т е о р е м а  5. Для того чтобы уравнение (25) имело решение вида (28), необходимо и доста-

точно, чтобы выполнялись соотношения (30).
Соотношения (30) являются законами распространения нетопологических солитонов уравне

ния (20). Их можно переписать в виде системы уравнений:

 

2 2

2 2
1

2 2
2

1 ,
2

( 1) 2 ,
1 ,
2

x cy dy

a x x dy

x a x b cy dy

l = −


m m + − l =

l − m − = − −


  (31)

где 2 2, .mx y= χ = Γ  
Анализ системы (31) не вызывает принципиальных затруднений, так как при любых положи

тельных значениях * 0,x x= >  * 0y y= >  система (31) становится линейной алгебраической систе
мой относительно величин a, b, c, d. Отметим, что неизвестные коэффициенты 1 2,A A  выражают
ся через x, y следующим образом:

 
1 2 ,xA

m
=  2 2

( 1) .x mA
m y

+
=  

Таким образом, в работе построены нетопологические солитоны семейства уравнений 
Шредингера с дисперсионными и нелинейными членами высших порядков. 
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S. V. ZHESTKOV

SOLITON SOLUTIONS OF THE GENERALIZED NONLINEAR SCHRÖDINGER EQUATION

Summary

Non-topological solitons of high dispersive nonlinear Schrödinger equations are obtained.


