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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО 
ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ С ПРОИЗВОДНЫМИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

В ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

Аннотация. Рассмотрена смешанная задача для одномерного волнового уравнения с производными второго по-
рядка в граничных условиях. Методом характеристик найдено классическое решение указанной задачи в аналитиче-
ском виде. Доказана его единственность при выполнении соответствующих условий согласования.
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Abstract. This paper considers the mixed problem for a one-dimensional wave equation with second-order derivatives at 
boundary conditions. Using the method of characteristics, a classical solution to this problem is found in analytical form. Its 
uniqueness is proved under the relevant compatibility conditions.
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Введение. В [1] в аналитическом виде представлено классическое решение в полуполосе пер-
вой смешанной задачи, где на части границы заданы условия с производными второго порядка. 
В [2] рассмотрена задача, где на границе задано условие в виде производной, порядок которой 
превышает порядок основного дифференциального уравнения. Задачи рассмотрены для одно-
мерного волнового уравнения. В настоящей работе находится классическое решение смешанной 
задачи, где на всей границе присутствуют дифференциальные операторы второго порядка.

Метод характеристик, кроме построения искомого решения, также позволяет проанализи-
ровать качественную картину самого решения. Близкими к данной статье являются исследова-
ния [3, 4] и другие, где рассматриваются классические решения смешанных задач. Постановка 
задачи и полученные для нее результаты являются новыми. В решении смешанных задач могут 
быть обобщения как в сторону рассмотрения других уравнений, так и задания новых граничных 
условий.
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Постановка задачи. На замыкании [ ) [ ]0, 0,Q l= ∞ ×  области (0, ) (0, )Q l= ∞ ×  двух независи-
мых переменных 2

0 1( , )x x Q= ∈ ⊂ ℜx  рассмотрим волновое уравнение

	 ( )0 1
2 2 2 2

0 1( ) ( ), ( , ) ,x xa u f x x Q∂ − ∂ = = ∈ ⊂ ℜx x x 	 (1)

где a2, l – положительные действительные числа, 
0 1

2 2 2 2 2 2
0 1,   x xx x∂ = ∂ ∂ ∂ = ∂ ∂  – частные произ-

водные по x0 и x1 второго порядка. К уравнению (1) на границе ∂Q области Q присоединяются 
условия типа Коши

	      00
2 (1) (0) (1)

1 1 1 1 1 1 1 1(0, ) ( ), ( ) ( ) 0, ( ), ( ) 0, 0, ,xxu x x b x b x u x x b x x l          	 (2)

граничные условия

	 [ )1 1
2 (1) 2 (2)

0 0 0 0 0( ,0) ( ), ( , ) ( ), 0, .x xu x x u x l x x∂ = µ ∂ = µ ∈ ∞ 	 (3)

Здесь : ( ),  ,f f Q→ ∈x x x  – заданная на Q функция,  1 1 1: ( ) , 0, ,x x x l     ψ : x1 →
 1 1( ) ,  0, ,x x l    [ ]1 1 1: ( ) ,  0, ,b x b x x l→ ∈ℜ ∈  – функции на [0,l], ( ) ( )

0 0: ( ) ,j jx xµ → µ ∈ℜ  
 0 0,x   , – заданные функции на [0,∞], j = 1,2. Гладкость всех указанных функций будет уточ-

нена ниже.
Кроме того, функции f, φ, ψ и μ( j), j = 1,2, удовлетворяют следующим однородным условиям 

согласования:

	
(1) 2

2
1(0) (0) (0,0) 0,d f

a
µ − ϕ + =

	
(4)

	
(2) 2

2
1(0) (0) (0,1) 0.d f

a
µ − ϕ + =

	
(5)

Классическое из ( )2C Q  решение задачи (1)–(3). Построение решения задачи (1)–(3) будем 
осуществлять из общего решения u класса 2 ( )C Q  уравнения (1). Как известно, это решение есть 
сумма общего решения ( )0 2 ( )u C Q∈  однородного уравнения

	 ( )0 1
2 2 2 (0) ( ) 0,x xa u Q∂ − ∂ = ∈x x ,	

(6)

и частного решения 2 ( )pv C Q∈  неоднородного уравнения (1).
Построение решения задачи (1)–(3) будет осуществляться пошагово, начиная с условий 

Коши (2). В качестве частного решения возьмем частное решение, построенное для уравнения (1) 
в работе [3], а именно:

	
( ) ( ) ( 1)( ) ( ),    , ,   1,2,3,...,m m

p p
m l mlv v Q m

a a
− = ∈ = = 

 
x x x

	
(7)

где

	
( ) ( )1 0 1 0

(1, ) (2, )
1 0 1 0 2

1( ) ( ) , , ,
24

x ax x ax
mm m

p
l ml ml

z y z yv f x ax f x ax dy f dz Q
a aa

− +

−

− + = − + + − ∈ 
 

∫ ∫x x
	

(8)

( )mQ  – замыкание подобласти Q(m), функции f( j,m) из класса C2.
Те о р е м а 1.  Пусть правая часть уравнения (1) 1( ).f C Q∈  Тогда функция vp, определен-

ная формулами (7) и (8) при соответствующем выборе f( j,m), j = 1,2, ,m∈ℵ  принадлежит классу 
2 ( ),C Q  является решением уравнения (1) и удовлетворяет условиям

	 [ ]
0

0

1 1
2

1 1 1

(0, ) (0, ) 0,

(0, ) (0, ), 0, .
p x p

px

v x v x

v x f x x l

= ∂ =

∂ = ∈ 	
(9)
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Доказательство см. в [3].
Как известно, общее решение уравнения (1) из класса 2 ( )С Q  представимо в виде

	
(1) (2)

1 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ), ,pu g x ax g x ax v Q= − + − + ∈x x x 	 (10)

где g( j) ( j = 1,2) – произвольные функции из класса C2. Точнее, ( ]( )(1) 2 , ,g C l∈ −∞  [ )( )(2) 2 0,g C∈ ∞  
для ,Q∈x  если условиться, что a > 0.

Функции g( j) выбираем такими, чтобы решение (10) удовлетворяло условиям (2) и (3). 
Подставляя в (10) в условия типа Коши (2), получим систему двух уравнений

	

[ ]

[ ]

(1) (2)
1 1 1 1

2 2 (1) 2 2 (2) (1) (1) (1) (2)
1 1 1 1 1 1

(0) (1) (0) (2)
1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ), 0, ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0, .

g x g x x x l

a d g x a d g x ab x dg x ab x dg x

b x g x b x g x x x l

+ = ϕ ∈

+ − + +

+ + = ψ ∈ 	 (11)

Из системы (11) находим значения g( j)(x1) функций g( j), j = 1,2. Так как по условию (1)
1( ) 0b x ≠  для 

[ ]1 0, ,x l∈  то

	

( )
( )

( )
( )

(1) (1,0) 2 2 (0)
(1)

0

(2) (2,0) 2 2 (0)
(1)

0

1 1 1( ) ( ) ( ) ,
2 2

1 1 1( ) ( ) ( ) ,
2 2

z

z

g z g z z a d b d C
a b

g z g z z a d b d C
a b

 = = ϕ − ψ − ϕ− ϕ ξ ξ − ξ

 = = ϕ + ψ − ϕ− ϕ ξ ξ + ξ

∫

∫
	

(12)

где [ ]0, ,z l∈  C – произвольная постоянная из множества ,ℜ  d – оператор обыкновенной произ-
водной, 2 3,   d d d d d d d= ⋅ = ⋅ ⋅  и так далее.

Для других z значения g( j)(z), j = 1,2, определяем из граничных условий (3). Для этого введем 
обозначения

	

   
   

(1) (1, )

(2) (2, )

( ), если , ( 1) ,

( ), если , ( 1) ,

k

k

g z g z z kl k l

g z g z z kl k l

    

   	
(13)

где k = 1,2,3,… . Подставляя представление решения (10) в первое условие (3), получим обыкно-
венное дифференциальное уравнение

	 1
2 (1) (1) 2 (2) 2

1( ) ( ) , 0 .px
z zd g z d g z v x
a a

   = µ − − − − ∂ − =   
    	

(14)

Используя второе условие из (3), получим уравнения

	 1
2 (2) (2) 2 (1) 2( ) (2 ) , .px

z l z ld g z d g l z v l
a a
− −   = µ − − − ∂   

    	
(15)

Уравнения (14) и (15) представляют собой уравнения с аргументами со сдвигом. Учитывая ска-
занное и то, что значения, согласно формулам (12), определены на отрезке [0,l], целесообразно 
формулы (14) и (15) записать в виде

	

[ ]

[ ]

1

1

2 (1, ) (1) 2 (2, 1) 2

2 (2, ) (2) 2 (1, 1) 2

( ) ( ) , 0 , , ( 1) ,

( ) (2 ) , , , ( 1) .

k k
px

k k
px

z zd g z d g z v z kl k l
a a

z l z ld g z d g l z v l z kl k l
a a

−

−

   = µ − − − − ∂ − ∈ − − −   
   

− −   = µ − − − ∂ ∈ +   
    	

(16)

В пределах указанных отрезков интегрируем уравнения (16). В результате получим соотно-
шения
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( ) [ ]

( )

1

1

(1, ) (1) 2

0 0
(2, 1) (1, ) (2, )

(2, ) (2) 2

0 0
(1, 1) (1, ) (2, )

( ) ( ) ( ) , 0

, , ( 1) ,

( ) ( ) ( ) ,

2 ,

z z
k

px

k k k

z z
k

px

k k k

g z z d z v d
a a

g z C z C z kl k l

l lg z z d z v l d
a a

g l z C z C z

−

−

ξ ξ   = − ξ µ − ξ − − ξ ∂ − ξ −   
   

− − + + ∈ − − −

ξ − ξ −   = − ξ µ ξ − − ξ ∂ ξ −   
   

− − + + ∈

∫ ∫

∫ ∫

  ( ), 1 ,kl k l +   	

(17)

где    , ,,j k j kC C  – произвольные постоянные из ,ℜ  которые появились в результате интегриро-
вания уравнения (16), k = 1,2,3,… .

Из формул (7), (8), (12) и (17) видно, что значения g( j,k)(z) функций g( j,k), j = 1,2, k = 1,2,3,…, 
определяются через заданные функции f, φ, ψ и μ(1) и μ(2). Если предположить, что 1( ),f C Q∈  

[ ]( )3 0, ,C lϕ∈  [ ]( )1 0, ,C lψ∈  ( ) [ )( )0, ,j Cµ ∈ ∞  то функции g(1,k) будут из класса [ ]( )2 , ( 1) ,C kl k l− − −  
а [ ]( )(2) 2 , ( 1) ,g C kl k l∈ +  k = 1,2,3,… . В целом, чтобы функции ( ]( )(1) 2 ,g C l∈ −∞  и [ )( )(2) 2 0, ,g C∈ ∞  
определенные через эти функции согласно формулам (13), необходимо и достаточно, чтобы для 
частично определенных функций g( j,k) в общих точках соприкосновения выполнялись равенства

	
(1, 1) (1, )( ) ( ), 0,1,2;   0,1,2,...,p k p kd g kl d g kl p k      	 (18)

	
       2, 2, 1 , 0,1,2; 1,2,... .k kp pd g kl d g kl p k   	 (19)

Л е м м а 1.  Равенства (18) и (19) для каждого p = 0,1,2 в отдельности выполняются тогда 
и только тогда, когда они выполняются для какого-нибудь k.

Д о к а з а т е л ь с т в о  непосредственно следует из формул (12) и (17), так как они представля-
ют собой рекуррентную зависимость между g( j,k+1) и g( j,k).

Чтобы дальше исследовать равенства (18) и (19), вычислим производные первого порядка 
функций (12) и (17):

	

(1,0) 2 2 (0)
(1)

(2,0) 2 2 (0)
(1)

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
2 2 ( )
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
2 2 ( )

dg z d z z a d z b z z
ab z

dg z d z z a d z b z z
ab z

 = ϕ − ψ − ϕ − ϕ 

 = ϕ + ψ − ϕ − ϕ  	

(20)

	

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1, 1 2, 1 1,2

0 0

2, 2 1, 1 1,2

0 0

, 0 ,

2 .

z z
k k k

px

z z
k k k

px

dg z d dg z v d C
a a

l ldg z d dg l z v d C
a a

−

−

ξ ξ   = µ − ξ + − − ∂ − ξ +   
   

ξ − ξ −   = µ ξ + − − ∂ ξ +   
   

∫ ∫

∫ ∫ 

	

(21)

Рассмотрим сначала равенства (18) для k = 0 и равенства (19) для k = 1. Запишем их через за-
данные функции задачи (1)–(3).

Пусть p = 1. Так как производные dg( j,0)(z), j = 1,2, представленные формулами (20), не со-
держат произвольных постоянных, а представляются единственным образом через заданные 
функции задачи (1)–(3), то, подставляя их в формулы (21), определим единственным образом 
и константы С(1,1) и (1,1)С  через заданные функции. Продолжая данный процесс дальше, мы един-
ственным образом определим все константы С(1,k) и (1, )kС  через заданные функции задачи (1)–(3) 
и для k = 2,3,4,... .

А теперь пусть p = 0. Из соотношений (12) и (17), используя условие согласования (18) для 
k = 0, имеем равенство
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 (1,1) (2,1) (1,0)1 1( ) 0 (0) (0) .
2 2

g l C C g C        

Отсюда C(2,1) = φ(0). Аналогично, из условия (19) в случае k = 1 из соотношений (12) и (17) следует 
равенство

( )

( )

1

2 2 (0)
(2,1) (2)

(1)
0 0

2 (1,1) (2,1)

0

02 2
(2,0)

1
0

( )1 1( ) ( ) ( )
2 2 ( )

( ) ,

( )1 1( ) ( ) .
2 2 ( )

l l

l
px

l

a d blg l z d l d
a a b

lC z v l d C l C
a

a d b
g l l d C

a b

 ψ − ϕ− ϕ ξξ −   = − ξ µ ξ − ϕ + ξ +  ξ 

ξ − + − − ξ ∂ ξ + + = 
 

 ψ − ϕ− ϕ ξ
 = = ϕ + ξ +

ξ

∫ ∫

∫

∫

 

Из последнего равенства следует, что константа (2,1)С  также определяется единственным обра-
зом через значения заданных функций задачи (1)–(3), а именно:

1
(2,1) (2) 2 (1,1)

0 0
( ) ( ) ( ) , .

l l
px

l lC l z d z v l d C l
a a

ξ − ξ −   = ϕ − − ξ µ ξ + − ξ ∂ ξ −   
   

∫ ∫ 

Продолжая данный процесс дальше, из условий согласования (18) и (19) согласно полученным 
выражениям С(2,k) и (2, )kС  для других k = 2,3,…, которые определяются единственным образом.

Полученный результат сформулируем в виде леммы.
Л е м м а 2.  Если функции 

[ ]( ) [ ]( ) [ )( )1 3 (0) (1) 1 ( )( ),   0, ,   , ,  0, ,   0, ,   1,2,jf C Q C l b b C l C j∈ ϕ∈ ψ∈ µ ∈ ∞ =

то функции g( j,k), j = 1,2, k = 0,1,2,…, представленные формулами (12) и (17), записываются в виде

	
( , ) ( , )( ) ( ) ( 1) ,    1,2,    0,1,2,...,j k j k jg z g z C j k     	 (22)

тогда и только тогда, когда для них выполняются условия согласования (18) и (19) для p = 0,1, где 
функции ( , )j kg  из класса ( )2 ( 1) , ( 1) ( 1)j jC kl k l − − +   определяются единственным образом че-
рез заданные функции задачи (1)–(3), C – произвольная константа из .ℜ

Кроме этого, при выполнении условий леммы 2 функции g( j), j = 1,2, определенные формула-
ми (13), принадлежат классу C1 и выражаются формулами (22). Справедлива 

Л е м м а 3.  При выполнении условий леммы 2 функция ( )(1) 1 ( , ] ,g C l∈ −∞  а ( )(2) 1 [0, )g C∈ ∞  
тогда и только тогда, когда для составляющих их функций g( j,k), j = 1,2, k = 0,1,2,…, выполняют-
ся условия согласования (18) и (19) для p = 0,1. Кроме этого, при соответствующем выборе един-
ственным способом констант С( j,k) и ( , )j kС , входящих в определение функций g( j,k), справедливы 
представления

	
( ) ( )( ) ( ) ( 1) ,    1,2,j j jg z g z C j= + − = 	 (23)

где функции определены единственным образом через заданные функции задачи (1)–(3), C – про-
извольная константа из .ℜ

Те о р е м а 2.  Пусть заданные функции задачи (1)–(3) удовлетворяют следующим условиям 
гладкости:

[ ]( ) [ ]( ) [ )( ) [ ]( )1 3 1 ( ) (0) (1) 1( ),    0, ,    0, ,    0, ,    1,2,   , 0, .jf C Q C l C l C j b b C l∈ ϕ∈ ψ∈ µ ∈ ∞ = ∈

При выполнении этих условий функция вида (10) является единственным классическим реше-
нием из класса 2 ( )C Q  тогда и только тогда, когда имеют место однородные условия согласо-
вания (18) для p = 0,1 и k = 0, (19) – для p = 0,1 и k = 1, однородные условия согласования (4) и (5), 
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где частное решение vp определяется формулами (7), (8), функции g( j) ( j = 1,2) – формулами (12), 
(13), (17).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 1, если 1( ),f C Q∈  то частное решение 2 ( ).pv C Q∈
Из леммы 3 следует, что функция g(1) – из класса ( )1 ( , ] ,C l−∞  g(2) – из класса ( )1 [0, ) .C ∞  Как 

было сказано ранее, эти функции дважды непрерывно дифференцируемы на соответствующих 
областях определения тогда и только тогда, когда для p = 2 дополнительно будут выполняться 
условие (18) для k = 0 и условие (19) для k = 1. Распишем эти условия в явном виде через заданные 
функции, используя формулы (12) и (16). Для этого вычислим вторые производные соотноше-
ний (12). В результате получим

	

( )

( )

2 (1,0) 2 (1) 2 2 0
2(1)

2 3 (0) (0)
(1)

2 (2,0) 2 (1) 2 2 0
2(1)

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
2 ( )

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 ( )

1
2

d g z d z db z z a d z b v z z
a b z

d z a d z db z z b z d z
ab z

d g z d z db z z a d z b z z
a b z

ab

 = ϕ + ⋅ ψ − ϕ − ϕ − 

 − ψ − ϕ − ϕ − ϕ 

 = ϕ − ⋅ ψ − ϕ − ϕ + 

+ 2 3 (0) (0)
(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

( )
d z a d z db z z b z d z

z
 ψ − ϕ − ϕ − ϕ  	

(24)

Пусть в равенстве (18) p = 2, k = 0. В этом случае, используя первое соотношение 2 (1,1) (0)d g  
из (16), а также 2 (1,0)d g  из (24), данное равенство запишется в виде

1
(1) 2 2 21 1(0) (0) (0,0) (0).

2 2pxd v dµ − ϕ − ∂ = ϕ

Так как согласно уравнению (1) и последнему условию из (9)

1 0
2 2

2 2 2
1 1 1(0,0) (0,0) (0,0) (0,0),

2
p px xv v f f

a a a
∂ = ∂ − = −

мы получили однородное условие согласования (4)

	
(1) 2

2
1(0) (0) (0,0) 0.d f

a
µ − ϕ + =

	
(25)

Аналогично, из равенства (19) для p = 2, k = 1 получаем однородное условие согласования (5)

	
(2) 2

2
1(0) ( ) (0, ) 0.d l f l

a
µ − ϕ + =

	
(26)

Таким образом, согласно лемме 3 и равенствам (18) и (19), функции ( )(1) 2 ( , ] ,g C l∈ −∞  
( )(2) 2 [0, ) .g C∈ ∞  Следовательно, функция u, представленная формулой (10), принадлежит классу 

2 ( )C Q  и является решением задачи (1)–(3). Это решение является единственным, что следует из 
леммы 3, а также из представления (23) для функций g( j), j = 1,2.

Все остальные утверждения теоремы 2 следуют из предыдущих рассуждений.
З а м е ч а н и е. В теореме 2 сформулированы утверждения через выполнение необходимых 

и достаточных условий согласования (18) для p = 0,1 и k = 0 и (19) для p = 0,1 и k = 1. Из пре-
дыдущих рассуждений следует, что они эквивалентны специально выбранным единственным 
образом коэффициентам С( j,k) и ( , )j kС , j = 1,2; k = 0,1,2,…, в формулах (17). Эти коэффициенты, 
начиная с k = 1, можно выписать в явном виде. Тогда в формулировке теоремы вместо условий 
согласования (18) и (19) для p = 0,1 будут необходимыми и достаточными единственным образом 
выбранные эти выражения, которые фигурируют в качестве констант С( j,k) и ( , )j kС , входящих 
в формулы (17) функций g( j,k).
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