
      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2019. T. 55, № 4. С. 435–444 435

ISSN 1561-2430 (Print)
ISSN 2524-2415 (Online)
УДК 519.6,537.533.7,621.3.032.26 Поступила в редакцию 18.02.2019
https://doi.org/10.29235/1561-2430-2019-55-4-435-444 Received 18.02.2019

А. М. Крот1, О. Н. Петрович2, И. С. Русецкий21

1Объединеный институт проблем информатики  
Национальной академии наук Беларуси, Минск, Беларусь 

2Полоцкий государственный университет, Новополоцк, Беларусь
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Аннотация. Предложен алгоритм численного расчета траекторий электронов, эмитированных плазмой, в слу-
чае движения пучка в аксиально-симметричных электростатическом и магнитостатическом полях. Данный алго-
ритм основан на технологии дискретизации пучка заряженных частиц токовыми трубками и методе декомпозиции 
расчетной области. Моделирование полей и численное решение уравнений движения частиц осуществляются с при-
менением квазиструктурированных сеток.
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Abstract. An algorithm for numerical calculation of the trajectories of electrons emitted by plasma in the electron beam 
moving in axially symmetric electrostatic and magnetostatic fields is proposed. This algorithm is based on the technology 
of charged particle beam discretization by current tubes and the decomposition method of the computational domain. Field 
simulation and numerical solution of equations for particle motion are carried out with the use of quasi-structured grids.
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Введение. Моделирование формирования электронно-оптическими системами (ЭОС) интен-
сивных пучков и описание потока электронов в устройствах плазменной эмиссионной электро-
ники требует развития методов расчета движения заряженных частиц в электромагнитных по-
лях и нахождения объемного заряда пучка. 

В работе [1] приведено сравнение современных пакетов программ для численного модели-
рования плазменных эмиссионных систем: PBGUNS [2, 3], KOBRA-3 [4, 5], POISSON-2 [6, 7], 
ELIS [8]. Вычислительные коды PBGUNS, POISSON-2 и ELIS предназначены для расчетов дву-
мерных задач формирования и транспортировки пучков заряженных частиц в системах с плаз-
менным эмиттером. Код KOBRA-3 позволяет моделировать трехмерные задачи сильноточной 
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электронной и ионной оптики. Расчет электростатических полей в пакетах PBGUNS, KOBRA-3 
и ELIS основан на методе конечных разностей для уравнения Пуассона, в пакете POISSON-2 
используется метод интегральных уравнений с вычислением потенциала и компонент напря-
женности поля через поверхностную и объемную плотность зарядов. В программных продуктах 
PBGUNS, KOBRA-3, POISSON-2 возможен учет магнитостатического поля.

В программных кодах PBGUNS, KOBRA-3, POISSON-2 для описания потока заряженных ча-
стиц используется дискретная модель недеформируемых токовых трубок, толщина которых до-
статочно мала, чтобы трубку можно было задать центральной траекторией. В этом случае плот-
ность тока по сечению такой трубки остается постоянной. 

Методом описания движения электронного потока в пакете ELIS служит подход, основан-
ный на применении деформируемых трубок тока [9]. Вместо последовательности частиц, выле-
тающих одна за другой из данной точки эмиттера в разные моменты времени, рассматривается 
траектория одной частицы, которая представляет собой граничную траекторию трубки тока. 
Поверхность эмиттера разбивается на слои, для которых рассчитываются граничные траекто-
рии. Частицы потока, вылетевшие с внутренних точек каждого слоя эмиттера, при движении за-
полняют пространство между граничными траекториями, образуя тем самым деформируемую 
трубку тока. Поперечное сечение такой токовой трубки изменяется вследствие расхождения или 
сближения граничных траекторий, и плотность тока такой трубки изменяется по ее сечению.

Указанный подход в пакете ELIS был изначально разработан для расчета траекторий элек-
тронов, движущихся в электростатическом поле. В рамках данной статьи предложен алгоритм 
расчета траекторий электронов, эмитированных плазмой, в совмещенных аксиально-симме-
тричных электро- и магнитостатическом полях. Разработанный алгоритм, с целью построения 
эффективных численных методов описания потока заряженных частиц, основан на технологии 
декомпозиции расчетной области, в соответствии с которой моделирование полей и численное ре-
шение уравнений движения частиц проводится на квазиструктурированных сетках [10]. 

Уравнение траектории заряженной частицы в аксиально-симметричных электростатиче-
ском и магнитостатическом полях систем формирования электронного потока. Основу метода 
описания потока заряженных частиц токовыми трубками составляет уравнение движения частицы, 
которое в статических полях принимает вид [11]
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 = − ϕ − × 
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и энергетическое уравнение

 

2 2
0 0

0
(0) ( (0)),

2 2
m v m v q− = − ϕ −ϕ
 

 
(2)

где φ – скалярный потенциал электромагнитного поля, B


 – вектор магнитной индукции, m0 – 
масса частицы, q0 – заряд частицы (например, q0 = –e – заряд электрона), v  – скорость частицы,  

(0)v  – начальная скорость вылета заряженных частиц (электронов) из плазмы с потенциалом 
(0) .plϕ = ϕ

Вектор магнитной индукции B


 может быть представлен через векторный потенциал элек-
тромагнитного поля A



 [12]:

 rot .B A=


 (3)

Уравнения (1), (2) являются базовыми для расчета траекторий движения частиц (электронов 
и ионов) в статических электромагнитных полях. При условии достаточной сплошности потока [13] 
заряженных частиц к ним добавляется уравнение непрерывности, записанное в интегральной 
форме:

 0,jdS 


  (4)
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где j v= ρ


  – плотность потока заряженных частиц (тока электронного или ионного пучка) в по-
перечном сечении площадью S, ρ – плотность заряда частиц, v  – скорость заряженных частиц 
в заданной точке расчетной области.

При формировании пучков заряженных частиц в аксиально-симметричных электромагнит-
ных полях, когда ( , )r zϕ = ϕ  и ( , ),A A r z=

 

 азимутальные компоненты напряженности поля E


 
и вектора магнитной индукции B



 равны нулю: grad 0,   rot 0.E B Aε ε ε ε= − ϕ = = =


 Таким обра-
зом, векторный потенциал задается исключительно азимутальной составляющей Aε, а вектор магнит-
ной индукции в цилиндрической системе координат ( , , )r r z= ε

  определяется только радиальной Br 
и осевой Bz компонентами в соответствии с формулами [13]:
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Уравнение (1) в цилиндрической системе координат для заряженной частицы, движущейся со 
скоростью ( , , ),v r r z= ε



   можно представить в виде системы
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Подставляя (5а) и (5б) в формулу (6б) и интегрируя, получим закон сохранения азимутально-
го обобщенного импульса [14]:

 0
2 2

0 0 0 0 0( ) ( ).m r r q rA r Aε εε − ε = − −   (7)

Согласно (3) вектор магнитной индукции B


 подчиняется дополнительному условию

 rot 0,B A= =


div div  (8)

что позволяет выявить функцию тока ψ(r,z), связанную с проекциями векторного потенциала на 
оси цилиндрических координат соотношениями

 
1 1,   .r zB B
r z r r

∂ψ ∂ψ
= − =
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(9)

Полагая ψ = 0 на оси Oz, с учетом (9) находим величину магнитного потока сквозь ортого-
нальное к оси Oz сечение, ограниченное окружностью заданного радиуса r:
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Как известно [13], функцию тока можно рассматривать как одну из составляющих векторно-
го потенциала ,A



 что позволяет выразить азимутальную составляющую векторного потенциа-
ла Aε через магнитный поток Ψ:

 
.

2
A

rε
Ψ

=
π  

(11)



438  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2019, vol. 55, no. 4, рр. 435–444

С учетом (11) уравнение (7) можно представить в форме интеграла движения

 
02 2

0 0 0 0( ) ( ).
2
qm r rε − ε = − Ψ − Ψ
π

 

 
(12)

Полагая, что начальное значение азимутальной угловой скорости электронов, эмитированных 
плазмой, равно нулю 0 0,ε =  запишем уравнение (12) в следующей форме:
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Подставляя формулы (5б), (11) и (13) в уравнение (6а) и аналогично – формулы (5а), (11) и (13) 
в (6в), получаем
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Введем эквивалентный потенциал Φ [15]:
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и преобразуем уравнения движения (14), (15) к простому виду:

 
0 0 ;m r q

r
∂Φ

= −
∂



 
(17а)

 
0 0 .m z q

z
∂Φ

= −
∂



 
(17б)

Уравнение траектории заряженной частицы (в частности, электрона) в меридианной (ме-
ридиональной) плоскости rz находим путем исключения времени из уравнений движения (17а) 
и (17б) в аксиально-симметричных электростатическом и магнитостатическом полях. С этой  
целью преобразуем :r
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Учитывая уравнения (17а) и (17б), получим
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Поскольку 2 2 2 2 2 ,r r z v+ ε + =


   то величина квадрата осевой скорости 2z  может быть выра-
жена из закона сохранения энергии (2):
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Подставляя (19) в уравнение (18), получаем искомое уравнение траектории в меридианной пло-
скости в дифференциальной форме [15]:
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(20)

Численное интегрирование уравнения (20) позволяет определить фазовую характеристику 
пучка заряженных частиц в каждом поперечном сечении потока для заданного значения началь-
ной энергии частиц.

При условии достаточной сплошности пучка заряженных частиц базовые уравнения (1), (2), (4) 
для расчета потока движущихся заряженных частиц (электронов и ионов) в статических электромаг-
нитных полях соответственно в дифференциальной форме примут вид, аналогичный гидродина-
мическим уравнениям [13]:
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где ρ – плотность массы потока частиц; ρ± – плотность заряда потока частиц; v  – скорость по-
тока заряженных частиц в заданной точке расчетной области; p –давление газа, образованного 
заряженными частицами; φ – скалярный потенциал электромагнитного поля; B



 – вектор магнит-
ной индукции; μ – динамический коэффициент вязкости газа заряженных частиц; Nin – плотность 
распределения мощности внутренних сил [13]. Ввиду незначительной величины давления газа 
заряженных частиц (p ≈ 0), первое уравнение (21а) – аналог уравнения Навье – Стокса [13] вы-
рождается в трехмерное уравнения Бюргерса, простейшим решением которого является реше-
ние Тейлора в виде ударной волны [16], а дисперсионное обобщение данного нелинейного урав-
нения имеет решение в виде солитонных волн [17].

Алгоритмическая и программная реализация численных методов расчета электронного 
потока в устройствах плазменной эмиссионной электроники. Алгоритм компьютерного моделиро-
вания потока электронов, движущихся в электро- и магнитостатическом полях систем формирования 
пучка в устройствах плазменной эмиссионной электроники, основан на поэтапном приближении 
к самосогласованной задаче. На первом этапе рассчитывается электростатический и эквивалент-
ный потенциалы поля, созданного электронно-оптической системой. На втором – определяются 
траектории движения электронов в аксиально-симметричных электро- и магнитостатическом полях. 
Затем вычисляется объемный заряд, вносимый электронным потоком, и характеристики электронного 
пучка в каждой плоскости поперечного сечения. На следующем этапе проводится расчет потен-
циалов поля с учетом объемного заряда потока электронов. Далее изменяется положение плазмен-
ного эмиттера и форма эмитирующей плазменной поверхности (плазменного мениска). В измененных 
собственным зарядом электронного пучка электро- и магнитостатическом полях заново рассчиты-
ваются траектории частиц и характеристики потока. Этапы расчета в программном цикле про-
должаются до тех пор, пока отклонения значений потенциалов поля и траекторий электронов 
в соседних приближениях не станут меньше заданной точности.

Для повышения точности расчета характеристик электронного потока в устройствах плазменной 
эмиссионной электроники используется технология построения квазиструктурированных сеток, ос-
нованная на методе декомпозиции расчетной области. В расчетной области электронно-оптической 
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системы строится квазиструктурированная сетка (рис. 1), состоящая из макросетки 3 и двух вложен-
ных подсеток: одна из них покрывает подобласть распространения электронного пучка 4, другая – 
при эмиттерную подобласть 5. Каждому сеточному узлу задаются координаты (i, j). Численное модели-
рование полей проводится на квазиструктурированной сетке. Расчет движения частиц пучка (траекто-
рии, объемный заряд) производится на подсетке внутренней области, положение и форма плазменного 
мениска находится на подсетке приэмиттерной области. 

Для описания стационарных полей применяется метод потенциалов. Скалярный и векторный по-
тенциалы удовлетворяют уравнениям Пуассона:

 
2

0
,   grad ;E

        




 
(22)

 
2

0 ,   rot [ ],A j B A A∇ = −µ = = ∇×
  

 (23)

где ε0 и μ0 – электрическая и магнитная постоянные.
В области, свободной от токов, для описания магнитного поля целесообразно использовать 

скалярный магнитный потенциал φm, который удовлетворяет уравнению Лапласа

 
2 0,    .m mB∇ ϕ = = −∇ϕ



 (24)

С целью реализации численного расчета электрического поля, создаваемого системой элек-
тродов и объемным зарядом потока частиц, а также магнитного поля, уравнения (22)–(24) реша-
ются методом конечных разностей на квадратной сетке с граничными условиями Дирихле.

На первом шаге решение системы (22)–(24) находится на макросетке, заполняющей всю рас-
четную область в соответствии с конечно-разностными уравнениями:
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(26)

где потенциалы поля { }, , ,mu A= ϕ ϕ


 функция 0
0

, ,0 .f jρ = − −µ ε 



На следующем шаге проводится расчет потенциалов полей на внутренней подсетке с учетом 
значений потенциалов в общих узлах макросетки и подсетки. Затем вычисляются значения по-

z

r

0

Рис. 1. Квазиструктурированная сетка в расчетной области: 1 – ускоряющий электрод;  
2 – фокусирующий электрод; 3 – макросетка; 4 – подсетка в подобласти распространения  

электронного пучка; 5 – подсетка в приэмиттерной подобласти

Fig. 1. Quasi-structured mesh in the computational domain: 1 – accelerating electrode; 2 – focusing electrode;  
3 –macrogrid; 4 – subgrid in the subregion of electron beam propagation; 5 – subgrid in the near emitter domain
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тенциалов в приэмиттерной области в дополнительных узлах сетки, вложенной в предыдущую. 
Таким образом, при расчете полей во внутренней и приэмиттерной подобласти используются 
значения потенциалов, полученные в узлах более крупных сеток на предыдущих этапах [10]. 

На границах подобластей применяются формулы Лагранжа для интерполяции значений по-
тенциалов в узлах, расположенных между узлами более крупных сеток [10]:
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В результате решения системы конечно-разностных уравнений (25)–(29) получим скалярный 
и векторный потенциалы аксиально-симметричных полей ( , )r zϕ = ϕ  и ( , ).A A r z=

 

 Затем вычис-
лим магнитный поток Ψ по формулам (11) или (10) и эквивалентный потенциал Φ по форму-
ле (16). 

Алгоритмическая реализация разработанного численного метода расчета траекторий дви-
жения электронов в аксиально-симметричных электро- и магнитостатическом полях и харак-
теристик пучка основана на технологии дискретизации электронного потока на токовые слои. 
Для граничной траектории деформируемой трубки тока в плоскости поперечного сечения путем 
численного решения уравнения (20) находим значения угла наклона скорости электронов к оси z 

(расходимость arctg dr
dz

 θ =  
 

), а также радиус трубки тока и радиус пучка.

Определяя из уравнения (19) осевую скорость z  и исключая время из уравнений (19) и (13), 
получим соотношение 
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Путем численного решения уравнения (30) рассчитаем азимутальную координату ε электро-
нов, движущихся на границе токовой трубки.

Ток эмиссии Ie для каждой токовой трубки и плотность тока j электронов пучка, вылетевших 
из эмиттера с начальной скоростью v(0), определяем по формулам

 0(0) ;e plI en v S=  (31а)

 
,

( )
e

n

Ij
S z

=
 

(31б)

а затем находим объемный заряд ρ:

 
.

( )
e

n

I
v S z

ρ =
⋅  

(32)

Здесь S0 – площадь эмитирующей поверхности плазмы для каждой трубки тока, npl − концен-
трация электронов плазмы, Sn(z) – площадь поперечного сечения трубки тока пучка плоскостью 
z = const, v – скорость электронов пучка в точке расчетной области находится из уравнения (2). 
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a

b

c
Рис. 2. Формирование и фокусировка электронного пучка в электронно-оптической системе с плазменным 

эмиттером (1 – ускоряющий электрод; 2 – фокусирующий электрод; 3 – плазменный эмиттер;  
4 – эквипотенциальные линии электростатического поля; 5 – траектории электронов): a – формирование пучка 

в электростатическом поле; b, c – формирование пучка в электро- и магнитостатическом полях

Fig. 2. Formation and focusing of an electron beam in the electron-optical system with a plasma emitter  
(1 – accelerating electrode; 2 – focusing electrode; 3 – plasma emitter; 4 – equipotential lines of the electrostatic field;  

5 – electron trajectories):  a – beam formation in the electrostatic field; b, c – beam formation in electrostatic  
and magnetostatic fields
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На рис. 2 приведен результат моделирования электронно-оптической системы в устройствах 
плазменной эмиссионной электроники в качестве примера программной реализации изложенного 
алгоритма. Представлены траектории (5) электронов формируемого пучка и эквипотенциальные 
линии электростатического поля (4) в электронно-оптической системе со следующими параме-
трами: ускоряющая разность потенциалов – 10 кВ; промежуток ускорения между фокусирую-
щим (2) и ускоряющим (1) электродами – 2 мм; радиус и длина канала в фокусирующем элект-
роде – 1 и 2 мм соответственно; радиус и длина канала в ускоряющем электроде – 2 и 2 мм со-
ответственно; концентрация плазменных электронов – 5 ∙ 1018 м–3. На рис. 2, а поток электронов 
движется в электростатическом поле; на рис. 2, b и 2, c показано влияние внешнего продольного 
магнитостатического поля на характеристики пучка. На выходе из электронно-оптической си-
стемы диаметр и расходимость электронного пучка равны соответственно 1,8 мм и 8° в элек-
тростатическом поле (см. рис. 2, а); 1,4 мм и 4° – для электронно-оптической системы с электро- 
и магнитостатическим (Bz = 0,1 Тл) полями (см. рис. 2, b); 1,2 мм и 4° – для электронно-оптиче-
ской системы с электро- и магнитостатическим (Bz = 0,5 Тл) полями (см. рис. 2, c). Ток пучка для 
случаев, представленных на рис. 2, равен 150 мА. 

Заключение. Разработан алгоритм численного решения нелинейных самосогласованных за-
дач по расчету формирования и движения электронных пучков в совмещенных аксиально-сим-
метричных электростатическом и магнитостатическом полях, основанный на технологиях дис-
кретизации электронного потока деформированными трубками тока и декомпозиции расчетной 
области при расчете полей и уравнений движения частиц. 

Представленный алгоритм позволяет проводить сравнительный анализ траекторий электро-
нов и характеристик пучка как в электростатическом поле системы формирования пучка, так 
и совмещенных электро- и магнитостатическом полях. Данная разработка расширяет возможно-
сти программного кода ELIS, так как учитывает влияние внешних и собственных магнитостати-
ческих полей на формирование и фокусировку пучка, и может быть использована при проекти-
ровании электронно-оптических систем с плазменным эмиттером с целью численного анализа 
и оптимизации характеристик пучка. 
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