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О СИЛЬНО НЕРЕГУЛЯРНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ ЛИНЕЙНОГО 
НЕОДНОРОДНОГО ДИСКРЕТНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

Аннотация. Как уже было доказано ранее (теорема Массеры) скалярное периодическое обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение первого порядка не имеет сильно нерегулярных периодических решений, т. е. таких, что 
период решения несоизмерим с периодом уравнения. Для разностных уравнений с дискретным временем сильная 
нерегулярность означает, что период уравнения является взаимно простым по отношению к периоду его решения. 
Известно, что в случае дискретных уравнений упомянутый результат полного аналога не имеет.

Цель настоящей работы – исследовать возможность реализации аналога теоремы Массеры для некоторых клас-
сов разностных уравнений. Для этого рассматривается класс линейных разностных уравнений. Доказано, что ли-
нейное неоднородное нестационарное периодическое дискретное уравнение первого порядка не имеет сильно нере-
гулярных периодических решений, отличных от постоянных.
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ON STRONGLY IRREGULAR PERIODIC SOLUTIONS OF THE LINEAR NONHOMOGENEOUS 
DISCRETE EQUATION OF THE FIRST ORDER

Abstract. As is proved earlier (the Massera theorem), the first-order scalar periodic ordinary differential equation does 
not have strongly irregular periodic solutions (solutions with a period incommensurable with the period of the equation). For 
difference equations with discrete time, strong irregularity means that the equation period and the period of its solution are 
relatively prime numbers. It is known that in the case of discrete equations, the mentioned result has no complete analog.

The purpose of this paper is to investigate the possibility of realizing an analog of the Massera theorem for certain 
classes of difference equations. To do this, we consider the class of linear difference equations. It is proved that a linear 
nonhomogeneous non-stationary periodic discrete equation of the first order does not have strongly irregular non-stationary 
periodic solutions.
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Введение. Пусть ,   и  – соответственно множества натуральных, целых и действитель-
ных чисел, ( )= ( ) = ( ) ,ny y y n n∈ – скалярная функция (последовательность), определенная 
на  со значениями в , т. е. : .y →   Множество таких последовательностей обозначим че-
рез S1. Далее будем считать, что пустые суммы и произведения членов последовательности ( )( )y n  
равны соответственно 0 и 1, т. е. для k ∈  и ,   > ,m k m∈  имеем 

= == 0,    = 1.mm
j jj k j ky y∑ ∏
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О п р е д е л е н и е  1. Функция 1y S∈  называется периодической с периодом ω∈ (ω-периоди-
ческой), если для любого n ∈  выполняется равенство = .n ny y+ω

Естественно, что период функции определяется не однозначно. Так, если число ω – период 
последовательности y, то по меньшей мере его кратные также будут периодами этой последова-
тельности, т. е. для любых m, n ∈  имеем ( ) = ( ).y n m y n+ ω  Поэтому в дальнейшем под периодом 
последовательности, как правило, будем понимать ее так называемый основной (базисный) пери-
од [1, с. 1], т. е. наименьший из периодов этой последовательности. В частности, в таком случае 
всякая постоянная последовательность будет 1-периодической. Множество периодических по-
следовательностей с наименьшим периодом ω обозначим через 1 .PSω

Периодические последовательности при определенных условиях могут быть решениями дис-
кретных (разностных) уравнений. Проблеме существования и построения периодических реше-
ний дискретных уравнений посвящено достаточно большое число работ [1–5] и др., где в основ-
ном изучались решения, период которых совпадает с периодом самого уравнения. Хотя полу-
ченные в этом направлении результаты во многом аналогичны соответствующим результатам 
для обыкновенных дифференциальных уравнений, тем не менее в некоторых случаях имеются 
значительные различия. Отметим одно из них.

Как известно [6–11], системы обыкновенных периодических дифференциальных уравнений 
могут допускать периодические решения, период которых несоизмерим по отношению к перио-
ду системы. Такие периодические решения названы сильно нерегулярными, а описываемые ими 
колебания – асинхронными. Асинхронные колебания реализуются в достаточно сложных техни-
ческих устройствах [12–14] и др.

Однако Х. Масера показал [6], что нелинейное скалярное периодическое обыкновенное диф-
ференциальное уравнение не имеет отличных от постоянных сильно нерегулярных периодиче-
ских решений. Более того, Н. П. Еругиным в работе [8] было доказано, что такого рода решения 
отсутствуют у линейной нестационарной периодической системы двух уравнений.

Представляется интересным исследовать подобные вопросы для дискретных уравнений. 
С этой целью рассмотрим уравнение 

	 1 = ( , ), ,n nx X x n n+ ∈ 	 (1)

правая часть которого является ω-периодической, т. е. существует такое наименьшее ,ω∈  что 
для любого фиксированного α ∈  выполняется равенство ( , ) = ( , )X n X nα + ω α  при всех .n∈  
Далее под периодом уравнения вида (1) будем понимать период его правой части.

По аналогии с терминологией для обыкновенных дифференциальных уравнений [7] введем 
О п р е д е л е н и е  2. Периодическое решение с периодом Ω уравнения (1), такое что числа ω 

и Ω взаимно просты, будем называть сильно нерегулярным.
В работе [15] показано, что при определенных условиях скалярное дискретное уравнение мо-

жет допускать сильно нерегулярное периодическое решение. Действительно, пусть ω – произ-
вольное нечетное число и 1( ) .nh PSω∈  Тогда дискретное скалярное ω-периодическое уравнение 

2
1 = (1 )n n n nx x x h+ − − −  будет иметь сильно нерегулярное периодическое решение xn = (–1)n с наи-

меньшим периодом Ω = 2, который взаимно прост с числом ω.
Как видим, теорема Массеры [6] об отсутствии сильно нерегулярных периодических реше-

ний у скалярного обыкновенного уравнения для разностных уравнений, вообще говоря, полного 
аналога не имеет. В связи с этим возникает вопрос о возможности реализации аналога упомя-
нутой теоремы для более узких классов уравнений вида (1). В этом направлении в работе [16] 
получен аналог теоремы Массеры для линейных однородных разностных уравнений первого 
порядка. Отметим, что отсутствие периодических решений у однородного линейного уравнения 
вовсе не исключает наличие таких решений у неоднородного уравнения.

Постановка задачи. Сформулируем вопрос: может ли линейное неоднородное нестационар-
ное периодическое дискретное уравнение иметь сильно нерегулярные периодические решения, 
отличные от постоянных. Настоящее исследование посвящено выяснению этой проблемы.

Основной результат. Рассмотрим линейное неоднородное периодическое нестационарное 
дискретное уравнение первого порядка 
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1 1

1 = , , , ,n n n nx a x f n a PS f PS+ ω ω+ ∈ ∈ ∈ 	 (2)

где хотя бы одна из функций (an), ( fn) отлична от постоянной. Будем интересоваться сильно нере-
гулярными периодическими решениями уравнения (2). Приведем аналог теоремы Массеры для 
линейного неоднородного дискретного уравнения. Справедлива

Те о р е м а. Скалярное линейное неоднородное периодическое нестационарное дискретное 
уравнение (2) первого порядка не имеет нестационарных сильно нерегулярных периодических ре-
шений.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предварительно укажем для неоднородного уравнения (2) выражение 
решения (xn) через коэффициенты. Если при любом j ∈  имеем aj ≠ 0, то решение уравнения (2) 
запишем в виде суммы его некоторого частного решения x(nh) и общего решения x(h) соответ-
ствующего однородного уравнения. Выпишем общее решение соответствующего уравнению (2) 
однородного уравнения 

	

1
( )

=1
= , = 1,2, ,

n
h

n j
j

x c a n
−

∏ 

	
(3)

где ( )
1 =hx c  – произвольная вещественная постоянная. Частное решение x(nh) неоднородного 

уравнения (2) на основе метода вариации произвольной постоянной будем искать в виде 
1

( )

1
= ( ) , =1,2,  .

n
nh
n j

j
x c n a n




 

Тогда, подставляя частное решение в уравнение (2), получим равенства 

	

1 1
1 2

1
1 2 1 1

=1 =1
( ) ( 1) = , ( 1) ( 2) = , , (2) (1) = ( ) ,

n n
j n j n

j j
c n c n a f c n c n a f c c a f

− −
− −
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− −

   
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(4)

из которых находим 

1 1
1 2

1
1 2 1 1

=1 =1
( ) = (1) ( ) , (1) const.

n n
j n j n

j j
c n c a f a f a f c

− −
− −

−
− −

   
+ + + + −      

   
∏ ∏ 

В итоге получим решение неоднородного уравнения (2) 

1 1
1 1 2 1

( ) ( )
1 1 1

=1 =1 =1 =1
= = (1) ,

n n n n
nh h

j j n j n j
j j j j
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которое запишем в виде 

	

1 11

=1=1 = 1
= , = 1,2, ,

n nn
n j j s

jj s j
x c a f a n

− −−

+

 
′ +   

 
∑∏ ∏ 

	
(5)

где c′ = c + c(1) – произвольная вещественная постоянная.
В случае, когда среди коэффициентов aj уравнения (2) имеются нулевые, можно также ука-

зать алгоритм непосредственного построения общего решения. Пусть 1 2n n≤ ≤ – неубываю-
щая последовательность натуральных чисел такая, что = 0nia  и 0na ≠  для ,   = 1,2,  .in n i≠   
Отметим, что в силу ω-периодичности коэффициента a можно указать первые члены последова-
тельности ni из отрезка [1,ω]. Тогда остальные ее члены получаются из указанных добавлением 
кратных периода ω.

Cначала находим 
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1 111 11
1 2 1 1 3 2 1 2 1 2 1

=1=1 = 1
= , = , = , , = ,

n nn
n j s j

sj j s
x c x a c f x a a c a f f x c a f a

− −−

+

 
+ + + +   

 
∑∏ ∏

	
(6)

где c – произвольная вещественная постоянная. Заметим, что если n1 = 1, то формула (6) прини-
мает вид x1 = c.

Далее, в предположении 1 1,i in n +≠ −  находим xn+1 для 1[ , 1) :i in n n +∈ −  

1 2 1 1 3 2 1 2 1 21= , = , = , ,n n n n n n n n n n n n ni i i i i i i i i i i ix f x a f f x a a f a f f+ + + + + + + + + ++ + + 

	

11 11
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= ,   = 1,2,  .
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n n s n ji i i

s j s
x f a i
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

 
  
 
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(7)

Если для некоторых l ∈  окажется, что 1 = 1,l ln n+ −  то полагаем 

	 11 1= .n nl lx f++ + 	 (8)

В итоге формулы (6)–(8) будут давать решение неоднородного уравнения (2) в случае наличия 
среди коэффициентов an нулевых.

Допустим, что при некотором фиксированном значении c′ = c* соотношения (5) либо (6)–(8) 
определяют отличную от постоянной Ω-периодическую функцию φ, т. е. уравнение (2) имеет 
Ω-периодическое решение 

	
1= , .x PSWϕ ϕ∈ 	 (9)

Исследуем далее поведение правой части уравнения (2) вдоль этого решения, используя под-
ход [6, 9]. Для этого возьмем произвольное 0 .n ∈  Поскольку для любого натурального числа d 
найдутся такие целые числа k и m, 0 1,n m+ W ≥  что = ,d k mω + W  то выполняется равенство 

0 0 0 0 0 0= = ,n d n n d n k m n n k mA a f a f+ + + ω+ W + ω+ Wϕ + ϕ +

откуда в силу ω-периодичности функций a и f имеем 

0 0 0= .n m n n mA a f+ W + Wϕ +

Так как по предположению функция (6) является Ω-периодической, то 0 0= .n n m+ Wϕ ϕ  Поэтому 

0 0 0= .n m n m n mA a f+ W + W + Wϕ +

Функция φ удовлетворяет уравнению (2), в частности при 0= 1,n n m+ W +  а также в силу 
Ω-периодичности при n = n0 + 1. Значит, 

1 10 0 0 0 0= = = .n m n n n nA a f+ W+ + Wϕ ϕ ϕ +

Таким образом, при любом фиксированном n0 ∈  для произвольного d ∈  верно равенство 

0 0 0 0 0 0= ,n d n n d n n na f a f+ +ϕ + ϕ +

откуда в силу произвольности d следует, что 

	 0 0 0 0= = const.n n n n n na f a fϕ + ϕ + 	 (10)

Равенство (10) означает, что при всяком фиксированном значении φ0 решения (9) правая часть 
уравнения (2) является постоянной, т. е. 0 = const.n na fϕ +

Согласно предположению последовательность (9) отлична от постоянной и имеет период Ω. 
Поэтому Ω ≥ 2. В таком случае по меньшей мере для некоторого l ∈  найдутся натуральные 
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числа 1 2, [ , 1],p p l l∈ + W −  в которых функция (9) принимает различные значения, т. е. φp1 ≠ φp2. 
Это означает, что хотя бы одно из этих значений отлично от нуля. Пусть для определенности 

1 0.pϕ ≠
Как вытекает из равенства (10), вдоль значений φp1, φp2 Ω-периодического решения (9), т. е. 

при φ = φp1 и φ = φp2, правая часть уравнения (2) будет постоянной 

	 1 21 2= , = , = 1,2, ,n p n n p na f a f nϕ + α ϕ + α  	 (11)

где α1, α2 – некоторые вещественные постоянные. Из системы (11) находим 

1 21 2( ) = , = 1,2,  .n p pa nϕ − ϕ α − α 

Поскольку φp1 ≠ φp2, то 

1 2 1 2= ( ) / ( ), = 1,2, ,n n na nα − α ϕ − ϕ 

т. е. последовательность (an) является постоянной. Тогда из системы (11) получаем, что 

1 22 1 1 2= ( ) / ( ), = 1,2, ,n n n n nf n−α ϕ + α ϕ ϕ − ϕ 

т. е. последовательность ( fn) также является постоянной.
Последние два факта вступают в противоречие с предположением о непостоянстве одной из 

функций a либо φ. Значит, решение (9) системы (2) не может иметь период Ω. Теорема доказана
З а м е ч а н и е. В формулировке теоремы требование нестационарности уравнения (2) суще-

ственно. Действительно, стационарное уравнение 1 = 1,n nx x n+ − + ∈ имеет 2-периодическое 
решение x1 = c, x2 = –c + 1, x3 = c, x4 = –c + 1,... .

Заключение. Для линейного неоднородного нестационарного периодического дискретного 
уравнения первого порядка имеет место аналог теоремы Массеры об отсутствии у скалярного 
периодического обыкновенного дифференциального уравнения периодических решений таких, 
что период решения несоизмерим с периодом уравнения.
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