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О КЛАССИФИКАЦИИ КОНЕЧНОМЕРНЫХ ГЕНЗЕЛЕВЫХ ПРОСТЫХ 
ЦЕНТРАЛЬНЫХ АЛГЕБР С УНИТАРНЫМИ ИНВОЛЮЦИЯМИ

Аннотация. Цель настоящей работы – исследовать проблему классификации конечномерных простых цен-
тральных K-алгебр, снабженных унитарными инволюциями. Для слабо разветвленных конечномерных централь-
ных K-алгебр с делением, снабженных унитарными K/k-инволюциями (где поле инвариантов k гензелево), доказан 
критерий K-изоморфизма.

Ранее в работах Ж.-П. Тиньоля, В. В. Курсова и В. И. Янчевского были определены обобщенные абелевы скре-
щенные произведения и доказан критерий K-изоморфизма обобщенных абелевых скрещенных произведений 
( )1, ,( , )D G fω  и ( )2, ,( , ) ,D G gω  когда алгебры D1 и D2 совпадают. В данной статье этот критерий доказан для случая 
различных алгебр D1 и D2, при помощи которого получен основной результат работы.
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Введение. Одной из ключевых задач в структурной теории алгебр с инволюциями является 
задача классификации конечномерных простых центральных K-алгебр с унитарными инволю-

© Говорушко И. О., Янчевский В. И., 2020



136  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2020, vol. 56, no. 2, рр. 135–143

циями с точностью до K-изоморфизма. Решение этой задачи для произвольных полей K в на-
стоящее время представляется мало реальным. Тем не менее для разных важных специальных 
классов полей эта проблема не является такой уж неразрешимой, и ее решение позволяет полу-
чить различные интересные приложения, например в теории линейных алгебраических групп. 
Одним из таких классов является класс гензелевых полей, для которого эта классификация по-
лучена в настоящей работе.

Для гензелевых полей вышеупомянутая задача решается в терминах подгрупп мультиплика-
тивных групп алгебр вычетов и одного свойства относительных групп значений. Кроме того, мы 
рассматриваем необходимый для получения классификации вопрос об изоморфизме обобщен-
ных абелевых скрещенных произведений для когомологичных обобщенных 2-коциклов.

Приведем вначале необходимые в дальнейшем обозначения и определения.
Пусть K – поле с нормированием v; D – конечномерная центральная K-алгебра с делением. 

Продолжение нормирования v на D будем обозначать также через v. Через OD, OK будем обо-
значать кольца нормирования D и K соответственно, через MD, MK – идеалы нормирования D 
и K, через ΓD и ΓK – группы значений нормирования v на D и K. Алгебра D DD O M=  и по-
ле K KK O M=  называются алгеброй вычетов алгебры D и полем вычетов поля K соответ- 
ственно.

Основным в данной работе является класс гензелевых полей.
Для многочлена 

0 [ ]n
n Kf a x a O x= + + ∈

будем обозначать через f  многочлен 

0 [ ],n
na x a K x+ + ∈

где i i Ka a M= +  для всех {0, , }.i n∈ 

О п р е д е л е н и е  1. Поле K с нормированием v называется гензелевым относительно норми-
рования v, если для любого многочлена [ ]Kf O x∈  и любого разложения ,f gh= 

  где многочлены 
g  и h  взаимно просты, существуют многочлены , [ ]∈ Kg h O x  такие, что f gh=  и ,   .g g h h= = 

Пусть *.d D∈  Рассмотрим отображение : ,dc D D→  определенное по правилу 1.a dad −
  

Так как ( ) ,    ( ) ,d D D d D Dc O O c M M⊂ ⊂  отображение cd индуцирует K -автоморфизм алгеб-
ры ,D  ограничение которого на ( )Z D  (центр алгебры D) является K -автоморфизмом ( ).Z D  
Обозначим этот K -автоморфизм через .dc  Таким образом, существует групповой гомоморфизм 

 : Gal ( ), , 
DD

K
Z D K

определенный по правилу ( ) .K dv d c+ Γ 

О п р е д е л е н и е  2. Пусть K – поле, гензелево относительно нормирования v, а D – конеч-
номерная центральная K-алгебра с делением. Алгебра D называется слабо разветвленной, если 
либо char 0,K =  либо char 0K q= ≠  и выполняются три условия:

1) D бездефектна над K, т. е. [ : ] [ : ][ : ];D KD K D K= Γ Γ
2) расширение ( ) /Z D K  сепарабельно;
3) q не делит Ker Dθ  (где Ker Dθ  – ядро гомоморфизма θ D).
О п р е д е л е н и е  3. Пусть F – поле; 1 1 2 2( , ),    ( , )A Aτ τ  – конечномерные центральные 

F-алгебры с делением, обладающие инволюциями (антиавтоморфизмами второго порядка) τ1 
и τ2. Такие алгебры называются F-изоморфными, если существует F-изоморфизм 1 2: A Aσ →  
алгебр A1 и A2 такой, что диаграмма 
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А1

А1

А2

А2
σ

σ

τ2τ1

коммутативна.
О п р е д е л е н и е  4. Пусть εn – примитивный корень из единицы степени n в поле K. Для 

любых *,a b K∈  обозначим через ( , ; , )na b K ε  простую центральную K-алгебру с образующими i,j 
и соотношениями ,   ,    .n n

ni a j b ij ji= = = ε  Такие алгебры называются символ-алгебрами.
Для доказательства основного результата нам потребуется понятие обобщенного абелева 

скрещенного произведения (см., напр., [1–3]).
Пусть K – поле, гензелево относительно нормирования v, /Z K  – конечное расширение 

Галуа. Обозначим группу Gal ( / )Z K  через G. Пусть G  – подгруппа в 0Aut D  (группе автомор-
физмов D0 – конечномерной центральной Z-алгебры с делением) такая, что ограничение G  на Z 
совпадает с G. Существует такой автоморфизм ( ) ,Gω ξ ∈   что ( ) |Zω ξ = ξ  для любого .Gξ∈

О п р е д е л е н и е  5. Пара ( , ),fω  где f – отображение из G × G в *
0 ,D  называется обобщен-

ным 2-коциклом со значениями в D0, если для любых , , Gξ η ζ∈  и любого 0d D∈  имеют место 
равенства

( ) ( ) ( ) ( ) 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ),    ( , ) ( , ) .f f f f d f d fω ξ ω ζ ω η ω ηζ −η ζ ξ ηζ = ξ η ξη ζ = η ζ η ζ

Множество всех обобщенных 2-коциклов со значениями в D0 будем обозначать через ( )*
0, .F G D

О п р е д е л е н и е  6. Пусть 

( )*0( , ) , .ω ∈f F G D

Обобщенным абелевым скрещенным произведением D0 и G относительно (ω,f ) называется 
прямая сумма 

( )0 0, ,( , ) ,
G

D G f D xξ
ξ∈

ω = ⊕

где элементы xξ удовлетворяют соотношениям:
( )x d d xω ξ

ξ ξ=  для всех Gξ∈  и 0 ;d D∈
( , )x x f xξ η ξη= ξ η  для всех , .Gξ η∈

Обобщенное абелево скрещенное произведение ( )0 , ,( , )D G fω  является ассоциативной про-
стой центральной K-алгеброй с единицей 1( , ) ef e e x−  (e – единица группы G). Алгебру D0 можно 
отождествлять с подалгеброй ( )0 , ,( , ) ,D G fω  так как существует вложение 1( , ) .ed df e e x−



О п р е д е л е н и е  7. Пусть D1, D2 – алгебры с делением, конечномерные над своим цент-
ром Z. Пусть 

( ) 1 2Gal / ,    ( , ) ( , ),    ( , ) ( , ).= ω ∈ ω ∈G Z K f F G D g F G D

Эти 2-коциклы называются когомологичными, если существуют K-изоморфизм 2 1: D Dχ →  
и функция *

1:t G D→  такие, что
1) ( )( ) ( ) ti ξω ξ ⋅χ = χ ⋅ω ξ ⋅  для всех ,Gξ∈  где ( )ti ξ  – внутренний автоморфизм D1, индуцирован-

ный элементом t(ξ), т. е. автоморфизм, определенный по правилу 1( ) ( );d t dt−ξ ξ
 

2) ( ) ( ) 1( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )g t t f tχ ω ξ −ξ η = ξ η ξ η ξη  для всех , Gξ η∈ .
Цели и задачи. Получить классификацию конечномерных центральных K-алгебр с делени-

ем, снабженных унитарными K/k-инволюциями (где поле инвариантов k гензелево), с точностью 
до K-изоморфизма.



138  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2020, vol. 56, no. 2, рр. 135–143

Результаты. Основным результатом об обобщенных абелевых скрещенных произведениях 
является

Те о р е м а  1. Обобщенные абелевы скрещенные произведения 

( ) ( )1 1 2 2, ,( , ) ,    , , ( , )
G G

D G f D x D G g D xξ ξ
ξ∈ ξ∈

ω = ⊕ ω = ⊕ 

изоморфны над K тогда и только тогда, когда их обобщенные 2-коциклы ( , )fω  и ( , )gω  когомо-
логичны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть обобщенные 2-коциклы ( , )fω  и ( , )gω  когомологичны. 
Известно [1, теорема 1.3], что обобщенные абелевы скрещенные произведения ( )1, ,( , )D G fω  
и ( )1 1, ,( , )

G
D G g D xξ

ξ∈
′ ′ω = ⊕   (где 1( ) ( )−′ω ξ = χ ⋅ω ξ ⋅χ   для всех Gξ∈  и ( , ) ( , )g g χ′ ξ η = ξ η  для всех

, Gξ η∈ ) K-изоморфны. Построим отображение 

( ) ( )1 2: , , ( , ) , , ( , ) ,D G g D G g′ ′Ψ ω → ω 

определенное по правилу 

1
,

G G
d x d x

−χ
ξ ξ ξξ

ξ∈ ξ∈
∑ ∑ 



и докажем, что оно является K-изоморфизмом. Действительно, для любых 

( )1, , , ( , )
G G

d x d x D G gξ ξ ξ ξ
ξ∈ ξ∈

′ ′ ′∈ ω∑ ∑  

имеет место цепочка равенств

 
 

      
  

   
          

   
    

G G G
d x d x d d x

 

( ) ( )
1 11

,
G G G G G

d d x d x d x d x d x
− −−

Ψ Ψ
χ χχ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ
ξ∈ ξ∈ ξ∈ ξ∈ ξ∈

   
′ ′ ′= + = + = +      

   
∑ ∑ ∑ ∑ ∑    

откуда следует, что Ψ является гомоморфизмом ( )1, ,( , )D G g′ ′ω  и ( )2 , ,( , )D G gω  как аддитивных 
групп, тождественно действующим на элементах K (так как χ является K-изоморфизмом). Кроме 
того, для любых ( )1, , , ( , )dx d x D G gξ η′ ′ ′∈ ω   имеет место цепочка равенств

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( , )dx d x d d x x d d g x
Ψ ΨΨ ′ω ξ ω ξ

ξ η ξ η ξη′ ′ ′ ′= = ξ η = 

    

 

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1( ) ( )( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,d d g x d d g x d x d x dx d x
− − − − − − − Ψ Ψ′χ ω ξ χ χ χ χ ω ξ χ χ

ξη ξη ξ η ξ η′ ′ ′ ′ ′= ξ η = ξ η = = 

     

откуда следует, что 

G G G G
d x d x d x d x

Ψ Ψ Ψ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ∈ ξ∈ ξ∈ ξ∈

       
′ ′=                     

∑ ∑ ∑ ∑   

для всех 

( )1,    , , ( , ) .
G G

d x d x D G gξ ξ ξ ξ
ξ∈ ξ∈

′ ′ ′∈ ω∑ ∑  

Осталось установить инъективность и сюръективность Ψ. Пусть 
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0.
G

d x
Ψ

ξ ξ
ξ∈

 
=  

 
∑ 

Тогда из линейной независимости элементов xξ  над D2 следует, что все 
1

d
−χ

ξ  равны 0, откуда
вытекает, что все dξ равны 0, а значит, 0.

G
d xξ ξ

ξ∈
=∑   Сюръективность Ψ следует из того факта,

что любой элемент 

( )2 , ,( , )
G

d x D G gξ ξ
ξ∈

∈ ω∑ 



равен 

.
G

d x
Ψ

χ
ξξ

ξ∈

 
  
 
∑ 



Таким образом, поскольку обобщенные абелевы скрещенные произведения ( )1, ,( , )D G fω  
и ( )1, ,( , )D G g′ ′ω  K-изоморфны и существует K-изоморфизм ( )1, ,( , )D G g′ ′ω  и ( )2 , ,( , )D G gω , по-
лучаем, что ( )1, ,( , )D G fω  и  2 , ,( , )D G g  K-изоморфны.

Пусть теперь ( )1, ,( , )D G fω  и ( )2 , ,( , )ωD G g  K-изоморфны. Тогда, поскольку алгебры 
( )1, ,( , )D G g′ ′ω  и ( )2 , ,( , )ωD G g  K-изоморфны, K-изоморфными являются алгебры ( )1, ,( , )D G fω  
и ( )1, ,( , ) ,D G g′ ′ω  откуда следует [1, теорема 1.3], что обобщенные 2-коциклы ( , )fω  и ( , )gω  ко-
гомологичны. Теорема доказана.

Основным результатом данной работы является следующий критерий изоморфизма двух ал-
гебр с унитарными инволюциями.

Те о р е м а  2. Пусть K – поле с нормированием v (char 2);    ( , ),   ( , )K D A≠ τ µ  – слабо раз-
ветвленные конечномерные центральные K-алгебры с делением, снабженные унитарными ин-
волюциями (антиавтоморфизмами второго порядка, нетривиально действующими на K) τ и μ, 
обладающими общим полем инвариантов k, которое является гензелевым. Тогда алгебры ( , )D τ  
и ( , )A µ  K-изоморфны тогда и только тогда, когда ( , )D τ  и ( , )A µ  (инволюции τ  и µ  определя-
ются на D  и A  по правилам D Dd M d Mτ+ +  и A Aa M a Mµ+ +  соответственно) K -изо-
морфны и существует изоморфизм : D K A Kϕ Γ Γ →Γ Γ  такой, что (Ker ) Ker .D Aϕ θ = θ

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть существует K-изоморфизм : D Aσ →  ал-
гебр ( , )D τ  и ( , ).A µ  Покажем, что существует изоморфизм : D K A Kϕ Γ Γ →Γ Γ  такой, что 

(Ker ) Ker .D Aϕ θ = θ
Так как поле k гензелево, поле K также гензелево. Известно, что из гензелевости K следует, 

что нормирование v продлевается на алгебры D и A единственным образом. Поскольку D и A 
изоморфны, продолжения нормирования v на D и A совпадают, т. е. ( ) ( )v d v dσ =  для всякого 

.d D∈  Следовательно, можно считать, что ,D AΓ = Γ  откуда следует, что D KΓ Γ  и A KΓ Γ  изо-
морфны и в качестве φ можно взять тождественное отображение. Но тогда (Ker ) Ker ,D Aϕ θ = θ  
что следует из определения гомоморфизмов θD и θA.

Покажем теперь, что отображение ,σ  определенное по правилу ( ) ,D Ad M d Mσ σ+ +  яв-
ляется K -изоморфизмом алгебр ( , )D τ  и ( , ).A µ

Так как : D Aσ →  – K-изоморфизм, для любых 1 2,d d D∈  верны цепочки равенств

( ) ( )

( ) ( )
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

D D D D

D D D D

d M d M d d M d d M

d M d M d M d M

σ σ σ

σ σ σ σ

+ + + = + + = + + =

= + + + = + + +
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и

( )

( )( )
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

D D D D

D D D D

d M d M d d M d d M

d M d M d M d M

σ σ σ

σ σ σ σ

+ + = + = + =

= + + = + +

а также ( )D Ad M d Mσ+ = +  для всякого .d K∈
Докажем инъективность .σ  Пусть ( ) 0.Dd M σ+ =  Это значит, что ,Ad Mσ ∈  т. е. ( ) 0.v d σ >  

Но, поскольку ( ) ( ),v d v dσ =  получаем, что ,Dd M∈  т. е. d + M D = 0.
Сюръективность σ  следует из того факта, что для любого Aa M+  существует прообраз 
1

.Da M
−σ +
Наконец, для всякого Dd M+  верна цепочка равенств 

( ) ( ) ,D A A Dd M d M d M d Mτσ τσ σµ σµ+ = + = + = +

откуда следует, что σ  является K -изоморфизмом алгебр ( , )D τ  и ( , ).A µ
Достаточность. Пусть теперь факторгруппы групп значений D KΓ Γ  и A KΓ Γ  изоморф-

ны и существует K -изоморфизм : D Aσ →  алгебр ( , )D τ  и ( , ).A µ  Идея доказательства состоит 
в подъеме изоморфизма σ  до подходящего изоморфизма соответствующих алгебр инерции ал-
гебр D и A с последующим распространением его до изоморфизма алгебр D и A.

Хорошо известно, что в D существует τ-инвариантная алгебра инерции ID (т. е. неразветвлен-
ная над K и такая, что DI D= ). Аналогично в A существует μ-инвариантная алгебра инерции IA 
(неразветвленная над K и такая, что AI A= ). Покажем, что существует K-изоморфизм алгебр 
( , )DI τ  и ( , ).AI µ

Поскольку ,    ,D AI D I A= =  то алгебры ( ),DI τ  и ( ),AI µ  K -изоморфны. Построим 
K-изоморфизм : D AI Iσ →  такой, что 1 .−σµσ = τ  Так как алгебры инерции неразветвлены 
над K, то, согласно [4], существует K-изоморфизм 0 : D AI Iσ →  такой, что 1

0 0 1 ,mi−
+σ µσ = τ  

где 1 mi +  – внутренний автоморфизм алгебры ID для такого 1 1 ,Dm M+ ∈ +  что (1 ) 1 .m mτ+ = +  
Поскольку расширение ( ) / ( )K m k m  слабо разветвлено, из предложения 2 из [5] следует, что 

( )( )/ ( ) ( ) ( )1 1 .K m k m K m k mN M M+ = +  С другой стороны, ( )( )/ ( )K m k mN a a aτ=  для любого ( ).a K m∈  
Таким образом, 1 m x xτ+ =  для некоторого 1 ,Dx M∈ +  откуда следует, что 

( )1 1 1
1

0 0 1 1( ) .x x m mx x x xi i i i i i i i− − −τ −
−

+ +σ µ σ = τ = τ = τ

Следовательно, поскольку 0 ,xi σ = σ  в качестве σ можно взять изоморфизм 0.xi σ
Пусть ( ),   ( ).D D A AZ Z I Z Z I= =  Для краткости будем обозначать ZD и ZA через Z (так 

как они изоморфны). Известно [2, следствие 2.11], что ( ) ,D D Z DC Z I T= ⊗  где ( ),D DI C Z=  
а ,DT Z=  Ker DT K DΓ Γ ≅ θ  и TD слабо вполне разветвлена над Z. Известно, что TD является 
тензорным произведением над полем Z слабо вполне разветвленных символ-алгебр (1) ( ), , s

D DT T  
с τ-инвариантными образующими. Пусть ( )(1) , ; , .n n

nDT a b Z= ε  Построим K-изоморфную ей 
символ-алгебру  (1) , ; , .n n

n AAT c d Z T    Возьмем элемент Ac T∈  такой, что ,    .nc c c Zµ = ∈  
Такой c существует, так как мы можем взять его равным ,x xµ+  где ( ) .Zv x n+ Γ =  Кроме 

того [6, лемма 2], (1 ) ,n nc m= π +  где ( ),    .nZ cZ m Mπ∈ ∈  Заменив c на ,
1

c
m+

 получим тре-
буемый элемент .Ac T∈  Хорошо известно, что в рассматриваемом случае существует 

,Ad T∈  такой, что 1 1,    , .n
nd d d Z dcd cµ − − σ= ∈ = ε  Продлив отображение σ на (1)

DT  по пра-
вилам ,   ,a c b d   получим K-изоморфизм алгебр (1)

DT  и ( )(1) , ; , .n n
nAT c d Z σ= ε  Поскольку 
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(1) (1),    ,D Z A ZD AT T R T T R= ⊗ = ⊗   где алгебры R и R  слабо вполне разветвлены, мы можем про-
вести аналогичные рассуждения для алгебр R и R  (индекс которых меньше). Таким образом, за 
конечное число шагов мы получим продолжение σ на TD, такое, что .D AT Tσ =  Так как ,D AI Iσ =  
имеем ( ) ( ).D AC Z C Zσ =

Построенный изоморфизм σ является K-изоморфизмом алгебр ( )( ),DC Z τ  и ( )( ), .AC Z µ  
Действительно, ограничение σ на ID удовлетворяет условию 1−σµσ = τ  по построению. Докажем, 
что равенство 1−σµσ = τ  верно и для ограничения σ на TD. Так как образующие a и b алгеб-

 ры ( )(1) , ; ,n n
nDT a b Z= ε  τ-инвариантны, а образующие c и d алгебры ( )(1) , ; ,n n

nAT c d Z σ= ε

μ-инвариантны, то a a c c aτσ σ µ σµ= = = =  и ,b b d d bτσ σ µ σµ= = = =  откуда (и из того фак-
та, что z zτσ σµ=  для любого z Z∈ ) следует, что x xτσ σµ=  для любого (1).Dx T∈  Поскольку 

(1) ( )s
D Z ZD DT T T= ⊗ ⊗

 и ( ) ,D D Z DC Z I T= ⊗  для любого ( )Dc C Z′∈  верно равенство 
( ) ( ) ,τσ σμ′ ′=c c  т. е. σ является K-изоморфизмом алгебр ( )( ),DC Z τ  и ( )( ), .AC Z µ

Заключительная часть доказательства теоремы связана с обобщенными абелевыми скрещен-
ными произведениями.

Известно, что 1, , , ( ) ,r DD C Z= Γ Γ
 где элементы 1, , rΓ Γ  τ-инвариантны, ji

DDI I   
для всех {1, , },j r∈   а также для любого {1, , }j r∈   внутренний автоморфизм |j jZiΓ  по-
рождает группу Gal( / ),jZ K  где поля 1, , rZ Z  таковы, что их прямой композит над K ра-
вен Z. Автоморфизм 1

1
s

j js
i i 
     из группы Gal( / )G Z K=  переводит любой элемент z Z∈

в элемент  1 1
1 1

1
.s s

s sj j j jz
       

 Обозначим 1
1

s
sj j

    через xζ и определим авто-

морфизм ω(ζ) алгебры CD(Z) следующим образом:   1.c x cx  
   Пара (ω,f ), где функция 

*: ( )Df G G C Z× →  такая, что 1( , ) ( )f x x x −
ζ η ζηζ η =  для всех , ,Gζ η∈  является обобщенным 

2-коциклом. В самом деле,

( ) 1 1 1

1 1 1

( , ) ( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

f f x x x x x x x x

x x x x x x x x x x f f

ω ξ − − −
ξ η ζ ηζ ξ ξ ηζ ξηζ

− − −
ξ η ζ ξηζ ξ η ξη ξη ζ ξηζ

η ζ ξ ηζ = =

= = = ξ η ξη ζ

и

( )( ) ( ) 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) .c x x cx x x x x x c x x x x f c fω ηζω ζ ω η − − − − − − −
η ζ ζ η η ζ ηζ ηζ ηζ ηζ ζ η= = = η ζ η ζ

Таким образом, алгебра D совпадает со скрещенным произведением ( )( ), , ( , ) .DC Z G fω  
Аналогично доказывается, что ( )( ), , ( , ) ,AA C Z G g= ω  где ( )ω ζ  – автоморфизм из Aut ,A  такой, 
что ( ) | ,Zω ζ = ζ  и ( ) 1( , )g x x x −

ζ η ζηζ η =     для всех , Gζ η∈  (для всякого 1
1

s
j js

i i 
  
 


 элемент xζ

определяется как 1
1

,s
sj j

   

  где 1, , rΓ Γ 

  – такие фиксированные μ-инвариантные элементы,

что 1, , , ( )r AA C Z= Γ Γ 

 ).
Докажем, что обобщенные 2-коциклы (ω,  f ) и ( , )gω  когомологичны. Введем гомоморфизм 

ˆ : D Aσ →  такой, что ( ) ( )ˆ | |D DC Z C Zσ = σ  и ˆ ( )j jσ Γ = Γ  для всех {1, , }.j r∈   Тогда ( ) ( ),ω ζ ⋅σ = σ ⋅ω ζ  
поскольку 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 1 1 ( )( )c c x c x x c x c
σ σ σω ζ ω ζ − σ σ − σ σ ω ζ

ζ ζ ζ ζ= = = = 

 

для любого ( ).Dc C Z∈  Кроме того, для всех , Gζ η∈  верна цепочка равенств

       
1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ).f f x x x x x x g
     

                
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Таким образом, приняв ( )t ζ  равным 1 для всех ,Gζ∈  получаем, что обобщенные 2-коциклы 
(ω,  f ) и ( , )gω  когомологичны. Таким образом, σ̂  является K-изоморфизмом скрещенных произ-
ведений ( )( ), , ( , )DD C Z G f= ω  и ( )( ), , ( , ) ,AA C Z G g= ω  продолжающим σ. В дальнейшем будем 
обозначать σ̂  через σ.

Осталось показать, что σ является K-изоморфизмом ( , )D τ  и ( , ).A µ  Рассмотрим эле-
мент 1 ,sj jc DΓ Γ ∈

 где ( ).Dc C Z∈  Так как элементы 1 , , sj jΓ Γ
 τ-инвариантны, то 

1 1( ) .s sj j j jc cτ τΓ Γ = Γ Γ   Заметим, что для любых ( )Dc C Z′∈  и {1, , }j r∈   элемент 1
j jc− ′Γ Γ  

лежит в ( ).DC Z  Действительно, так как 1
1 j jz z     лежит в Z для любого ,z Z∈  то верна цепоч-

ка равенств 

1 1 1 1
1 1 ,j j j j j j j jc z c z z c z c− − − −′ ′ ′ ′Γ Γ = Γ Γ = Γ Γ = Γ Γ

откуда следует, что 1 ( ).j j Dc C Z− ′Γ Γ ∈  Таким образом, 

1 1 ,s sj j j jc cτΓ Γ = Γ Γ
 

где 1 1
1( ) ( ).s sj j j j Dc c C Zτ −= Γ Γ Γ Γ ∈

   Тогда 

1 1( ) .s sj j j jc cτσ σΓ Γ = Γ Γ 


 

В то же время

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 .s s s s s sj j j j j j j j j j j jc c c c c c
σσµ σσµ τσ τ σΓ Γ = Γ Γ = Γ Γ = Γ Γ = Γ Γ = Γ Γ     

 
     

Следовательно, σ является K-изоморфизмом алгебр ( , )D τ  и ( , ).A µ  Теорема доказана.
Заключение. Доказан критерий K-изоморфизма слабо разветвленных конечномерных цен-

тральных K-алгебр с делением, обладающих унитарными K/k-инволюциями, в случае гензеле-
ва поля инвариантов k. Вопрос классификации конечномерных простых центральных K-алгебр 
с унитарными инволюциями для произвольного поля K остается открытым.
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