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Аннотация. Рассматривается квазиклассическая аппроксимация для вычисления функциональных интегралов 
специального вида по условной мере Винера. В этой аппроксимации используется разложение действия относитель-
но классической траектории. При этом учитываются три первых члена разложения. Квазиклассическая аппроксима-
ция может интерпретироваться как разложение по степеням постоянной Планка. Новизна данной работы заключает-
ся в численном анализе точности квазиклассической аппроксимации функциональных интегралов. Для численного 
анализа используется сравнение результатов. Одни результаты получаются с помощью квазиклассической аппрок-
симации, другие – с помощью метода вычисления функциональных интегралов, основанного на разложении по соб-
ственным функциям гамильтониана, порождающего функциональный интеграл. 
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SEMICLASSICAL APPROXIMATION OF FUNCTIONAL INTEGRALS

Abstract. In this paper, we consider a semiclassical approximation of special functional integrals with respect to the 
conditional Wiener measure. In this apptoximation we use the expansion of the action with respect to the classical trajectory. 
In so doing, the first three terms of expansion are taken into account. Semiclassical approximation may be interpreted as 
an expansion in powers of the Planck constant. The novelty of this work is the numerical analysis of the accuracy of the 
semiclassical approximation of functional integrals. A comparison of the results is used for numerical analysis. Some results 
are obtained by means of semiclassical approximation, while the other by means of the functional integrals calculation method 
based on the expansion in eigenfunctions of the Hamiltonian generating a functional integral. 
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Введение. В настоящее время математическая теория функциональных интегралов является 
одним из важных разделов бесконечномерного анализа и применяется при построении матема-
тических моделей, которые используются в квантовой теории поля, статистической механике 
и стохастическом анализе. Существуют различные типы функциональных интегралов в зависи-
мости от способа определения и области, на которой определяется функциональный интеграл. 
В данной работе рассматривается функциональный интеграл по условной мере Винера на про-
странстве функций, заданных на отрезке [s,t] и удовлетворяющих условиям ( ) ,sx s x=  ( ) .tx t x=  
Интеграл по условной мере Винера ,s tx xµ  определяется равенством 
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ставляется ядро ( , )t s s tK x x−  оператора эволюции 
2

2
2

1exp ,   ( ),
2

    
 





tH H V x
x

 а именно: 

	
( ) ,

1( , ) exp ( ) ( ).s t

t
t s s t x x

s
K x x V x d d x−

  = − τ τ µ 
  

∫ ∫
 	

(1)

Зная ядро ( , ),t s s tK x x−  мы можем вычислять средние значения физических наблюдаемых кван-
тово-механической системы, описываемой гамильтонианом H.

Существуют различные методы для вычисления функциональных интегралов вида (1). 
Среди них отметим метод Монте-Карло для приближенного вычисления функциональных ин-
тегралов [2–4] и метод приближенного вычисления функциональных интегралов, основанный 
на использовании формул заданной степени точности [2, 5–7]. В данной работе рассматривает-
ся квазиклассическая аппроксимация для вычисления функциональных интегралов [8]. В ква-
зиклассической аппроксимации используется разложение действия [9] относительно классиче-
ской траектории, которое может интерпретироваться как разложение по степеням постоянной 
Планка. Новизна данной работы заключается в численном анализе точности квазиклассической 
аппроксимации функциональных интегралов. Для численного анализа используется сравнение 
результатов, полученных с помощью квазиклассической аппроксимации, а также метода вычис-
ления функциональных интегралов, базирующегося на разложении по собственным функциям 
гамильтониана, порождающего функциональный интеграл. При аппроксимации функциональ-
ных интегралов, основанной на разложении по собственным функциям гамильтониана, можно 
оценить точность получаемых приближенных значений. Квазиклассическая аппроксимация 
может быть использована для достаточно широкого круга задач. Например, квазиклассическая 
аппроксимация применяется при вычислении функциональных интегралов, используемых в те-
ории поля, в частности в теории гравитации. Но для оценки точности квазиклассической ап-
проксимации необходимо сравнение с результатами, полученными другими методами. 

В разделе 1 приводится описание метода квазиклассической аппроксимации; в разделе 2 – 
описание метода, основанного на разложении по собственным функциям гамильтониана; в раз-
деле 3 – результаты численного эксперимента для случая ангармонического осциллятора. 

1. Квазиклассическая аппроксимация функциональных интегралов. Для вычисления 
функционального интеграла (1) его можно переписать в виде 
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– как действие. Применяя принцип наименьшего действия [9], можно из всех возможных траек-
торий выделить классическую траекторию xкл, для которой действие S принимает экстремаль-
ное значение. Классическая траектория находится как решение уравнения Эйлера – Лагранжа: 
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Таким образом, интеграл (2) запишется в виде 
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где интегрирование выполняется по траекториям y  =  δx, удовлетворяющим условиям 
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где функции uj являются собственными функциями оператора Λ с собственными значениями λj. 
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Тогда интеграл в (3) запишется в виде 
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Следовательно, 
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Таким образом, из (4), (5) следует, что интеграл (3) записывается в виде
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В нашем случае ( ) ( )21( , , ) ( ) ( ) .
2

L x x x V xτ = τ + τ   Значит, траектория xкл удовлетворяет уравнению 

	  кл кл( ) ( ) 0.   x V x 	 (7)

Следовательно, 

 2
кл кл кл кл кл кл кл( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,          

t t

s s
x d x t x t x s x s V x x d

 



170	  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2020, vol. 56, no. 2, рр. 166–174

	
     кл кл кл кл кл кл кл кл

1 1[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
2 2

          
 
  

t

s
S x V x V x x d x t x t x s x s

	
(8)

Приближенные значения функции кл ( ),   ,   x s t  находим, решая уравнение (7) с помощью 
метода сеток для решения нелинейных граничных задач [10]. 

Оператор Λ в нашем случае имеет вид 
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квазиклассическую аппроксимацию функционального интеграла (1). 
2. Вычисление функционального интеграла с помощью разложения по собственным 

функциям гамильтониана, порождающего функциональный интеграл. Чтобы оценить по-
грешность квазиклассической аппроксимации интеграла (1), вычислим этот интеграл с помо-
щью другого приближенного метода. 
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Для вычисления интеграла используем приближенное равенство [11] 
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где 

2( ) ( ),   1 1,   .j j
AV V x V A jh j N h

N
= = − + ≤ ≤ − =

Далее методом последовательностей Штурма [12] вычисляются собственные значения jλ  
матрицы H  и методом обратной итерации [12] – собственные векторы jψ  матрицы .H

3. Численные результаты. В данном разделе рассматривается численный анализ точности 
квазиклассической аппроксимации функциональных интегралов на примере ангармоническо-

го осциллятора, т. е. для гамильтониана 
2

2
2

1 ( )
2

H V x
x
∂

= −
∂

  и потенциала 2 41 1( ) .
2 2

V x x x= +  

Функциональный интеграл имеет вид 

	
( )2 4

,
1( , ) exp ( ) ( ) ( ).
2 s t

t
t s s t x x

s
K x x x x d d x−

  = − τ + τ τ µ 
  

∫ ∫
 	

(12)

В данном случае ( , )t s s tK x x−  вычисляется по формуле (6), где траектория xкл удовлетворяет 
уравнению 

3
кл кл кл( ) ( ) 2 ( ) 0,     x x x
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 4
кл кл кл кл кл кл

1 1[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
2 2

        

t

s
S x x d x t x t x s x s

Выражение 

1
21 free,

1
1 2

N j

j
j

−

=

λ

λ

∏

вычисляется при 2
кл1 6 ( ) ,   1 1,   .

       j
t sV x j t j N t

N
В методе, основанном на разложении по собственным функциям гамильтониана, ( , )t s s tK x x−  

вычисляется по формуле (10), где jλ  и jψ  – собственные значения и собственные векторы ма-

трицы (11), 2 41 1( ) ( ) ,   1 1.
2 2jV A jh A jh j N= − + + − + ≤ ≤ −

На рис. 1 для сравнения приведены значения интеграла (12) при s = 0, t = 1, ħ = 1, xs = 0, 
3 3,tx− ≤ ≤  полученные с помощью квазиклассической аппроксимации и разложения по соб-

ственным функциям гамильтониана. 
На рис. 2 для сравнения приведены значения интеграла (12) при s = 0, t = 1, ħ = 0,1, xs = 0, 

1,5 1,5,tx− ≤ ≤  полученные с помощью квазиклассической аппроксимации и разложения по соб-
ственным функциям гамильтониана. 

Из рис. 1, 2 видно, что квазиклассическая аппроксимация хорошо приближает функциональ-
ный интеграл, и не только при малых значениях ħ. 

К

Х

32.51.50.5–0.5

0.05

Разложение по собственным функциям / Expansion in the eigenfunction
Квазиклассическая аппроксимация / Semiclassical approximation

0.15

0.25

0.35

0.4

0.2

0.3

0.1

–1.5–2.5 –1–2–3 210

Рис. 1. Квазиклассическая аппроксимация интеграла Kt–s(xs, xt) и значения интеграла, полученные разложением 
по собственным функциям гамильтониана: s = 0; t = 1; ħ = 1; xs = 0

Fig. 1. Semiclassical approximation of the integral Kt–s(xs, xt) and the values of the integral, obtained by expansion in the 
eigenfunctions of the Hamiltonian: s = 0; t = 1; ħ = 1; xs = 0
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Рис. 2. Квазиклассическая аппроксимация интеграла Kt–s(xs, xt) и значения интеграла, полученные разложением 
по собственным функциям гамильтониана: s = 0; t = 1; ħ = 0,1; xs = 0

Fig. 2. Semiclassical approximation of the integral Kt–s(xs; xt) and the values of the integral, obtained by expansion in the 
eigenfunctions of the Hamiltonian: s = 0; t = 1; ħ = 0.1; xs = 0

Таким образом, в работе проведен численный анализ точности квазиклассической аппрокси-
мации функциональных интегралов. Для численного анализа использовано сравнение результа-
тов, полученных с помощью квазиклассической аппроксимации и метода вычисления функцио
нальных интегралов, основанного на разложении по собственным функциям гамильтониана, 
порождающего функциональный интеграл.
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