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ЧАСТИЦА СО СПИНОМ 3/2: ТЕОРИЯ ПАУЛИ – ФИРЦА, 
НЕРЕЛЯТИВИСТСКОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

Аннотация. Хорошо известно уравнение для частицы со спином 3/2, предложенное В. Э. Паули и М. Э. Фирцем 
и основанное на использовании 16-компонентной волновой функции с трансформационными свойствами век-
тор-биспинора. В настоящей работе исследован вопрос о нерелятивистском приближении в этой теории. Исходя 
из формализма уравнений 1-го порядка и представления системы уравнений Паули – Фирца в базисе Петраша с ис-
пользованием метода обобщенных символов Кронекера и элементов полной матричной алгебры, а также применяя 
для разложения волновой функции на большие и малые составляющие метод проективных операторов, выведено 
уравнение паулиевского типа для 4-компонентной волновой функции, описывающей нерелятивистскую частицу со 
спином 3/2. 
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приближение, взаимодействие с электромагнитными полями 
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SPIN 3/2 PARTICLE: PAULI – FIERZ THEORY, NON-RELATIVISTIC APPROXIMATION  

Abstract.  The relativistic wave equation is well-known for a spin 3/2 particle proposed by W. E. Pauli and M. E. Fierz 
and based on the 16-component wave function with the transformation properties of the vector-bispinor. In this paper,  
we investigated the nonrelativistic approximation in this theory. Starting with the first-order equation formalism 
and representation of Pauli – Fierz equation in the Petras basis, also applying the method of generalized Kronecker symbols 
and elements of the complete matrix algebras, and decomposing the wave function into large and small nonrelativistic 
constituents with the help of projective operators, we have derived a Pauli-like equation for the 4-component wave function 
describing the non-relativistic particle with a 3/2 spin. 
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Введение. В рамках теории релятивистских волновых уравнений, помимо простейших и ши-
роко известных для частиц со спинами 0, 1/2, 1, 3/2, 2, могут быть предложены и более сложные 
уравнения. Такие обобщения основываются на использовании расширенных наборов представ-
лений группы Лоренца. Например, известны уравнения для частиц с несколькими массовыми 
параметрами, с несколькими спинами, с дополнительными электромагнитными характеристи-
ками: аномальным магнитным моментом, электрическим квадрупольным моментом, поляризу-
емостью, со структурой Дарвина – Кокса и др. (см. в [1–18]). Эти дополнительные характери-
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стики проявляют себя физически в присутствии внешних полей, например электромагнитных 
и гравитационных. В частности, в рамках такой обобщенной теории релятивистских волновых 
уравнений первого порядка ( ) 0,Mµ µΓ ∂ + Φ =  Е. С. Фрадкиным [8, 18] была предложена обоб-
щенная теория частицы со спином 3/2. В настоящее время не совсем понятно, какую именно 
дополнительную физическую характеристику позволяет описывать эта теория. Часто физиче-
ская интерпретация таких дополнительных характеристик оказывается проще при обращении 
к соответствующим нерелятивистским уравнениям. Поэтому в данной работе мы обращаемся 
к нерелятивистскому приближению в случае простейшего уравнения для частицы со спином 
3/2, предложенного В. Э. Паули и М. Э. Фирцем [3, 4], которое основано на 16-компонентной вол-
новой функции с трансформационными свойствами вектор-биспинора. 

В настоящей работе систематически исследован вопрос о нерелятивистском приближении 
в этой теории. Исходим из формализма уравнений 1-го порядка и представления системы уравне-
ний Паули – Фирца в базисе Петраша [11]. Используется метод обобщенных символов Кронекера 
и элементов полной матричной алгебры при разложении волновой функции на большие и малые 
(нерелятивистские) составляющие, применяется метод проективных операторов [12]. В резуль-
тате выведено уравнение паулиевского типа для 4-компонентной волновой функции, описываю-
щей нерелятивистскую частицу со спином 3/2. 

Базис Петраша, проективные операторы. Исходим из известного представления системы 
уравнений 1-го порядка для частицы со спином 3/2 в базисе Петраша [11]: 

 
1( ) 0 ( ) ( );
3

Mµ αβ µ αβ β µ αβ µ αβ α βµ β αµΓ ∂ + δ Ψ = , Γ = g δ + g δ − g δ  
 

(1)

явный вид матриц Дирака γμ будет приведен ниже. В дальнейшем важную роль будет играть 
мат рица Γ4: 

 
4 4 4 4

1( ) ( )
3

αβ αβ α β β αΓ = g δ + g δ − g δ .
 

(2)

Для выполнения вычислений удобным оказывается использование аппарата элементов полной 
матричной алгебры [12], напомним определение этих величин: 

 ( ) .A B A B A K L B A B
CD C D KLe e e e, , , ,= δ δ , = δ  (3)

Фактически eA,B – это матрица с единственным ненулевым элементом (равным 1) на пересечении 
строки A со столбцом B. Тогда матрицы Γμ можно записать в безындексном виде как 

 
1 ( )
3

I e eρ,µ µ,ρ
µ µ ρΓ = g ⊗ + g ⊗ − .

 
(4)

Будем искать минимальное уравнение для матрицы Γ4: 

 
4 4

4 4
1 ( )
3

I e eρ, ,ρ
ρΓ = g ⊗ + g ⊗ − ;

 
(5)

в (5) подразумевается суммирование по индексу ρ; в формуле (5) член при ρ  = 4 вклада не дает: 

 
4 4

4 4
1 ( ) 1 2 3
3

a a
aI e e a, ,Γ = g ⊗ + g ⊗ − , = , , .

 
(6)

Вычисляем квадрат матрицы 

2 4 4 4 4
4 4 4

1 1( ) ( )
3 3

a a b b
a bI e e I e e, , , ,   

Γ = g ⊗ + g ⊗ − g ⊗ + g ⊗ − =   
   

4 4 4 4 4 4 4 4 4
4

1 1 1( ) ( ) ( )( )
33 3

b b a a a a b b
b a a bI I e e e e e e e e, , , , , , , ,= ⊗ + g g ⊗ − + g g ⊗ − + g g ⊗ − − =
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4 41 10 [ ] .

3 3
a b a a a b

a b ab a bI I e e I e e                  
 

(7)

Действуя аналогично, находим 

 
3 4 2
4 4 4 4 4

1
3

b b b c
b ce e, ,Γ = g ⊗ − g g g ⊗ , Γ = Γ .

 
(8)

Таким образом, нужное минимальное уравнение имеет вид 

 
2 2
4 4( 1) 0Γ Γ − = . (9)

Учитывая уравнение (9), можно убедиться в существовании проективных операторов: 

 
2 2 2 2 2
4 4 4 4 4

1 1( 1) ( 1) ;
2 2

P P P P P P P P+ + + − − − + −= + Γ Γ + , = ; = − Γ Γ − , = ; + = Γ
 

(10)

 
2 2

0 4 0 0 01 1P P P P P P+ −= − Γ , = , + + = . (11)

Найдем явный вид этих трех операторов: 

4 4 4 4
1 1 1 1(1 ) (1 )     (1 ) (1 )
2 3 2 3

a a a b a a a b
a b a bP e e P e e

      , , , ,
   + −
      

= + g ⊗ − + g g g ⊗ , = − g ⊗ − − g g g ⊗ ,

 
4 4

0
1 .
3

a b
a bP I e e, ,= ⊗ + g g ⊗

 
(12)

Они позволяют представить волновую функцию в виде суммы трех частей: 

0 0P P P+ + − −Ψ = Ψ, Ψ = Ψ, Ψ = Ψ;

( )CP+Ψ =
 

4 4
1 1(1 ) (1 )
2 3Ca aD a b Ca bD D

  
 
  

+ g ⊗ δ δ − + g g g ⊗ δ δ Ψ =

4 4
1 1(1 ) (1 ) 1 2 3 4 4
2 3Ca a c b Ca b C c

  
 
  

= + g δ Ψ − + g g g δ Ψ , = , , , = , ;

т. е. 

 
4 4 4

1 1( ) (1 ) (1 ) ( ) 0
2 3c c c b bP P

  
 + +
  

Ψ = + g Ψ − + g g g Ψ , Ψ = .
 

(13)

Аналогично получаем 

 
4 4 4

1 1( ) (1 ) (1 ) ( ) 0
2 3c c c b bP P

  
 − −
  

Ψ = − g Ψ − − g g g Ψ , Ψ = ;
 

 0 0 4 4
1( ) ( )
3c c b bP PΨ = g g Ψ , Ψ = Ψ .

 
(14)

Таким образом, для трех частей волновой функции находим следующие представления: 

 

( ) ( )
4

1
1 (1 ) 03
2 0

c c b b
c c

+ +Ψ − g g Ψ
Ψ = + g , g Ψ ≡ ,

 

 

( ) ( )
4

1
1 (1 ) 03
2 0

c c b b
c c

− −Ψ − g g Ψ
Ψ = − g , g Ψ ≡ ,

 

(15)
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(0)(0) (0)

4

1
1 03
3

c b b
c c k k

g g Ψ
Ψ = , Ψ − g g Ψ ≡ .

Ψ  

Теперь обращаемся к уравнению (1) (при этом дополнительно учитываем электромагнитное 
поле) 

1( ) 0 ( ) 0
3

D M D I e e Mρ,µ µ,ρ
µ µ µ µ ρ

  
Γ + Ψ = , g ⊗ + g ⊗ − + Ψ = .  

  

В более детальном виде (пишем векторный индекс при волновой функции Ψ = (Ψν)) имеем 
1 1 0
3 3

A A A AD D D Mµ µ µ µ ν νg Ψ + g Ψ − g Ψ + Ψ = .

Разбиваем последнее уравнение на две группы: 

 
1 11,2,3 0
3 3

k k k kA k D D D Mµ µ µ µ ν ν= = , g Ψ + g Ψ − g Ψ + Ψ = ;
 

(16)

 
4 4 4 4

1 14 0
3 3

A D D D Mµ µ µ µ ν ν= , g Ψ + g Ψ − g Ψ + Ψ = .
 

(17)

Проводим (3+1)-расщепление в уравнении (16):

4 4 4 4 4 4
1 1( ) ( ) ( ) 0
3 3

a a k k a a k a a kD D D D D Mg + g Ψ + g Ψ + Ψ − g Ψ + g Ψ + Ψ = .

Умножаем его на γk: 

4 4 4 4 4 4
1( ) 3( ) ( ) 0
3

k a a k a a k k a a k kD D D D D Mg g + g Ψ + Ψ + Ψ − g g Ψ + g Ψ + g Ψ = ,

а затем умножаем полученное на 1 :
3 cg

4 4 4 4
1 1( ) ( )
3 3

c k a a k c a aD D D Dg g g + g Ψ + g Ψ + Ψ −

 
4 4

1 1( ) 0
33 3

c k k a a c k kD M− g g g Ψ + g Ψ + g g Ψ = .
 

(18)

Теперь вычтем из (16) уравнение (18): 

4 4 4 4
1 1( ) ( )
3 3

c c k k a a c c a aM D D D Ψ − g g Ψ + g + g Ψ − g Ψ + g Ψ − 
 

 
4 4 4 4

1 1( ) ( ) 0
3 3 3

c k a a k c k k a aD D D− g g g + g Ψ + g g g Ψ − g Ψ = .
 

(19)

Умножим это уравнение на 4
1 (1 )
2

+ g  (см. (15)), в результате получим уравнение, в которое 

входят три составляющие полной волновой функции ( )
cM  : 

( ) ( ) (0) ( ) (0)
4 4 4

1 1(1 ) (1 )
2 2c a a c c c cM D D

   + − +   
      

Ψ + g Ψ + − g Ψ + Ψ + + g Ψ −

(0)(0)
4 4 4

1 1 1(1 )( ) (1 )
2 23

c a aD
 
 
  

− + g g Ψ + + g Ψ −
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( ) (0) ( ) (0)
4 4 4

1 1 1 1(1 ) (1 )
3 2 3 2c k a a c kk k k kD D

   − +   
      

− g g g Ψ + − g Ψ − g g Ψ + + g Ψ +

 
  (0)(0)

4 4 4
1 1 1(1 ) (1 ) 0

2 23 3
c k k a aD

 
 
  

            
 

(20)

C учетом тождеств ( 2 )c k a c a k kag g g = g −g g + δ  и ( ) ( )0 0k kk k
         получаем 

( ) ( ) (0) ( ) (0)
4 4 4

1 1(1 ) (1 )
2 2c a a c c c cM D D

   + − +   
      

Ψ + g Ψ + − g Ψ + Ψ + + g Ψ −

( ) (0) (0)(0)
4 4 44

1 1 1 1 1(1 ) (1 ) (1 )
2 2 3 23

c a a c a k a kD D
 
 
  

− + g g Ψ + + g Ψ + g g g − g Ψ −

( ) (0) (0)
4 4 4

2 1 1 1(1 ) (1 )
3 2 3 2c k c kk k kD D

 − 
  

− g Ψ + − g Ψ − g g + g Ψ +

( ) (0)(0)
4 4 4

1 1 1(1 ) (1 ) 0
2 23 3

c k k a aD
 
 
  

+ g g + g g Ψ + + g Ψ = .

Учитывая равенство (см. (15)) 

(0)(0)
4 4

1 1(1 ) 0,
2 3c c k kD

  
 
  

+ g Ψ − g g Ψ ≡

приходим к уравнению 

4( ) ( ) ( ) (0)
4

1
2c c a a c a a cM D D D+ + − − g

Ψ + Ψ + g Ψ + g Ψ −

( ) ( )4 4 4(0) (0)(0)
4

1 1 1 1 1 1
2 2 3 23 3

c a a c c a a k kD D D+ g + g + g
− g Ψ − Ψ + g g g Ψ −

4( ) (0)2 2 1
3 3 2c k c kk kD D− − g

− g Ψ − g Ψ + ( )4 4 (0)(0)
4

1 1 1 1 0.
2 23 3 3 3

k c k a a k c kD D+ g + g
g g g Ψ + g g Ψ =

Откуда после перегруппировки членов находим 

( )( ) ( ) ( )
4

2
3c c a a c c k kM D D D −+ + −Ψ + Ψ + g Ψ − g Ψ +

( )4 4 4 (0)(0) (0)
4

1 1 1 1 1
2 2 23 3

a a c c a a cD D D− g + g + g
+ g Ψ − g Ψ − Ψ +

( )4 4(0) (0)1 1 2 1
3 2 3 2a c a k c kk kD D+ g − g

+ g g g Ψ − g Ψ +

 
( )4 4 (0)(0)

4
1 1 1 1 0

2 23 3 3 3
k c k a a k c kD D+ g + g

+ g g g Ψ + g g Ψ =
 

(21)

– это результат преобразования уравнения (19). Выделяем энергию покоя подстановкой 
4( ) ( ) ,q Mx qe−Ψ = Φ  в результате из (21) получим уравнение 

( )( ) ( )
4

2
3c a a c c k kD D D −+ −Φ + g Φ − g Φ +

 
( )4 4 4 (0)(0) (0)

4
1 1 1 1 1

2 2 23 3
a a c c a a cD D D− g + g + g
g Φ − g Φ − Φ +

( )4 4(0) (0)1 1 2 1
3 2 3 2a c a k c kk kD D+ g − g

+ g g g Φ − g Φ +
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( )4 4 (0)(0)

4
1 1 1 1 0

2 23 3 3 3
k c k a a k c kD D+ g + g

+ g g g Φ + g g Φ = .
 

(22)

Теперь нужно умножить уравнение (19) на матрицу 4
1 (1 ).
2

− g  Выполнив аналогичные преды-

дущим вычисления, вместо (21) находим (похожее, но другое) уравнение 

( )( ) ( )
4

2
3c c a a c c k kM D D D +− − +Ψ − Ψ + g Ψ − g Ψ +

( )4 4 4 (0)(0) (0)
4

1 1 1 1 1
2 2 23 3

a a c c a a cD D D+ g − g − g
+ g Ψ − g Ψ + Ψ +

( )4 4(0) (0)1 1 2 1
3 2 3 2a c a k c kk kD D− g + g

+ g g g Ψ − g Ψ +

 
( )4 4 (0)(0)

4
1 1 1 1 0

2 23 3 3 3
k c k a a k c kD D− g − g

+ g g g Ψ − g g Ψ = .
 

(23)

Выделяем энергию покоя подстановкой 4( ) ( ) ,q Mx qe−Ψ = Φ  в результате получим 

( )( ) ( ) ( )
4

22
3c c a a c c k kM D D D +− − +Φ − Φ + g Φ − g Φ +

( )4 4 4 (0)(0) (0)
4

1 1 1 1 1
2 2 23 3

a a c c a a cD D D+ g − g − g
+ g Φ − g Φ + Φ +

( )4 4(0) (0)1 1 2 1
3 2 3 2a c a k c kk kD D− g + g

+ g g g Φ − g Φ +

 
( )4 4 (0)(0)

4
1 1 1 1 0.

2 23 3 3 3
k c k a a k c kD D− g − g

+ g g g Φ − g g Φ =
 

(24)

Согласно общей теории при проведении процедуры нерелятивистского приближения следует 
рассматривать компоненты Φ(–) и Φ(0) как малые в сравнении с Φ(+). Также следует пренебрегать 
нерелятивистской энергией в сравнении с энергией покоя: ( ) ( ) ( )

42 2 ,c c cM D M− − −Φ − Φ ≈ Φ  тогда из 
(24) получаем выражение малой компоненты через большую: 

 
( ) ( ) ( )1 2

2 3c a a c c a aD D
M

 − + + 
 
 

Φ = − g Φ − g Φ .
 

(25)

Обращаемся к уравнению (17), после приведения подобных оно дает 

4 4 4 4 4 4
1 1( ) ( ) 0
3 3

a a a a a aD D D D Mg + g Ψ + g Ψ − g Ψ + Ψ = .

После дополнительного преобразования (учитываем тождество (0)
a a a ag Ψ = g Ψ ) получаем 

( )(0) (0)( ) ( ) (0) (0)
4 4 4 44 4

1 1( ) 0
3 3

a a a a a a a aD D D D M+ −g + g Ψ + g Ψ + Ψ + Ψ − g Ψ + Ψ = .

Выделяем энергию покоя подстановкой 4( ) ( ) ,q Mx qe−Ψ = Φ  в результате получаем следующее 
уравнение (учитывая тождества ( ) ( ) ( ) ( )

4 4  a a a a
+ + − −g Ψ = Ψ , g Ψ = −Ψ ): 

( )(0) (0) ( ) ( ) (0)
4 4 4 44 4

(0)(0)
4 4

1( )
3

1 ( ) 0
3

a a a a a a

a a

D M D D

M D M

+ −g Φ + − g + g Φ + Φ − Φ + g Φ −

− − + g Φ + Φ = .
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Отбрасывая малые члены на фоне больших, находим 

 
(0) (0) ( )

4 4
1 1(1 )
3 3

a a a aD
M

         
 

(26)

Таким образом, уже имеем три уравнения (22), (25), (26) соответственно со следующей струк-
турой зацепления функций: 

(0) (0)( ) ( ) (0) ( ) ( ) (0) ( )
4 4, , , ; , ; , ,c c c c c c c

+ − − + +Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ .

Остается получить еще одно нерелятивистское уравнение, связывающее компоненты (0)(0)
4  cΦ , Φ  

с переменной ( ) ,a
+Φ  тогда в (22) можно будет исключить все малые компоненты, получив нужное 

нерелятивистское уравнение для большой компоненты ( ) .a
+Φ  

Для этого обратимся к уравнению (26): 

4 4 4 4

4 4

1 1 1( ) ( )
3 3 3 3

1 ( ) 0,
3

c k k k c k a a c a a

c k a a k

M D D D

D D

g g Ψ − g g g Ψ + g Ψ + g Ψ + Ψ +

+ g g g + g Ψ =

которое можно переписать иначе:

( )(0)(0) (0)
4 4

1
3 3

c k c k a aM DΨ − g g g Ψ + g Ψ +

( )

( )

(0)( ) ( ) (0)
4 4

( ) ( ) (0) (0)
4 4

1 1
3 3

1 0
3

c a a a a c

a c k a ck k k

D D

D D

+ −

+ −

+ g Ψ + Ψ + Ψ + g Ψ +

+ g g g Ψ + Ψ + Ψ + g Ψ = .

Выделяем энергию покоя подстановкой 4( ) ( ) ,q Mx qe−Ψ = Φ  в результате получаем следующее 
уравнение (при этом учитываем тождество (0)(0)1

3 k a a k     ): 

(0) (0)(0)
4 4

1 1
3 3 3

c k c k c kkM D DΨ − g Ψ − g g g Ψ +

( ) (0) (0)( ) ( ) (0)
44 4

1 1
3 3 3

c a a a a c c
MD D+ −+ g Ψ + Ψ + Ψ − g Φ + g Ψ +

( )( ) ( ) (0) (0) (0)
4 4 4

1 0
3 a c k a c ck k kD M D+ −+ g g g Ψ + Ψ + Ψ − g Ψ + g Ψ = .

Совершаем в последнем уравнении нерелятивистское приближение, пренебрегая сначала оче-
видно малыми составляющими: 

(0) (0) ( )(0)
4 4

(0) ( ) (0)
44

1 1 1
3 3 3 3

2 0
33

c k c k c k k ck k

c k c ck

M D D D

M D M

+

+

Ψ − g Ψ − g g g Ψ + g Ψ −

− g Φ + g Ψ − g Ψ = .

Затем, пренебрегая малыми членами, находим нужное соотношение, позволяющее выразить 
(0)
cΨ  через большие составляющие: 

 
(0) ( ) ( )(0)

4 4
1 1 1 2(1 )

33 3
c c k c k ck kD D

M

 + + 
 
 

− g Ψ − g Φ = − g Ψ + g Ψ .
 

(27)

Удобно умножить последнее уравнение на γc, что дает
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 ( ) ( )(0) ( )(0)
4 4

1(1 ) 3 3 2 .c c k kD
M

++ g g Ψ − Φ = − + Ψ
 

(28)

Рядом выпишем уравнения (25) и (26): 

 
(0)(0) ( )

4 4
1 3(1 )a a a aD
M

+g Φ = − Φ − − g Φ ,
 

(29)

 
( ) ( ) ( )1 2

2 3c a a c c a aD D
M

 − + + 
 
 

Φ = − g Φ − g Φ .
 

(30)

Подставляя (29) в (28), получаем 

 
(0) ( )
4

1
a aD

M
+Φ = Φ .

 
(31)

Если учесть (31) в (27), то находим 

 
(0) ( ) (0) ( )

4
1 2 1(1 )

3c a c a a a a aD D
M M

+ +− g Φ = − g Φ , g Φ = − Φ .
 

(32)

Теперь известны соотношения (30) и (32), позволяющие исключить из уравнения (22) все малые 
компоненты. После необходимых вычислений с учетом a b b a abD D D D ieF− =  найдем следующее 
уравнение для ( )   1 2 3:c с    

 
( )( ) ( ) ( )

4
1 3

2 3 4c a a c ab a b c ab c a b
ieD D F F

M M
  ++ + +
 
  

∂ Φ = Φ − g g Φ + g g Φ .
 

(33)

Это нерелятивистское уравнение для частицы со спином 3/2. С учетом того, что с = 1, 2, 3,  
а биспинорные индексы при каждой компоненте подразумеваются, в (33) имеем 12 уравнений. 
В следующем разделе покажем, что фактически в (33) есть только 4 разных уравнения. 

Анализ структуры уравнения Паули. В детальной форме уравнение (33) записывается так 
(далее круглые скобки при символе «+» опускаем): 

{2
4 12 1 2 31 3 1 23 2 3

1 (3 / 2)
2 3c c c

ieD D F F F
M M

+ + + 
 Φ − Φ + g g + g g + g g Φ +

 }12 1 2 1 1 31 3 1 1 3 23 2 3 3 2 0c c cF F F+ + + + + +     + g g Φ − g Φ + g g Φ − g Φ + g g Φ − g Φ = .       
(34)

Поскольку с = 1, 2, 3, то в (34) имеем три уравнения: 

 {2
4 1 1 12 1 2 31 3 1 23 2 3 1

1 (3 / 2)
2 3

ieD D F F F
M M

+ + + 
 Φ − Φ + g g + g g + g g Φ +

 }12 2 1 2 1 31 3 1 1 3 23 1 2 3 3 1 2 0F F F+ + + + + +     + Φ − g g Φ + −g g Φ − Φ + g g Φ + g g Φ = ;       
(35)

{2
4 2 2 12 1 2 31 3 1 23 2 3 2

1 (3 / 2)[ ]
2 3

ieD D F F F
M M

+ + +Φ − Φ + g g + g g + g g Φ +

 }12 1 2 2 1 31 2 3 1 1 2 3 23 3 2 3 2 0F F F+ + + + + +     + −g g Φ − Φ + g g Φ + g g Φ + Φ − g g Φ = ;       
(36)

{2
4 3 3 12 1 2 31 3 1 23 2 3 3

1 (3 / 2)[ ]
2 3

ieD D F F F
M M

+ + +Φ − Φ + g g + g g + g g Φ +

 }12 3 1 2 2 3 1 31 1 3 1 3 23 2 3 3 2 0F F F+ + + + + +     + g g Φ + g g Φ + Φ − g g Φ + g g Φ − Φ = .       
(37)

Учтем формулу (15) 
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4
1 1(1 ) ( )
2 3k k k a a

+  Φ = + g Φ − g g Φ ,  

которая дает три соотношения

1 4 1 1 2 2 3 1 3 2 4 2 1 2 1 2 3 3
1 1(1 )[2 ]     (1 )[2 ]
6 6

+ +Φ = + g Φ − g g Φ + g g Φ , Φ = + g Φ + g g Φ − g g Φ ,

 3 4 3 3 1 1 2 3 2
1 (1 )[2 ]
6

+Φ = + g Φ − g g Φ + g g Φ .
 

(38)

Ниже потребуется явный вид следующих матриц: 

1 2 3 4

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

           
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

i i
i i

i i
i i

−
−

g = , g = , g = , g = ,
− −

− −

1 2 2 3 3 1

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

i i
i i

i i
i i

− −
− −

g g = , g g = , g g = .
− −

− −

С учетом этих равенств находим (первый индекс – 4-спинорный, второй – 3-векторный) 

11 12 23 11 12 23

21 22 13 21 22 13
1 4 4

31 32 43 31 32 43

41 42 33 41 42 33

2
21 1(1 ) 2 (1 )
26 6
2

i
i

i
i
i

 
 
 
 +
 
 
 
 
 

Φ Φ Φ Φ + Φ + Φ
Φ −Φ −Φ Φ − Φ −Φ

Φ = + g + + = + g =
Φ Φ Φ Φ + Φ +Φ
Φ −Φ −Φ Φ − Φ −Φ

11 31 12 32 23 43

21 41 22 42 13 33

11 31 12 32 23 43

21 41 22 42 13 33

2( ) ( ) ( )
2( ) ( ) ( )1
2( ) ( ) ( )6
2( ) ( ) ( )

i
i
i
i

Φ + Φ + Φ + Φ + Φ + Φ
Φ + Φ − Φ + Φ − Φ + Φ

= ;
Φ + Φ + Φ + Φ + Φ + Φ
Φ + Φ − Φ + Φ − Φ + Φ

12 12 23 12 11 23

22 21 13 22 21 13
2 4 4

32 31 43 32 31 43

42 41 33 42 41 33

2
21 1(1 ) 2 (1 )
26 6
2

i i
i i

i i
i i
i i

 
 
 
 +
 
 
 
 
 

Φ −Φ Φ Φ − Φ + Φ
Φ Φ Φ Φ + Φ + Φ

Φ = + g + + = + g =
Φ −Φ Φ Φ − Φ + Φ
Φ Φ Φ Φ + Φ + Φ

12 32 11 23 31 43

22 42 21 41 13 33

12 32 11 23 31 43

22 42 21 41 13 33

2( ) ( )
2( ) ( )1
2( ) ( )6
2( ) ( )

i
i
i
i

Φ + Φ − Φ − Φ + Φ − Φ
Φ + Φ + Φ + Φ + Φ + Φ

= ;
Φ + Φ − Φ − Φ + Φ − Φ
Φ + Φ + Φ + Φ + Φ + Φ

13 21 22 13 21 22

23 11 12 23 11 12
3 4 4

33 41 42 33 41 42

43 31 32 43 31 32

2
21 1(1 ) 2 (1 )
26 6
2

i i
i

i
i
i

 
 
 
 +
 
 
 
 
 

Φ Φ Φ Φ − Φ − Φ
Φ −Φ Φ Φ +Φ − Φ

Φ = + g − − = + g =
Φ Φ Φ Φ −Φ − Φ
Φ −Φ Φ Φ +Φ − Φ
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13 33 21 41 22 42

23 43 11 31 12 32

13 33 21 41 22 42

23 43 11 31 12 32

2( ) ( ) ( )
2( ) ( ) ( )1
2( ) ( ) ( )6
2( ) ( ) ( )

i
i
i
i

Φ + Φ − Φ + Φ − Φ + Φ
Φ + Φ + Φ + Φ − Φ + Φ

= .
Φ + Φ − Φ + Φ − Φ + Φ
Φ + Φ + Φ + Φ − Φ + Φ

Отмечаем совпадение строк в трех столбцах c
+Φ  (первый биспинорный индекс нумерует строку 

матрицы; второй индекс задает значения с = 1, 2, 3, заключаем его в скобки) 

 1(1) 3(1) 2(1) 4(1)
+ + + +Φ = Φ , Φ = Φ , 

 1(2) 3(2) 2(2) 4(2)
+ + + +Φ = Φ , Φ = Φ , (39)

 1(3) 3(3) 2(3) 4(3)
+ + + +Φ = Φ , Φ = Φ . 

Это означает, что у нерелятивистской волновой функции имеем уже не 12, а только 6 разных 
компонент. Убеждаемся, что для шести разных строк выполняются два тождества: 

1(1) 1(2)i+ +Φ − Φ =

[ ]11 31 12 32 23 43 12 32 11 23 31 43
1 2( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
6

i i= Φ + Φ + Φ + Φ + Φ + Φ − Φ + Φ − Φ − Φ + Φ − Φ =

[ ]23 43 11 31 12 32 2(3)
1 2( ) ( ) ( )
6

i += Φ + Φ + Φ + Φ − Φ + Φ = Φ ;

2(1) 2(2)i+ +Φ + Φ =

[ ]21 41 22 42 13 33 22 42 21 41 13 33
1 2( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
6

i i= Φ + Φ − Φ + Φ − Φ + Φ + Φ + Φ − Φ + Φ + Φ + Φ =

[ ]13 33 21 41 22 42 1(3)
1 2( ) ( ) ( )
6

i += − Φ + Φ + Φ + Φ + Φ + Φ = −Φ ;

которые можно записать так: 

 

1(1) 1(2) 1(3) 2(1) 2(2)

2(1) 2(2) 2(3) 1(1) 1(2)
1 2 3

1(1) 1(2) 1(3) 2(1) 2(2)

2(1) 2(2) 2(3) 1(1) 1(2)

( )

( )

( )

( )

i

i

i

i

+ + + + +

+ + + + +
+ + +

+ + + + +

+ + + + +

Φ Φ Φ − Φ + Φ

Φ Φ Φ Φ − Φ
Φ = , Φ = , Φ = = .

Φ Φ Φ − Φ + Φ

Φ Φ Φ Φ − Φ  

(40)

Другими словами, это означает, что в нерелятивистской волновой функции c
+Φ  мы имеем не 6, 

а только 4 независимые компоненты. Соберем их в следующий столбец: 

 

1(1)

2(1)

1(2)

2(2)

+

+

+

+

Φ

Φ
ϕ = .

Φ

Φ  

(41)

Дальше, в согласии с (40)–(41), достаточно следить только за двумя независимыми уравнени-
ями при с = 1, с = 2, т. е. за уравнениями (35) и (36). Уравнение (35) дает 

1(1) 1(1) 2(1) 2(1)

2(1) 2(1) 1(1) 1(1)2
4 12 31 23

3(1) 3(1) 4(1) 4(1)

4(1) 4(1) 3(1) 3(1)

1 3 3 3
2 3 2 2 2

i i i
iieD D F F F
i iM M

i i

+ + + +

+ + + +
 
 

+ + + + 
 

+ + + +

Φ − Φ Φ − Φ


Φ Φ −Φ −Φ− + + + +Φ − Φ Φ − Φ
Φ Φ −Φ − Φ
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1(2) 1(1) 1(3) 2(1) 1(3) 2(2)

2(2) 2(1) 2(3) 1(1) 2(3)
12 31 23

3(2) 3(1) 3(3) 4(1) 3(3)

4(2) 4(1) 4(3) 3(1) 4(3)

i i
i i

F F F
i i

i i

   + + + + + +
   
   + + + + +   
   
   + + + + +
   
   

+ + + + +   
      

Φ − Φ Φ Φ − Φ Φ
Φ Φ Φ −Φ Φ

+ − + − − + +
Φ − Φ Φ Φ − Φ

Φ Φ Φ −Φ Φ

1(2)

4(2)

3(2)

0

 
 
 +  
  +   +   

−Φ
= ,

Φ

−Φ

или

1(1) 1(2) 1(1) 2(1) 1(3) 2(1)

1(1)

2(1) 2(2) 2(1) 1(1) 2(3) 1(1)2(1)2
4 12 31

3(1)
3(1) 3(2) 3(1) 4(

4(1)

4(1) 4(2) 4(1)

3 3
2 2
3 3

1 2 2
3 32 3
2 2

3
2

i i

i i
ieD D F F

M M i i

i i

+ + + + + +

+

+ + + + + ++
 
 

+ 
  + + +

+

+ + +

− Φ + Φ + Φ Φ − Φ − Φ
Φ

Φ +Φ − Φ − Φ −Φ +ΦΦ
− + +

Φ − Φ +Φ + Φ Φ
Φ

Φ +Φ − Φ

1) 3(3) 4(1)

3(1) 4(3) 3(1)
3
2

+ + +

+ + +







+
 −Φ −Φ



− Φ −Φ +Φ


 

2(1) 1(3) 2(2)

1(1) 2(3) 1(2)

23

4(1) 3(3) 4(2)

3(1) 4(3) 3(2)

3
2
3
2 0
3
2
3
2

i i

i i
F

i i

i i


+ + + 





+ + + 


+ + +



+ + +



− Φ − Φ + Φ

− Φ + Φ − Φ
+ = .

− Φ − Φ + Φ

− Φ + Φ − Φ
 

(42)

Замечаем, что ввиду соотношений (39), в (42) фактически имеем только два разных уравнения: 

1(1)2
4

2(1)

1
2

D D
M

+ 
 

+ 
 

Φ
− +

Φ

1(1) 1(2) 2(1) 1(3) 2(1) 1(3) 2(2)

12 31 23

2(1) 2(2) 1(1) 2(3) 1(1) 2(3) 1(2)

1 1 3
2 2 2 0
1 1 33
2 2 2

i i iie F F F
M i i i

 
+ + + + + + + 

  
 
 + + + + + + + 
  

− Φ + Φ Φ − Φ − Φ − Φ + Φ
+ + + = .

Φ +Φ − Φ −Φ − Φ + Φ −Φ

Откуда, учитывая тождества 

( )1(3) 2(1) 2(2) 2(3) 1(1) 1(2)i i+ + + + + +Φ = − Φ + Φ , Φ = Φ − Φ ,

находим 

1(1)2
4

2(1)

1
2

D D
M

+ 
 

+ 
 

Φ
− +

Φ

 

1(1) 1(2) 2(1) 2(2) 2(1)

12 31 23

2(1) 2(2) 1(1) 1(2) 1(1)

1 3 1
2 2 2 0

1 3 13
2 2 2

i i iie F F F
M i i i

+ + + + +

+ + + + +

 
− Φ + Φ Φ + Φ − Φ  + + + = . 

 Φ + Φ − Φ + Φ − Φ
    

(43)

Аналогично рассматриваем уравнение (36), оно дает 
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1(2) 1(2) 1(1) 2(2) 2(1) 1(3)

1(2)

2(2) 2(2) 2(1) 1(2) 1(1) 2(3)2(2)2
4 12 31

3(2)
3(2) 3(2) 3(1)

4(2)

4(2) 4(2) 4(1)

3 3
2 2
3 3

1 2 2
3 32 3
2

3
2

i i i i

i i i i
ieD D F F

M M i i

i i

+ + + + + +

+

+ + + + + ++
 
 

+ 
  + + +

+

+ + +

− Φ + Φ − Φ Φ − Φ − Φ
Φ

Φ − Φ −Φ − Φ − Φ + ΦΦ
− + +

Φ − Φ + Φ −Φ
Φ

Φ − Φ −Φ

4(2) 4(1) 3(3)

3(2) 3(1) 4(3)

2
3
2

i i

i i

+ + +

+ + +







+
 Φ − Φ − Φ



− Φ − Φ + Φ


 

2(2) 1(3) 2(2)

1(2) 2(3) 1(2)

23

4(2) 3(3) 4(2)

3(2) 4(3) 3(2)

3
2
3
2 0
3
2
3
2

i i

i i
F

i i

i i


+ + + 





+ + + 


+ + +



+ + +



− Φ + Φ + Φ

− Φ + Φ + Φ
+ = .

− Φ + Φ + Φ

− Φ + Φ + Φ
 

(44)

Ввиду соотношений (39), в (44) фактически имеем только два разных уравнения: 

1(2)2
4

2(2)

1
2

D D
M

+ 
 

+ 
 

Φ
− +

Φ

1(2) 1(1) 2(2) 2(1) 1(3) 2(2) 1(3)

12 31 23

2(2) 2(1) 1(2) 1(1) 2(3) 1(2) 2(3)

1 3 1
2 2 2 0
1 3 13
2 2 2

i i i iie F F F
M i i i i

 
+ + + + + + + 

  
 
 + + + + + + + 
  

− Φ − Φ Φ − Φ − Φ − Φ + Φ
+ + + = .

Φ −Φ − Φ − Φ + Φ − Φ +Φ

Откуда, учитывая тождества 

( )2(2) 2(1) 1(3) 2(2) 2(1) 2(1) 2(2) 2(2)
3 3 1
2 2 2

i i i i i+ + + + + + + +Φ − Φ − Φ = Φ − Φ + Φ + Φ = Φ ,

( )1(2) 1(1) 2(3) 1(2) 1(1) 1(1) 1(2) 1(2)
3 3 1
2 2 2

i i i i i+ + + + + + + +− Φ − Φ + Φ = − Φ − Φ + Φ − Φ = − Φ ,

( )2(2) 1(3) 2(2) 2(1) 2(2) 2(1) 2(2)
1 3
2 2 2

ii i i+ + + + + + +− Φ + Φ = − Φ − Φ + Φ = −Φ − Φ ,

( )1(2) 2(3) 1(2) 1(1) 1(2) 1(2) 1(1)
3

2 2 2
i i i i+ + + + + + +− Φ + Φ = − Φ + Φ − Φ = − Φ + Φ ,

находим 

1(2)2
4

2(2)

1
2

D D
M

+ 
 

+ 
 

Φ
− +

Φ

 

1(2) 1(1) 2(2) 2(1) 2(2)

12 31 23

2(2) 2(1) 1(2) 1(1) 1(2)

1 3
2 2 2 0

1 33
2 2 2

i iie F F F
iM

+ + + + +

+ + + + +

 
− Φ − Φ Φ −Φ − Φ  + + + = . 

 Φ − Φ − Φ Φ − Φ
    

(45)

Соберем уравнения (44) и (45) в одно 4-компонентное: 
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1(1)

2(1)2
4 12

1(2)

2(2)

/ 2 0 1 0
0 / 2 0 11
1 0 / 2 02 3

0 1 0 / 2

i
iieD D F

iM M
i

+

+
 
 

+ 
 

+

Φ  −
Φ − + +Φ − −
 −Φ 

 

1(1)

2(1)
31 23

1(2)

2(2)

0 3 / 2 0 0 / 2 0 0
3 / 2 0 0 / 2 0 0 0

0
0 0 0 1/ 2 0 1 0 3 / 2
0 0 1/ 2 0 1 0 3 / 2 0

i i
i i

F F
i

i

+

+

+

+

Φ−
 Φ− − + + = .− − Φ
− −  Φ  

(46)

Введем три 4-мерные матрицы 

1 2

0 / 2 0 0 0 3 / 2 0
/ 2 0 0 0 3 / 2 0 0

  
0 1 0 3 / 2 0 0 0 1/ 2
1 0 3 / 2 0 0 0 1/ 2 0

i i
i i

S i S i
i

i

−
− −

= − , = − ,
− −

− −

3

/ 2 0 1 0
0 / 2 0 1
1 0 / 2 0

0 1 0 / 2

i
i

S i
i

i

−

= − .
− −

−

Убеждаемся, что выполняются коммутационные соотношения группы вращений

1 2 2 1 3 2 3 3 2 1 3 1 1 3 2S S S S iS S S S S iS S S S S iS− = , − = , − = .

Уравнение (46) можно представить так: 

 

1(1)

2(1)2
4 23 1 31 2 12 3

1(2)

2(2)

1 ( ) 0
2 3

eD D F S F S F S
M M

+

+

+

+

Φ

Φ − − + + = . 
  Φ

Φ  

(47)

Легко найти преобразование, делающее матрицу третьей проекции спина диагональной. Оно за-
дается соотношениями

1(1)

2(1)

1(2)

2(2)

1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0 11 1 1    
1 0 0 1 0 0 0 02 2 2
0 1 0 0 1 0 0 0

i i i
i i

U U
i i i i

i i i i

+

+
+

+

+

Φ

Φ
Φ = , = , = .

− − −Φ
− − −Φ

Легко находим явные выражения для компонент оператора спина jS ′  в новом базисе: 

3 1 2

3 0 0 0 0 3 0 0 0 3 0 0
0 1 0 0 1 0 2 0 1 0 2 01 1
0 0 1 0 0 2 0 1 0 2 0 12 2 2
0 0 0 3 0 0 3 0 0 0 3 0

iS S S

− − −
− −

′ ′ ′= , = , = .
− − −

−
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Тогда уравнение (47) записывается следующим образом:

 
2

4 23 31 121 2 3
1 ( ) 0

2 3
eD D F F FS S SM M

 − − + + Φ = ;′ ′ ′ 
   

(48)

напоминаем, что 4 4 4   .k k kD ieA D ieA= ∂ + , = ∂ +  Это нерелятивистское уравнение паулиевского 
вида для частицы со спином 3/2, Ф – четырехкомпонентная волновая функция.
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