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ЧАСТИЦА СО СПИНОМ 3/2: МОДЕЛИ ПАУЛИ – ФИРЦА И ФРАДКИНА, 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ С ВНЕШНИМИ ПОЛЯМИ 

Аннотация. В рамках общего формализма Гельфанда – Яглома исследуется теория Фрадкина для частицы со 
спином 3/2 в присутствии внешних полей. С помощью стандартных требований релятивистской инвариантности, 
P-симметрии, существования функции Лагранжа для развиваемой модели сначала выведен набор спинорных урав-
нений при отсутствии внешних полей. Волновая функция эквивалента набору из биспинора и вектор-биспинора. 
Показывается, что в свободном случае теория Фрадкина может быть приведена к теории Паули – Фирца. При уче-
те внешних электромагнитных полей теория Фрадкина может быть приведена к минимальной форме уравнения 
для основного биспинора. Полученное уравнение содержит дополнительный член взаимодействия через тензор Fαβ 
электромагнитного поля, при этом появляется параметр в уравнении Фрадкина, соотносимый с некоторой дополни-
тельной к заряду характеристикой частицы. Теория обобщается, для того чтобы учесть псевдориманову структуру 
пространства-времени. В общековариантном случае появляется дополнительный член взаимодействия через тензор 
Риччи Rαβ. При нулевом электрическом заряде частицы теория Фрадкина остается корректной и описывает майо-
рановскую частицу со спином 3/2, неминимально взаимодействующую со структурой пространства-времени через 
тензор Риччи. Чтобы прояснить физический смысл дополнительного параметра Фрадкина, отличающего ее от моде-
ли Паули – Фирца, исследуем нерелятивистское приближение в обеих моделях во внешнем однородном магнитном 
поле, два различающихся спектра энергии найдены в явном виде. Структура нерелятивистского уравнения позволя-
ет рассматривать дополнительный параметр как поляризуемость.

Ключевые слова: спин 3/2, обобщенные волновые уравнения, Паули – Фирц, Фрадкин, электромагнитные поля, 
риманово пространство-время, неминимальное взаимодействие, нерелятивистское приближение, точные решения 
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SPIN 3/2 PARTICLE: PUALI – FIERZ AND FRADKIN MODELS,  
INTERACTION WITH EXTERNAL FIELDS

Abstract. In the frame of the general Gel’fand – Yaglom formalism, the Fradkin theory for a spin 3/2 particle in presence 
of external fields is investigated. Applying the standard requirements of relativistic invariance, P-symmetry, existence of 
a Lagrangian for the model, we derive a set of spinor equations, first in absence of external fields. The wave function consists 
of a bispinor and a vector-bispinor. It is shown that in absence of external fields the Fradkin model is reduced to the Pauli – 
Fierz theory. Taking into account the presence of external electromagnetic fields, the Fradkin theory can be turned to the 
minimal form of the equation for the main bispinor. This equation contains an additional interaction term governed by the 
electromagnetic tensor Fαβ. Meanwhile, there appears a parameter in the Fradkin equation related to any characteristic of 
the particle additional to its charge. The theory is generalized for taking into account the pseudo-Riemannian space-time 
geometry. In this case, the Fradkin equation contains an additional interaction term, governed by the Ricci tensor Rαβ. If 
the electric charge of the particle is zero, the Fradkin model remains correct and describes a neutral spin 3/2 particle of the 
Majorana type interacting nonminimally with the geometrical background through the Ricci tensor. To clarify the meaning 
of the additional physical characteristics underlying the Fradkin model in contrast to the Pauli – Fierz one we have considered 
nonrelativistic approximation for both theories in presence of an external uniform magnetic field, and found respective energy 
spectra. The structure of the ninrelativistic Fradkin equation permits to consider such an additional parameter as polarizability.
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Введение. В рамках теории релятивистских волновых уравнений, помимо простейших и ши-
роко известных уравнений для частиц со спинами 0, 1/2, 1, 3/2, 2, могут быть предложены и более 
сложные уравнения. Такие обобщенные уравнения основываются на использовании расширенных 
наборов представлений группы Лоренца. Например, известны уравнения для частиц с несколь-
кими массовыми параметрами 1 2( ),M M, ,...  с несколькими спинами (S = 0–1; 1/2–3/2), с дополни-
тельными электромагнитными характеристиками: аномальным магнитным моментом (S = 1/2, 
1, 2), электрическим квадрупольным моментом (S = 1), поляризуемостью (S = 0, 1), со структурой 
Дарвина – Кокса (S = 0) и др. (см. в [1–18]). Такие дополнительные характеристики проявляют себя 
физически в присутствии внешних полей, например электромагнитных и гравитационных. 

В рамках такой обобщенной теории релятивистских волновых уравнений первого порядка 
( ) 0Mµ µΓ ∂ + Φ =  рассмотрим предложенную Фрадкиным [8] теорию частицы со спином 3/2. 
В настоящее время не совсем понятно, какую именно дополнительную физическую характери-
стику позволяет описывать модель Фрадкина. 

Базис Гельфанда – Яглома. Модель Фрадкина основывается на 20-компонентной волновой 
функции Ψ частицы, преобразующейся как следующий набор неприводимых представлений 
группы Лоренца (пронумерованных цифрами 1,...,6): 

 (1 2 0) 1 (0 1 2) 2 (1 1 2) 5 (1 2 1) 6 (1 2 0) 3 (0 1 2) 4′ ′/ , , , / , , / , / , , / , , , / .       
Схема зацепления для этих представлений следующая [16, 17]:

4 3−
| |

5 1 2 6− − −
| |

3 4− − − − − − .

В соответствии с общей теорией, сначала следует определить явный вид матрицы Γ4, ее спино-
вые блоки могут иметь общую структуру (используется символ прямого произведения матриц): 
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Из требований единственности спина и массы следует упрощающее спиновые блоки ограниче-
ние 65 1 2 :c = /  

( ) ( ) ( )31 1
22 2

4 2 4  C C I= β ⊗ g , = ⊗ g .

Минимальный полином для матрицы 
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может быть двух видов: 
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Первый вариант соответствует простой и хорошо известной модели Паули – Фирца [3, 4]. 
Дальше будем рассматривать второй вариант. Получив явный вид минимального полинома, на-
ходим ограничения на коэффициенты knc : 

 12 34 12 34 32 14 15 62 35 641 2 3( ) 1 4,c c c c c c c c c c+ = − / , − + + = /  
 12 34 32 14 62 34 15 64 35 12 32 64 15 14 35 62( ) 6( ) 0.c c c c c c c c c c c c c c c c− + + − − =  

Теперь следует учесть требование существования лагранжевой формулировки модели. 
Матрица инвариантной билинейной формы может иметь структуру (где  1a b, = ± ) 

 

( ) ( )31
22

4 2 4

0 0
0 0 .
0 0 1

a
b Iη = ⊗ g , η = ⊗ g

−  
Соответственно находим дополнительные ограничения: c12, c34 должны быть вещественными, 
остальные коэффициенты должны подчиняться условиям 62 15 64 35 32 14  c ac c bc c abc∗ ∗ ∗= , = , = . 

Таким образом, спиновый блок ( )1
2β  имеет структуру 
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14 34 35

15 35

3

3

3 3 1 2

c c i c

abc c i c

i ac i bc

∗
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/  
при этом коэффициенты должны подчиняться условиям 

( )12 34 12 34 14 14 15 15 35 351 2 3 1 4,c c c c abc c ac c bc c∗ ∗ ∗+ = − / , − + + = /

( ) ( )12 34 14 14 15 34 15 35 35 12 14 35 15 14 35 156 0.c c abc c ac c c bc c c ac c c ac c c∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗− + + − − =

Спин-векторные уравнения. Далее используем спинорные обозначения для матриц Паули: 

4 1 2 30 0 1 0 1 0
( )   ( )   ( )   ( )

0 1 0 0 0 1ab ab ab ab
i i

i i
−

σ = , σ = , σ = , σ =
−

   

и более короткие обозначения для коэффициентов: 

1 12 2 14 3 15 4 322c c i c cl = , l = , l = − , l = ,

5 34 6 35 7 62 8 642 2 2 .c i c i c i cl = , l = − , l = , l =

После необходимых вычислений выводим следующую 2-спинорную форму системы уравне-
ний, описывающей частицу со спином 3/2 в подходе Фрадкина: 

 
( )

1 2 3 0acab ab b a
b c bb M′l ∂ ψ + l ∂ + l ∂ ψ + ψ = ,ψ    

  (1)

 1 2 3 ( ) 0bb c b
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(6)

где 1 .ab abi
µ

µ∂ = ∂ σ




 Коэффициенты λi подчинены условиям 
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1 5 1 5 2 4 3 7 6 8
1 3 1    ( )
2 2 4

l + l = − , l l − l l + l l + l l = ,

[ ]1 5 2 4 2 6 3 5 7 3 4 1 6 83 ( ) ( )l l − l l = l l − l l l + l l − l l l ,

1 1 5 5 7 1 3 8 2 6 4 1 2 2 1 2             ,     1  1c c c c c c∗ ∗ ∗ ∗ ∗l = l , l = l , l = l , l = l , l = l = ± , = ± .

Ниже будем исследовать вариант c1 = +1, c2 = +1. Входящие в уравнения (1)–(6) спиноры мо-
гут быть представлены в спин-векторной форме следующим образом: 

( ) ( )( )
( )

1 1    
2 2

ab a b b a c c c
c c c a b aab b

µ µ µ µ
µ µ µ µψ = σ ψ + σ ψ , ψ = σ ψ + σ ψ ,

  

     

 0 0         ab a ab a
a b aaab

µ µ
µ µ ′ ′ψ = σ ψ , ψ = σ ψ , = ψ , = ψ .ψ ψ


  

  

С учетом этого, уравнения могут быть приведены к вектор-биспинорной форме: 
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1 2 0ˆ ˆ ˆ 4 0

2
i Mµ µ µ µ µ µ µ µ

l
l ∂g ψ − l ∂ψ + ∂g ψ − ∂ ψ + g ψ = ,

4 5 0 6 0
1ˆ ˆ ˆ( ) 2 ( ) ( ) 0
4

i i Mµ µ µ µ µ µ
 l ∂ g ψ + l ∂ψ − l ∂ ψ − ∂ g ψ + ψ = , 
 

7 8 0 0
1 1ˆ ˆ
4 4

il µ µ l µ µ l l
   l ∂ g ψ − g ∂g ψ − l ∂ ψ − g ∂ψ +   
   

 
{ }1 1ˆ ˆ3 4 8 4 0

8 4
Ml µ µ l µ µ l l µ µ l l µ µ

 + g ∂g ψ − ∂ g ψ + ∂ψ − g ∂ ψ + ψ − g g ψ = . 
   

(7)

Следует отметить, что, сворачивая последнее уравнение с γλ, получим 4 тождества 0 = 0. Это 
означает, что в действительности система (7) содержит только 20 нетривиальных уравнений, 
а не 24. Система (7) может быть преобразована к другой (но эквивалентной) форме, где уравне-
ния уже содержат члены Mψ0 и Mψλ: 

4 5 0 6 0
1ˆ ˆ ˆ( ) 2 ( ) ( ) 0
4

i i Mµ µ µ µ µ µ
 l ∂ g ψ + l ∂ψ − l ∂ ψ − ∂ g ψ + ψ = , 
 

3
7 1 7

1 1 3 ˆ( ) ( )
2 4 2 2l µ µ l µ µ

l   l − ∂ g ψ + l + − l + g ∂ g ψ −   
   

 
( ) ( ) ( )8 0 8 2 0 3

1ˆ ˆ 1 0
4 2
ii Ml l l l µ µ l− l ∂ ψ + l − l g ∂ψ + ∂ψ − + l g ∂ ψ + ψ = .

 

Соотнесение уравнений Фрадкина и Паули – Фирца. Рассмотрим связь между уравнени-
ями Фрадкина и Паули – Фирца. Сначала умножим первое уравнение в (7) на λ7, второе уравне-
ние – на (–iλ8), и результаты сложим. Это дает 

7 8 0
1 ˆ ( )
2

M iµ µ
 − ∂ + l g ψ − l ψ +     

4 8 5 7 2 7 1 8 0 3 7 6 8
1ˆ ˆ( )( ) ( ) 2( ) ( ) ( ) 0
4

iµ µ µ µ µ µ
 +∂ l l − l l g ψ − l l − l l ψ − l l + l l ∂ ψ − ∂ g ψ = .     

Аналогично, умножая первое уравнение в (7) на 4 8 5 7( ),l l − l l  а второе – на 2 7 1 8[ ( )],i− l l − l l  
после суммирования результатов получим 
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4 8 5 7 2 7 1 8 0( )( ) ( )M iµ µl l − l l g ψ − l l − l l ψ =  

1 5 2 4 7 8 0
2 1 ˆ ˆ( ) ( ) ( )
3 4

iµ µ µ µ µ µ
  = l l − l l ∂ ψ − ∂ g ψ + ∂ l g ψ − l ψ .      

Затем после комбинирования двух последних уравнений для новой волновой функции 

 
7 8 0

1 1
4 4

il l l µ µ l µ µ
 Φ = ψ − g g ψ + g l g ψ − l ψ      

(8)

выводим следующие уравнения: 
1 1 1ˆ 0
2 3 4

Mµ µ l l l µ µ µ µ
 − ∂g Φ − ∂ Φ − g g Φ + g Φ = ,  

1 1 1ˆ ˆ ˆ8 3 4 4 0
4 4 8

Ml l µ µ l l µ µ l l µ µ l µ µ l µ µ
     ∂ − g ∂ g Φ + Φ − g g Φ + ∂Φ + g ∂g Φ − ∂ g Φ − g ∂ Φ = .        

Они могут быть объединены в одно эквивалентное уравнение 

 
1 1 14ˆ ˆ8 4 0
8 6 3

Ml l µ µ l µ µ l µ µ l
 ∂Φ + g ∂g Φ + ∂ g Φ − g ∂ Φ + Φ = ,    

которое совпадает с минимальным уравнением Паули – Фирца для частицы со спином 3/2. Это 
означает, что в отсутствие внешних полей теория Фрадкина эквивалентна теории Паули – Фирца. 

Учет внешних электромагнитных полей. В этом разделе исходим из вектор-биспинорных 
уравнений (7), но с удлиненными производными :D ieAµ µ µ= ∂ −  

1 2 0 3
1ˆ ˆ ˆ2 0
4

D D D D Mµ µ µ µ µ µ µ µ
 l g ψ − l ψ − l ψ − g ψ + g ψ = ,  

4 5 0 6 0
1ˆ ˆ ˆ2 0
4

i D D i D D Mµ µ µ µ µ µ
 l g ψ + l ψ − l ψ − g ψ + ψ = ,  

7 8 0
1 ˆ
4

D D il l µ µ
 − g l g ψ − l ψ +    

1 1ˆ ˆ8 3 4 4 0.
8 4

D D D D Ml l µ µ l µ µ l µ µ l l µ µ
  + ψ + g g ψ − g ψ − g ψ + ψ − g g ψ =    

Ниже будем учитывать тождества 

[ ] [ ]ˆ ˆ ˆ( ) ( )
4
ieD D D D F D D D D DD ieFµ µ ν ν µ µ µν µ ν ν µ µ µ µ µ ν µνg g = − g g − g g , = g , = + g − .

Выполняя вычисления по схеме, примененной в предыдущем разделе, для вектор-биспинора (8) 
выводим следующее уравнение: 

1 1 14ˆ ˆ8 4
8 6 3

D D D D Ml l ρ ρ l ρ ρ l ρ ρ l
 Φ + g g Φ + g Φ − g Φ + Φ −  

1 5 2 4
[ ]

( ) 1 0
3 4

ieF
M l ν νµ µ µ ρ ρ

l l − l l  − g g Φ + g g Φ = . 
 

В отличие от уравнения Паули – Фирца, оно содержит дополнительный член взаимодействия, 
пропорционального параметру 1 5 2 4( ) 3 .Ml l − l l /  

Модель Паули – Фирца, нерелятивистский предел. Важным для прояснения физической 
интерпретации дополнительного параметра в теории Фрадкина является явный вид уравнения 
в нерелятивистском приближении. Далее, опуская детали вывода нерелятивистских уравнений 
в минимальной теории Паули – Фирца и расширенной теории Фрадкина, сравним поведение 
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этих двух частиц во внешнем однородном магнитном поле. В частности, это позволит показать, 
что известная в литературе точка зрения, что модель Фрадкина позволяет описывать аномаль-
ный магнитный момент частицы со спином 3/2, не является верной. 

В этом разделе рассмотрим исходную модель Паули – Фирца. Уравнение паулиевского типа 
для частицы со спином 3/2 в магнитном поле имеет в базисе Петраша следующий вид: 

 
( )2

4 [23] 1 [31] 2 [12] 3
1

2 3
eD F S F S F SDM M

Ψ = Ψ + + + Ψ,


 
(9)

где оператор спина определен равенствами 

 

1 2 3

0 3 0 0 0 3 0 0 3 0 0 0
1 0 2 0 0 2 0 0 1 0 01 1 1ˆ ˆ ˆ        

0 2 0 1 0 2 0 0 0 1 02 2 2
0 0 3 0 0 0 3 0 0 0 0 3

i
i i

S S Si i
i

− − −
− −

= , = , = .
− − −

−  

Легко убеждаемся в выполнении нужных коммутационных соотношений: 

1 2 2 1 1 1 2 1 3

3 0 6 0 3 0 6 0
0 0 2 0 0 21 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ        
2 0 0 2 0 04 4
0 6 0 3 0 6 0 3

i i i i
i i i i

iS S S S S S S S Si i i i
i i i i

− − −
− − −

= , = , − = .
−

−

Используются обозначения: 

2
4 4 4 4k k k k kD D D ieA D ieA x itD = , = ∂ − , = ∂ − , = .



Однородное магнитное поле определено потенциалом 

 1 2 3 4 [12] 2 1
1 1 0 0 ( ) .
2 2 x yA By A Bx A A B F A A B= , = − , = = , > , = ∂ − ∂ = −

 

Уравнение Паули (9) примет вид 

 

2 2
2

4 3
1 0

2 2 2 3x y z
ie ie eBBy Bx S

M M

 
 
 
  

   ∂ Ψ = ∂ + + ∂ − + ∂ Ψ − Ψ = .   
     

Откуда следует 

 

2 2
2 2

3 3
1 1 ˆ( )

2 2 2 4 3
d eB e B eBi L x y Sdt M M M M

 Ψ
= − ∆ − + + + Ψ, 

    

где 3ˆ ( )y xi x yL = − ∂ − ∂ . Преобразуем уравнение к цилиндрическим координатам x = rcos ϕ,  

y = rsin ϕ, 3cos   sin   .x r y r L i ∂
= ϕ, = ϕ, = −

∂ϕ
 Для стационарных состояний i te− εΨ = Φ получим уравнение 

 

2 2 2 2 2
2

3 32 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 4 3
d d d d eB e B eBL r S

M r dr M M Mdr r d dz

 
 
 
 
 

 
εΦ = − + + + − + + Φ.  ϕ   

Используя подстановку 3( ) ( )im ip zr z e e R rϕΦ , ,ϕ = , приходим к уравнению 

 

2 2 2 2 2
2

32 2
1 22

4 3z
d d m e B remB p R M eBS R

r drdr r

 
 
 
 

  + − + − − = − ε + . 
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Матрица спина диагональна и имеет 4 собственных значения 

3
3 1 1 3       
2 2 2 2

S = − , − , + , + ;

соответственно имеем 4 однотипных уравнения: 

 

2 2 2 2 2
2

32 2
1 22

4 3 z
d d m e B r R M eB m S p R

r drdr r

 
 
 
 

    + − − = − ε + − + + ,   
     

которые можно представить в виде 

 

2 2 2 2 2

02 2
1 0

4
d d m e B r R

r drdr r

 
 
 
  

+ − − − ε = ,
 

где введен параметр 

 
2

0 3
22
3 zM eB m S p ε = − ε + − + + . 

   
Переходим к переменной x = Br2, уравнение преобразуется в следующее: 

2 2 2
0

2 0.
4 16 4

d d m e xx R
dx x Bdx

 ε
+ − − − =  

 

Ищем решения в виде ( ),A CxR x e f x−=  получаем 

[ ]

2
2 2

02
2

( 1)
42 2 1 2 0

16 4

mA A Ad f df ex A Cx C x AC C f
dx x Bdx

  
− − +    ε   + − + + + − − + + = .         

    

Выбираем параметры: 4 2C e A m=| | / , =| | / , тогда уравнение для f упростится: 

( )
2

0
2

11 1 0
2 4

d e dx m x e m f
dx Bdx

 | | ε    + | | + − − | | | | + + = .         

Перейдем к переменной y: 

( ) ( )
2

0
2

11 1 0
2 2
e d dx y y m y e m f

dy e Bdy

 | | ε  = , + | | + − − | | | | + + = .  | |    

Это вырожденное гипергеометрическое уравнение ( ) 0yF y F F′′ ′+ g − − α =  с параметрами 

 
( ) 011 1 0

2
m e m f

e B
ε g =| | + , α = | | | | + + = . | |    

Условие обрыва ряда до полинома   0 1 2n nα = − , = , , ,... дает правило квантования энергии: 

 [ ]0 2 1 ,e n m Bε = − | | + | | +  

откуда следует 

 
 

2

3
1 22 1

2 2 3
zp e B n m eB S m
M M

                   
(10)

Эта формула описывает 4 серии уровней, в зависимости от значения S3. На построенных ре-
шениях диагонализируются 4 оператора с квантовыми числами ε, pz, m, S3; магнитное квантовое 
число принимает значения 0 1 2  .m = ,± ,± ,...
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Модель Фрадкина, нерелятивистский предел. Уравнение паулиевского типа для частицы 
Фрадкина во внешнем магнитном поле имеет вид 

( )
2

2
4 12 3 31 2 23 1

1 4
2 3 3

e eF S F S F SDM M M M
Λ   ∂ − Ψ − + + Ψ + ×   

   



23 23 31 31 12 12

1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 01 1 2
1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 02 2
0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0

F F F F F F

 − − −
 −× + − + −
 − − −

 

12 31 12 23 31 23

0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 2 0
0 0 1 0 1 0 2 0 0 1 0 0

0
0 1 0 0 0 2 0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 1 0 0 2 0 1

iF F F F iF F

−

+ + + Ψ = .− − − 
− −   

(11)

Величина Λ обозначает дополнительный параметр, входящий в исходное релятивистское урав-
нение Фрадкина. Он связан с некоторой дополнительной к заряду электромагнитной характери-
стикой частицы. Структура нерелятивистского уравнения позволяет рассматривать его как по-
ляризуемость. Спиновые матрицы Si определены выше. 

Рассмотрим это уравнение в однородном магнитном поле, ориентированном вдоль оси x3: 

1 2 [12]
1 1            0     
2 2k k kD ieA A By A Bx B F B= ∂ − , = − , = , > , = − .

Уравнение Паули в заданном магнитном поле имеет следующий вид: 

 

2
2

4 3

0 0 0 0
0 1 0 01 8 0
0 0 1 02 3 3
0 0 0 0

eB e BD SDM M M M
Λ   − Ψ − Ψ − Ψ = ,   

   


 

или 

 

2
22

4 3 3
1 4 9 0.
2 3 3 4

eB e BD S SDM M M M
                 

     


 
(12)

Переменные разделяются прежней подстановкой ( ),zim ip ze e R rϕΦ =  таким образом получим урав-
нение 

22 2 2 2 2
2 2

3 32 2
1 2 92 8 0.

3 3 4 4z
d d eB eB m e B rM S S p eBm

r dr Mdr r

 Λ    + + ε + − − − + − − Ψ =    
     

Дальше анализ совпадает со сделанным в предыдущем разделе. Приведем конечную формулу 
для энергий: 

 

2
2 2

3 3
2 92 (2 1) 8
3 3 4 z

eBM eB n m eB m S S p
M

 
 
 
 

Λ   ε = + | | + + + + − + .   
     

(13)

Уравнение Фрадкина в римановом пространстве-времени. Обобщим теорию Фрадкина, 
чтобы учесть риманову структуру пространства-времени. Вместо ict-метрики простран-
ства Минковского будем использовать метрический тензор gαβ(x) с сигнатурой ( ).+,−,−,−  
Соответственно используем несколько другие матрицы Дирака и добавляем множитель i перед 
массовым параметром M: 
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0 0 0
,     

0 0

i
i

i

I
M iM

I
−σ

g = g = , → .
σ  

Удлиненные производные обобщаются так: 

ˆ( ) ( ) ( )     ( ) ( )D x x ieA x D x D xα
α α α α α= ∇ + Γ + , = g ,

где Γα(x) – биспинорная связность, локальные матрицы Дирака определяются через тетрады 
( )( ) ( ).a
ax e xα αg = g  Следует учитывать коммутационные соотношения [15] 

2 1ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

D x x D D x D D D D D D D ieF x R xρ ρ α νρ
β β α α β β α αβ νραβ= g = g , = , − = + σ ,

( ) 21ˆ ˆ ˆ ˆ ( ) ( )     ( )
2

D D DD ieF x R x DD D xρσ
µ µ µν µν µν ρσµν− = + Σ , Σ = σ , = + Σ ,

1 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 4

x x x xx ieF x R x x x
ν ρ ρ ν

νρ αβ νρ
αβ νραβ

g g − g g Σ = + σ σ , σ = ,  

где использован тензор кривизны Римана. Ковариантный тензор Леви-Чивита и матрица γ5(x) 
определены равенствами [15] 

( ) ( ) ( ) ( )

5 5

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

abcd
a b c dx e x e x e x e x

ix x x x x x

αβρσ α β ρ σ

α β ρ σ
αβρσ

ε = ε ,

g = ε g g g g = g .
!

Тензор Леви-Чивита относительно тетрадных преобразований ведет себя согласно 
( ) det[ ( )] ( ),aix L x xαβρσαβρσ = − ε′ε  а относительно тетрадного P-отражения является псевдоскаля-

ром ( ) ( ) ( 1) ( ).p x xαβρσ αβρσε = − ε
Для ковариантного вектор-биспинора

7 8 0
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 4

x x x x x x i xµ µ
l l l µ l µ

   Φ = ψ − g g ψ + g l g ψ − l ψ    

получаем уравнение 

1 14ˆ ˆ8 4
8 6 3
i D D D D Mα α ρ α ρ α ρ α

ρ ρ ρ
 Φ + g g Φ + g Φ − g Φ − Φ − 
 

 
1 5 2 4( ) 1( ) ( ) 0

3 4
ieF x x

M
α ν µ µ ρ

νµ νµ ρ
l l − l l  − g g + Σ Φ + g g Φ = .       

(14)

Учитывая свойства симметрии тензора кривизны и правило умножения для трех матриц Дирака, 
член из второго слагаемого приводим к форме 

( ) 1
2

ieF ieF Rν ν
νµ νµ νµ νµ

 g + Σ = g − , 
 

где Rνμ – тензор Риччи. Следовательно, уравнение (14) записывается так: 
1 1 7ˆ ˆ
48 2 12

i D D D D Mα α ρ α ρ α ρ α
ρ ρ ρ

 Φ + g g Φ + g Φ − g Φ − Φ − 
 

 
1 5 2 4( ) 1 1 0.

3 2 4
ieF R

M
α ν µ µ ρ

νµ νµ ρ
l l − l l    − g − g Φ + g g Φ =   

     
Это уравнение Фрадкина в минимальной форме, пригодное в произвольном псевдоримановом 
пространстве-времени. 

Если электрический заряд частицы равен нулю, последнее уравнение становится проще: 
член с электромагнитным тензором Fμν исчезает, удлиненная производная задается равенством 
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( ).D xρ ρ ρ= ∇ + Γ  Следует заметить, что в любом майорановском базисе [2, 15] относительно опе-
рации комплексного сопряжения выполняются свойства ( )   ( )α ∗ α ∗

α αγ = −γ , Γ = +Γ . Поэтому вы-
веденное уравнение не будет смешивать вещественную и мнимую части волновой функции; это 
значит, что теория Фрадкина сохраняет свою применимость и для майорановских частиц со спи-
ном 3/2. 
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