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ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ НЕРАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ 
АСИНХРОННЫМ СПЕКТРОМ ЛИНЕЙНЫХ ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

С ДИАГОНАЛЬНЫМ УСРЕДНЕНИЕМ КОЭФФИЦИЕНТНОЙ МАТРИЦЫ

Аннотация. Рассматривается линейная система управления с почти периодической матрицей коэффициентов 
и управлением в виде обратной связи, линейной по фазовым переменным. Предполагается, что коэффициент обратной 
связи является почти периодическим и модуль его частот, т. е. наименьшая аддитивная группа вещественных чисел, 
включающая все показатели Фурье этого коэффициента, содержится в частотном модуле матрицы коэффициентов. 
Ставится следующая задача: выбрать такое управление из допустимого множества, чтобы у замкнутой управлением 
системы появились почти периодические решения, спектр частот (множество показателей Фурье) которых содержит 
наперед заданное подмножество, а пересечение модулей частот решения и матрицы коэффициентов тривиально. 
Поставленная задача названа задачей управления спектром нерегулярных колебаний (асинхронным спектром) 
с целевым множеством частот. К настоящему времени она изучена только в весьма частном случае, когда среднее 
значение почти периодической матрицы коэффициентов системы является нулевым. В случае же ненулевого 
усреднения вопрос остается открытым. В работе получено достаточное условие, при выполнении которого задача 
управления асинхронным спектром линейных почти периодических систем с диагональным усреднением матрицы 
коэффициентов не имеет решения. 

Ключевые слова: почти периодические линейные системы управления, диагональное среднее значение, пока-
затели Фурье, сильно нерегулярные колебания, асинхронный спектр
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A SUFFICIENT CONDITION FOR THE UNSOLVABILITY OF THE CONTROL PROBLEM OF THE 
ASYNCHRONOUS SPECTRUM OF LINEAR ALMOST PERIODIC SYSTEMS WITH THE DIAGONAL 

AVERAGING OF THE COEFFICIENT MATRIX

Abstract. We consider a linear control system with an almost periodic matrix of the coefficients. The control has the 
form of feedback that is linear on the phase variables. It is assumed that the feedback coefficient is almost periodic and its 
frequency modulus, i. e. the smallest additive group of real numbers, including all the Fourier exponents of this coefficient, is 
contained in the frequency modulus of the coefficient matrix. The following problem is formulated: choose a control from an 
admissible set for which the system closed by this control has almost periodic solutions with the frequency spectrum (a set of 
Fourier exponents) containing a predetermined subset, and the intersection of the frequency modules of solution and the co-
efficient matrix is trivial. The problem is called as the control problem of the spectrum of irregular oscillations (asynchronous 
spectrum) with the target set of frequencies. At present, this problem has been studied only in a very special case, when the 
average value of the almost periodic coefficients matrix of the system is zero. In the case of nontrivial averaging, the question 
remains open. In the paper, a sufficient condition is obtained under which the control problem of the asynchronous spectrum 
of linear almost periodic systems with diagonal averaging of the coefficient matrix has no solution.
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Введение. Изучению различных вопросов теории управления для обыкновенных периоди-
ческих дифференциальных систем посвящено достаточно большое число работ (см., напр., [1–3] 
и др.). Для почти периодических систем управления подобные исследования существенно ус-
ложняются. В этом направлении можно отметить результаты исследований [4–8], характерной 
особенностью которых является рассмотрение так называемого регулярного случая, когда апри-
ори предполагается совпадение частот самой системы и ее решений.

Вместе с тем, как показали Я. Курцвейль и О. Вейвода [9], система обыкновенных диффе-
ренциальных почти периодических уравнений может допускать такие решения, что пересечение 
частотных модулей решения и системы является тривиальным, т. е. никакая ненулевая частота 
решения не будет линейной комбинацией с рациональными коэффициентами частот системы. 
Этот результат позволяет предположить, что при наличии определенных воздействий у системы 
могут быть почти периодические решения с самым разнообразным спектром частот, в том числе 
и асинхронным. 

В работе [10] впервые была сформулирована задача управления асинхронным спектром для 
периодических систем. Серия условий ее разрешимости приведена в монографии [11, гл. III]. 
Частично подобные вопросы для квазипериодических систем изучены в [12]. Задача управле-
ния асинхронным спектром линейных почти периодических систем сформулирована в [13] и дан 
критерий ее разрешимости для случая, когда среднее значение матрицы коэффициентов являет-
ся нулевым.

В настоящей статье исследуются вопросы разрешимости задачи управления асинхронным 
спектром линейных почти периодических систем, у которых усреднение коэффициентной ма-
трицы является ненулевым диагональным.

Предварительные сведения. Приведем необходимые для дальнейшего изложения понятия 
и факты из теории почти периодических (по Бору) функций [12, гл. 1, 2]. Пусть f(t) – непрерывная 
на всей числовой оси вещественная функция. 

Функция f(t) называетcя почти периодической (по Бору), если для произвольного положи-
тельного ε множество ее ε-почти периодов является относительно плотным, т. е. существует та-
кое положительное число l, зависящее от ε, что любой отрезок длины l вещественной оси содер-
жит по меньшей мере один ε-почти период.

Среднее значение почти периодической функции f(t) определяется равенством

0
1ˆ = ( ) .lim

T

T
f f t dt

T→∞
∫

Модуль (частотный модуль) Mod ( f ) почти периодической функции f(t) – это наименьшая ад-
дитивная группа вещественных чисел, содержащая все показатели Фурье (частоты) этой функции.

Пусть g(t,x) – вектор-функция, почти периодическая по t равномерно относительно x из неко-
торого компактного множества. Как отмечено во введении, Я. Курцвейль и О. Вейвода доказали, 
что система обыкновенных дифференциальных уравнений

= ( , )x g t x

может иметь почти периодическое решение x(t) такое, что пересечение частотных модулей реше-
ния и правой части тривиально, т. е. 

Mod ( ) Mod ( ) = {0}.x g∩

В дальнейшем такие почти периодические решения будем называть сильно нерегулярными.
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Матрица P(t) считается почти периодической, если все ее элементы скалярные почти пе-
риодические функции. Будем говорить, что некоторые столбцы матрицы P(t) линейно незави-
симы над �, если их линейные комбинации с вещественными коэффициентами тождественно 
равны нулю тогда и только тогда, когда все коэффициенты нулевые. Через colrank P обозначим 
столбцовый ранг матрицы P(t), т. е. наибольшее число ее линейно независимых над  столбцов. 
Аналогично вводится понятие rowrank P строчного ранга. Если столбцовый ранг матрицы P(t) 
меньше числа ее столбцов, то матрицу P(t) будем называть матрицей неполного столбцового ран-
га. Отметим, что в общем случае, как показывает следующий пример, столбцовый и строчный 
ранги для нестационарных матриц могут не совпадать. Действительно, возьмем (2 × 2)-матрицу

sin sin
( ) .

2 cos 2 cos

t t
Q t

t t
 =  
 

Для такой матрицы имеем colrank 1,Q =  в то время как rowrank 2.Q =  В дальнейшем нам понадо-
бится следующая, вытекающая из [11, п. 2.3] 

Л е м м а. Пусть P(t) – почти периодическая (k × m)-матрица. Линейная функциональная си-
стема 

( ) 0P t z =

имеет сильно нерегулярное почти периодическое решение z = z(t) тогда и только тогда, когда 
P(t) – матрица неполного столбцового ранга, т. е. colrank .P m<

Постановка задачи. Рассмотрим линейную нестационарную систему управления 

	 = ( ) , , 2,x A t x Bu t n+ ∈ ≥  	 (1)

где ( ) nx x t= ∈  – фазовый вектор системы, ( ) nu u t= ∈  – вход, B – матрица при управлении – 
постоянная и имеет размерность n, A(t) – непрерывная почти периодическая (n × n)-матрица с мо-
дулем частот Mod (A). Предположим, что управление задается в виде обратной связи, линейной 
по фазовым переменным 

	 = ( )u U t x	 (2)

с непрерывной почти периодической (n × n)-матрицей U(t) (коэффициентом обратной связи), мо-
дуль частот которой содержится в модуле частот матрицы коэффициентов, т. е. Mod ( ) Mod ( ).U A⊆

Требуется получить условия на правую часть системы (1) такие, чтобы при любом выборе 
коэффициента обратной связи из указанного допустимого множества замкнутая система 

	 ( )= ( ) ( )x A t BU t x+ 	 (3)

не имела сильно нерегулярного почти периодического решения x(t), спектр частот которого со-
держит заданное подмножество L (целевое множество). Иначе говоря, для системы (1) необходи-
мо найти условия неразрешимости задачи управления асинхронным спектром.

Предположим, что матрица коэффициентов имеет диагональное среднее значение, т. е. 

	
2 2

11 11ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= diag ( ,..., ),     0.nn nnA a a a a+ ≠ 	 (4)

Отметим, что в отличие от работы [13], в таком случае усреднение матрицы A(t) не является три-
виальным.

Основной результат. Предварительно заметим, что если матрица при управлении невы-
рожденная, то решение поставленной задачи не вызывает серьезных затруднений. Справедлива 

Те о р е м а 1. В случае rank =B n задача управления асинхронным спектром не имеет реше-
ний, если выполняется условие 

	 | | [ / 2].L n> 	 (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем методом от противного. Пусть задача управления асинхрон-
ным спектром системы (1) разрешима. Тогда из [11, п. 2.2] вытекает, что существуют постоян-
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ная вещественная квадратная матрица H размерности n и почти периодическая функция x(t), 
Mod ( ) Mod ( ) = {0},x A∩  удовлетворяющие тождеству 

( ) ( ) 0,x t Hx t− ≡

при этом неосциллирующая составляющая коэффициента обратной связи в силу невырожденно-
сти матрицы при управлении определяется равенством

( )1
11ˆ ˆ ˆdiag ( ,..., ) .nnU B H a a−= −

В итоге получаем противоречие с исходным предположением, заключающееся в том, что почти 
периодическая функция x(t), имеющая согласно оценке (5) больше чем [n  /  2] частот, является 
решением линейной n-мерной стационарной системы. Теорема доказана.

Далее рассмотрим случай, когда матрица при управлении является вырожденной, т. е. 

	 rank =     (1 ),B r r n≤ < 	 (6)

при этом первые ее n – r =d строк нулевые. Обозначим (r × n)-матрицу, составленную из осталь-
ных строк матрицы B, через Br,n. Ранг матрицы Br,n также равен r. 

С учетом представления (6) матрицы B, матрицу коэффициентов разобьем на четыре блока 
соответствующих размерностей, указанных нижними индексами: 

(11) (12)
, ,

(21) (22)
,,

( ) ( )

( ) ( )
( ) .d d d r

r rr d

A t A t

A t A t
A t

 
 =
 
 

Принимая во внимание условие (4), среднее значение матрицы коэффициентов запишем в виде 

(11)
,

(22)
,

( 0ˆ )
,

0
d d

r r

A t

A
A

 
 =
 
 

при этом (11) (22)
11 , 1 1,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆdiag ( ,..., ),     diag ( ,..., ).dd r r d d nnd dA a a A a a+ += =  Тогда осциллирующая часть ма-
трицы коэффициентов также представляется в следующей блочной форме: 

(11) (11) (12) (11) (12)
, , , , ,

(21) (21)(22) (22) (22)
, , ,, ,

ˆ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ

ˆ( ) ( )
( ) ( ) ( )

.d d d d d r d d d r

r r r r r rr d r d

A t A A t A t A t

A t A t A A t A
A t A t A

   
   = − = =
   
  

−

− 







Отметим, что в случае диагонального среднего значения (4) матрицы коэффициентов A(t) левый 
нижний и правый верхний блоки ее осциллирующей части ( )A t  являются соответствующими 
блоками самой матрицы, однако ( ) ( ).A t A t≠  Обозначим через q столбцовый ранг прямоугольной 
(d × n)-матрицы, составленной из блоков (11)

, ( )d dA t  и (12)
, ( ),d rA t  т. е. ( )(11) (12)

col , ,rank = .d d d rA A q

Имеет место 
Те о р е м а  2. Пусть выполняются условия (4), (6) и равенство 

	 q = n.	 (7)

Тогда задача управления асинхронным спектром системы (1) не имеет решений. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что задача управления асинхронным спектром систе-

мы (1) разрешима, т. е. найдется почти периодический коэффициент обратной связи U(t), 
Mod ( ) Mod ( )U A⊆  такой, что замкнутая управлением (2) система (3) имеет сильно нерегулярное 
почти периодическое решение x(t), спектр которого содержит целевое множество ненулевых ча-
стот 1 2= { , , , , },sL l l l 

 s ≥ 1.
Запишем коэффициент обратной связи, его среднее значение и осциллирующую часть соот-

ветственно в следующей блочной форме: 

( ) ( ) ( ), , , , , ,ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) , , ( ) ( ) ( ) .n d n d n d n d n d n dU t U t U t U U U U t U t U t= = =  



      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2020. T. 56, № 4. С. 391–397	 395

Тогда в силу условия (6) система (3) примет вид

( )
(11) (12)

, ,
(21) (22)

,,
, ,

,

( ) ( )

( )

0
( ) ( )d d d r

r r
n d

rr
d n

nd

A t A t

A
x x U t U t

Bt A
x

    = +      


или

,

(11) (12)
, ,

(21) (22
, ,

)
, , ,

.
( )

( ) ( )

( )) (
d d d r

r rr r n n d rd n n d
x

A t
x

B U t

A t

A t A B U t

 
 =

 + +



Для вектора x выполним разбиение 

( )[ ] [ ]
[ ] 1 [ ] 1col , , col( , , ), col( , , ),d d
r d r d nx x x x x x x x x+= = = 

что позволит записать последнюю систему более подробно:

( ) ( )
(11) (12)

[ ], ,

(21) (22)
[ ] , [ ],

[ ] [ ]

[ ]
, , , ,( )

( ) ( ) ,

( ) .( )

d d

d
r n n d r n n

rd d d r

r rr dr rd

A t A t x

x A t

x x

B U t x B U tA x= + +

= +

+





Согласно сделанному предположению, эта система имеет сильно нерегулярное почти перио-
дическое решение 

( )[ ]
[ ]( ) col ( ), ( ) .d
rx t x t x t=

Вследствие [11, теорема 2.2] векторы [ ]
[ ]( ), ( )d
rx t x t  удовлетворяют также системе, состоящей из 

четырех подсистем:

( ) ( )

( ) ( )

(11) (12)
[ ], ,

(21) (22)
[ ] , [ ],

(11) (12)
[ ], ,

(21) (22)
, [ ],

[ ] [ ]

[ ]
, , , ,

[ ]

[ ]
, , , ,

ˆ ˆ( ) ( ) ,

ˆ ˆ( ) ,

( )

ˆ ˆ(

( ) 0,

(

) (

0( ) .

)

)) (

rd d d r

r r r rr d

rd d d r
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В силу условия (4), наложенного на среднее значение матрицы коэффициентов, полученная 
система примет вид
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(8)

Из третьей подсистемы системы (8) следует, что имеет место тождество
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(9)

Так как имеет место включение модулей

( ) ( )(11) (12)
, ,Mod Mod (A),    Mod Mod (A),d d d rA A⊆ ⊆
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то частотный модуль матрицы коэффициентов тождества (9) также содержится в модуле частот 
матрицы коэффициентов системы (1), т. е. 

( )(11) (12)
, ,Mod Mod (A).d d d rA A ⊆

Тогда, поскольку выполняется условие Mod ( ) Mod ( ) = {0},x A∩  то частотные модули матрицы 
коэффициентов тождества (9) и почти периодического вектора ( )[ ]

[ ]col ( ), ( )d
rx t x t  также допуска- 

ют только тривиальное пересечение, т. е.

( )(11) (12)
, ,Mod Mod ( ) = {0}.d d d rA A x∩

Это значит, что почти периодический вектор ( )[ ]
[ ]col ( ), ( )d
rx t x t  является сильно нерегуляр-

ным решением третьей подсистемы из (8). Поэтому, согласно лемме, матрица коэффициентов 
этой подсистемы должна иметь неполный столбцовый ранг, что вступает в противоречие с усло-
вием (7) теоремы.

Следовательно, исходное допущение неверно и задача управления асинхронным спектром 
системы (1) не имеет решений. Теорема доказана.

С л е д с т в и е. При выполнении условия (4) для n = 2 и r = 1 задача управления асинхронным 
спектром системы (1) неразрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, в таком случае усреднение матрицы коэффициентов 
замкнутой управлением (2) системы (3) будет вещественным нижнетреугольным, вследствие че-
го эта система согласно [14, с. 37] не может иметь сильно нерегулярных почти периодических 
решений, отличных от стационарных. 

Выводы. Необходимым условием разрешимости задачи управления асинхронным спектром 
линейных почти периодических систем с диагональным средним значением матрицы коэффи-
циентов является неполнота столбцового ранга прямоугольной матрицы, построенной из блоков 
осцилирующей части матрицы коэффициентов.
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