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ТОПОЛОГИЯ ЧАСТИЧНОЙ ВЫПУКЛОСТИ

Аннотация. Подтверждена гипотеза Финка – Вуда о том, что если множество направляющих гиперплоскостей 
частичной выпуклости Oʹ является замыканием некоторого множества O, то множество X является замкнутым на-
правленным полупространством частичной выпуклости с множеством направляющих гиперплоскостей Oʹ тогда 
и только тогда, когда X – замкнутое направленное полупространство частичной выпуклости с множеством направ-
ляющих гиперплоскостей O.
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TOPOLOGY OF DIRECTIONAL CONVEXITY

Abstract. Herein, we have proven a Fink – Wood conjecture that if Oʹ is the closure of some orientation set O, then a set 
is a directed O-halfspace if and only if it is a directed Oʹ-halfspace.
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Введение. Важным аспектом в исследовании частично выпуклых множеств [1] является 
изучение их топологических свойств. E. Финк и Д. Вуд сформулировали следующую гипотезу 
(см.: Conjecture 7.3 [2, с 89]): если множество направляющих гиперплоскостей частичной выпу-
клости Oʹ является замыканием некоторого множества O, то множество X является замкнутым 
направленным полупространством частичной выпуклости с множеством направляющих гипер-
плоскостей Oʹ тогда и только тогда, когда X – замкнутое направленное полупространство ча-
стичной выпуклости с множеством направляющих гиперплоскостей O. Здесь мы приведем поло-
жительное решение этой проблемы Финка – Вуда. Дадим необходимые определения [3].

Определения. Пусть в n-мерном линейном пространстве Rn задано фиксированное множе-
ство единичных векторов (направлений) 1,nO S −⊆  где Sn–1 – единичная сфера. Прямая, парал-
лельная какому-нибудь вектору из O, называется O-прямой. Напомним, что множество nX R⊆  
называется частично выпуклым (O-выпуклым), если пересечение X с произвольной O-прямой 
связно или пусто. Кроме того, замкнутое частично выпуклое множество X называется полупро-
странством частичной выпуклости, если пересечение X с произвольной O-прямой оказывается 
прямой, лучом или пустым множеством. Полупространство X частичной выпуклости называ-
ется направленным, если для любых двух параллельных O-прямых I1 и I2 выполняются три 
условия:
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1) если пересечение 1 1r I X= ∩  непустое, то r1 является лучом;
2) если пересечение 2 2r I X= ∩  непустое, то r2 является лучом;
3) лучи r1 и r2 имеют одинаковое направление, т. е. r1 можно получить из r2 параллельным 

переносом и наоборот. 
Ориентацией OX направленного полупространства X частичной выпуклости назовем множе-

ство векторов XO O⊆  такое, что вектор e из O принадлежит OX тогда и только тогда, когда для 
любой точки a X∈  луч { | 0}a e+ α α ≥  целиком содержится в X.

Отметим, что частичная выпуклость является обобщением понятия классической выпукло-
сти, так как все классически выпуклые множества являются O-выпуклыми. Кроме того, если 
O = Sn–1, то O-выпуклость совпадает с классической выпуклостью.

В работе [2] предложен другой способ задания системы O-прямых. Пусть в Rn задано фикси-
рованное множество гиперплоскостей O, проходящих через начало координат 0 и называемых 
направляющими гиперплоскостями. Прямая, параллельная или совпадающая с прямой, образо-
ванной пересечением каких-нибудь n – 1 направляющих гиперплоскостей, называется O-прямой. 

Будем говорить, что множество направлений O соответствует множеству направляющих ги-
перплоскостей O, если порождаемые ими системы O-прямых совпадают, т. е. они образуют одну 
и ту же частичную выпуклость.

Основные результаты. Заметим, что ориентация OX тесно связана с рецессивным (харак-
теристическим) конусом полупространства X. Напомним, что рецессивным (характеристиче-
ским) конусом множества X называется множество 0+X, состоящее из векторов nh R∈  таких, 
что x h X+ γ ∈  для всех x X∈  и всех действительных чисел γ ≥ 0. Через CH[OX] обозначим выпу-
клую коническую оболочку множества OX, т. е. наименьший выпуклый конус, содержащий OX. 
Через A  обозначим замыкание произвольного множества nA R⊆ . Нетрудно убедиться, что 

= .XO O X+∩ 0  Тогда имеет место 
Л е м м а. Для любой точки a направленного полупространства X частичной выпуклости 

множество [ ]Xa CH O+  целиком содержится в X. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно, что рецессивный конус любого замкнутого множе-

ства является замкнутым и выпуклым [4, 5]. Тогда справедливо включение [ ] .XCH O X+⊆ 0  
Отметим, что для любой точки a X∈  выполняется утверждение .a X X++ ⊆0  Следовательно, 

[ ] .Xa CH O X+ ⊆  Лемма доказана.
Итак, справедлива следующая теорема, подтверждающая гипотезу Финка – Вуда.
Те о р е м а. Если множество направляющих гиперплоскостей частичной выпуклости Oʹ яв-

ляется замыканием некоторого множества O, то множество X является замкнутым направлен-
ным полупространством частичной выпуклости с множеством направляющих гиперплоско-
стей Oʹ тогда и только тогда, когда X – замкнутое направленное полупространство частичной 
выпуклости с множеством направляющих гиперплоскостей O.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Удобно перейти от задания частичной выпуклости с помощью на-
правляющих гиперплоскостей O к соответствующему ему заданию с помощью множества на-
правлений (единичных векторов) O. Нетрудно видеть, что множество направляющих гипер-
плоскостей Oʹ соответствует множеству направлений O ,́ где Oʹ – замыкание множества O. Из 
леммы вытекает, что замкнутое множество X будет являться направленным полупростран-
ством частичной выпуклости с множеством направлений Oʹ тогда и только тогда, когда X – на-
правленное полупространство частичной выпуклости с множеством направлений O. Теорема 
доказана.

Заключение. Приведено положительное решение гипотезы Финка – Вуда о замкнутых на-
правленных полупространствах частичной выпуклости.
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