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Пусть k – гензелево поле, K – квадратичное сепарабельное расширение поля k, D – централь-
ная конечномерная алгебра с делением над K, τ – унитарная инволюция алгебры D, т. е. инволю-
ция алгебры D с нетривиальным ограничением на K. Напомним, что индекс ветвления алгебры D 
над K равен λD

2r, где [ ( ) : ],r Z D K=  а ( )Z D  – центр алгебры .D  Пусть U(D,τ) = {uÎD* | uuτ = 1} – 
унитарная группа алгебры D относительно инволюции τ; специальная унитарная группа алге-
бры D относительно инволюции τ: SU(D,τ)  =  {u Î  U(D,τ) | NrdD(u)  =  1}, где NrdD  :  D* ®  K* – 
гомоморфизм приведенной нормы группы D* в группу K*; коммутант U(D,τ)ʹ унитарной груп-
пы U(D,τ); приведенная анизотропная унитарная группа Уайтхеда алгебры D относительно 
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τ – 1
anSUK (D,τ)  =  SU(D,τ)  /  U(D,τ) ,́ SUv(D,τ) = {d Î SU(D,τ) | N(d )  =  1}. Нам также потребуется 

группа 1 ( , ),vSUK D τ  которая определяется как факторгруппа ( , ) / ( , ) .vSU D U D ′τ τ  Положим также 
( , )| ,SU DE Nλ τ=  где / (Nrd ),Z K DN N=  ( )1 , , / ,( ) ( ) ( ) ( ) .DE M SU D U D U Dτ τ ′∩ τ ′= +  

Конечно, группа 1 ( , )anSUK D τ  может быть определена и в случае любой алгебры с делени-
ем, и унитарной инволюции τ и играет важную роль при изучении анизотропных групп внеш-
них форм групп серии An. Однако если в случае изотропных групп имеется развитая теория (см. 
напр., [1–12]), описывающая их свойства, то в анизотропном случае проблема описания приве-
денных групп Уайтхеда остается, несмотря на более чем 30-летнюю историю ее существования 
и пристальное внимание к ней специалистов, малоприступной. К настоящему времени в лите-
ратуре известны лишь три результата, связанных с конкретными алгебрами D [13–15]. Поэтому 
важным является рассмотрение классов специальных алгебр D над гензелевыми полями k как 
полигона для получения новых гипотез о структуре и свойствах групп 1 ( , ).anSUK D τ

Целью настоящего исследования является описание групп 1 ( , )anSUK D τ  в случае, когда поле 
вычетов центра алгебры D является либо С1-поле (в частности, конечное поле), либо веществен-
но замкнуто.

Ниже алгебры D предполагаются слабо разветвленными и в случае, когда char 0,k ≠  пред-
полагается, что char 0,k ≠ нечетна. Для изложения результатов статьи нам потребуются следующие 
определения и обозначения. 

Обозначим через v единственное гензелево нормирование алгебры D, возникающее из 
гензелевого нормирования поля k. Пусть VD – кольцо нормирования v алгебры D, MD – идеал 
нормирования v (единственный двусторонний максимальный идеал кольца VD), /D DD V M=  –  
K -алгебра вычетов алгебры D. Определим также редукцию τ инволюции τ следующим образом: 
для всякого элемента (d + MD) будем иметь ( ) .D Dd M d Mτ τ+ = +

О п р е д е л е н и е  1. Алгебра D называется неразветвленной над K, если ] [[ ]: :DD K K= < ∞ 
и центр D сепарабелен над .K

Если алгебра D неразветвлена, то λD = r = 1.
При вычислении групп 1 ( , )anSUK D τ  мы часто будем пользоваться следующим известным 

утверждением.
Те о р е м а  1. Пусть алгебра D – слабо разветвленная алгебра над K с унитарной инволюци-

ей τ и ветвящаяся над K, K/k – слабо разветвленное квадратичное расширение. Тогда во введен-
ных выше обозначениях имеет место следующая коммутативная диаграмма с точными столб-
цом и строками:

1
¯

	     11 , ( , ), ,/ 1vvE SU D U SUK DD      	 (1)
¯

	 11 ( , ) ( , ) / ( , ) 1,an SU D U DE SUK D ′τ τ→ → →→ τ 	 (2)
¯
Eλ
¯
1

Помимо этого, точны также последовательности:

	
   1 1 Nrd1 ( , ) ( , ) ( , ) Nrd ( , ) 1,v

D
a

D
n vSUK D SU U DK D SL D       

	
(3)

	 1 ( , ) / ( ) ( , ) / ( )1 , 1, .( ) ,anSUK D DSU D U SU D S DU      	 (4)

З а м е ч а н и е  1. Группа    Nrd ( ) Nr, d ( , )v
D D SLDU D   может быть вычислена с помощью 

следующих специальных подгрупп группы * :D  



      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2021. T. 57, № 1. С. 7–13	 9

{ }* *
Nrd Nrd /Nrd ( ) ,     Nrd ( )| ( ) ,D DD D Z KD z D N z kτ ′Σ = Σ = ∈ ∈

где ( ).Z Z D=
П р е д л о ж е н и е. Если char 0,k ≠  то имеет место точная последовательность:

( )
1 1

Nrd Nrd Nrd1 1.D D D

τ− τ−′ ′→ Σ →Σ Σ →→

Кроме того, 

      1
NrdNrd ( ) Nrd, ( , ) .D

v
D DDU SL D    

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения получается из определения групп Nrd Nrd,   D D′Σ Σ  и прямо-
го вычисления факторгруппы Nrd Nrd/ .D D′Σ Σ

Рассмотрим сначала случай, когда k  – С1-поле. Напомним следующее определение.
О п р е д е л е н и е  2. Поле F называется C1-полем, если любая форма f(x1, x2,…, xn) степени 

d < n с коэффициентами в поле F изотропна над F.
В случае, когда k  – C1-поле, справедлива следующая
Те о р е м а  2. Пусть k  – C1-поле. Тогда имеет место следующая точная последователь-

ность:

  11 ( / ) / ( / ) ( , ) 1,anSL Z K SL Z K Z SUK D E
      

 

где Z  – центр алгебры ,D  Z τ – поле инвариантов τ в .Z
Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку k  – C1-поле, то для всякого его конечного алгебраическо-

го расширения L группа Брауэра Br(L) тривиальна, поэтому алгебра вычетов D коммутативна. 
Откуда вытекает тривиальность группы E. Кроме того, ввиду теоремы 1 следует существование 
точной последовательности 

Nrd Nrd 11 / ( , ) 1.D D
anSUK D Eλ′→ Σ Σ → τ → →

Таким образом, группа 1 ( , )anSUK D τ  является расширением группы Nrd Nrd/D D′Σ Σ  с помо-
щью подгруппы Eλ группы корней степени λ из 1, принадлежащих полю K. Обратимся к группе 

Nrd Nrd/ .D D′Σ Σ  Заметим, что группа Nrd DΣ  совпадает с мультипликативной группой *Z τ поля ,Z τ  
а *

Nrd ( / ).D Z SL Z Kτ′Σ =  Следовательно, 

( )* *
Nrd Nrd/ ( / ) / ,D D Z SL Z K Zτ τ′Σ Σ =

что влечет, согласно теореме об изоморфизме групп, 

( )*
Nrd Nrd/ ( / ) / ( / ) .D D SL Z K SL Z K Z τ′Σ Σ ≅ ∩

Теорема доказана.
В случае конечного поля k  получим более явный результат для вычисления группы 

1 ( , ).anSUK D τ  Из теоремы 1 и предложения следует, что вычисление этих групп тесно связано 
с группами E, Eλ и Nrd Nrd/ ,D D

′Σ Σ  определение которых дается в терминах алгебр вычетов .D  
Этим вычислениям предпошлем описание структуры алгебр .D  Так как k  – C1-поле, то .D Z=  
Покажем, что степень [ : ]Z K  не превосходит 2. Для этого установим, что, если [ : ] 1,Z K ≠  то 
[ : ] 2.Z K =  В случае, когда [ : ] 1,Z K ≠  к алгебре D применимо описание центра ( ),Z D  которое со-
стоит в следующем. Пусть I – τ-инвариантная алгебра инерции алгебры D. Тогда группа Галуа 
расширения Z/k, где Z – центр алгебры I, есть прямое произведение групп Галуа Gal( / ),jZ k  ко-
торые могут быть двух типов: либо обобщенные группы диэдра, либо группы экспоненты 2. 
Покажем, что в рассматриваемом случае среди групп Gal(Zj/k) нет обобщенных групп диэдра. 
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Рассмотрим отдельно случаи, когда расширение K/k неразветвлено либо вполне разветвлено. 
Пусть вначале расширение K/k неразветвлено. Тогда неразветвленным будет и расширение Z/k, 
что влечет Gal( / ) Gal( / ).Z k Z k≅  

Ввиду упоминавшегося факта о структуре расширения Z/k, Gal( / )Z k  есть прямое произве-
дение групп Gal( / ),jZ k  которые являются либо обобщенными группами диэдра, либо группа-
ми экспоненты 2. Предположим вначале, что среди групп Gal( / ),jZ k  1 ≤ j ≤ r, имеется группа 

0Gal( / )jZ k  – обобщенная группа диэдра, которая, конечно, некоммутативна. С другой стороны, 
ввиду конечности поля k  эта группа циклична (т. е. абелева). Полученное противоречие пока-
зывает, что среди групп Gal( / )jZ k  нет обобщенных групп диэдра в случае неразветвленного 
расширения K/k.

Пусть расширение K/k вполне разветвлено и группа 0Gal( / )jZ k  – обобщенная группа диэдра. 
Тогда группа 0Gal( / )jZ k  имеет нечетный порядок. Нетрудно видеть, что в 0 /jZ k  существует 
τ-инвариантный неразветвленный подъем N/k расширения 0 /jZ k . Поскольку 0 /jZ k  – расшире-
ние Галуа, то таковым же будет и расширение N/k. Нетрудно теперь видеть, что 0 /jZ k  изомор-
фно (NÄk K)/k, и потому 0 /jZ k  является абелевым. Откуда следует, что среди групп Gal( / )jZ k  
нет обобщенных групп диэдра.

Следовательно, все группы Gal( / )jZ k  – группы экспоненты 2. Поскольку Z  =  Z1´  ... ´Zr, 
и группа Gal( / )Z K  – подгруппа группы Gal( / ),Z k  то эта группа – группа экспоненты 2. 
Расширение Z/K неразветвлено и потому Gal( / )Z K  – группа экспоненты 2. Предположим, что 
r > 1. Тогда группа Gal( / )Z K  содержит подполе, являющееся прямым композитом квадратичных 
расширений Q1, Q2. Ввиду конечности поля k , поле Q1 × Q2 содержит делители нуля, чего быть 
не может. Следовательно, r = 1. Таким образом, [ : ] 2.Z K =

Окончательно получаем, что D – поле такое, что [ : ] 2.D K ≤  
Обратимся теперь к вычислению групп 1 ( , ).anSUK D τ  Заметим прежде всего, что группа E 

тривиальна, поскольку D – поле. Что касается группы Eλ, то рассмотрим отдельно случаи вполне 
разветвленного и неразветвленного расширения K/k.

Пусть далее K/k вполне разветвлено. В этом случае из определения группы Eλ вытека-
ет также тривиальность этой группы. Рассмотрим случай неразветвленного расширения K/k. 
Поскольку D обладает унитарной инволюцией, то алгебра D может быть представлена в виде 
D1ÄkK, где D1 – подходящая кватернионная алгебра над k. Заметим, что 1D  не содержит нераз-
ветвленных над k квадратичных расширений. В противном случае у алгебры 1 kD K⊗  были бы 
делители нуля. Откуда заключаем, что .D Z K= =  Из-за совпадения ,  D Z  и K  несложно выводит-
ся, что 1( ) ,E C K K τ-

λ λ= ∩  где ( )C Kλ  – группа корней из 1 степени λ, содержащихся в .K
При применении теоремы 1 к вычислению групп 1 ( , )anSUK D τ  нам потребуется также вычис-

лить группы 1 ( , )anS DUK τ  и Nrd Nrd/ .D D′Σ Σ  Ввиду коммутативности ,D  1 ( , ) ( , ) 1.anSUK SUD Dτ = τ =
Обратимся к вычислению групп Nrd Nrd/ .D D′Σ Σ  Рассмотрим вначале случай, когда .D Z K= =  

В этом случае { }Nrd /| ( ) ,D Z Kz Z N z k Z τ′Σ = ∈ ∈ =  а группа Nrd .D Z τΣ =  Значит, Nrd Nrd/ 1.D D′Σ Σ =
Как было отмечено выше, в случае, когда [ : ] 2,Z K =  расширение K/k обязано быть вполне 

разветвленным. В этой ситуации группа Nrd D′Σ  совпадает с группой ,Z ∗  поскольку ,K k=  а груп-
па Nrd DΣ  совпадает с группой *.Z τ  Таким образом, *

Nrd Nrd/ / .D D Z Z∗
τ′Σ Σ =

Применяя теорему 1 в случае, когда K/k – вполне разветвленное расширение, получаем, что 
группа Nrd1 Nrd( , ) / .D D

anSUK D ′Σ Στ ≅  Окончательно:

1 *

1, если
( , )

/ , если [ : ] 2

,

.


   


anSUK D
Z K

Z KZ Z

Рассмотрим, наконец, случай неразветвленного K/k. В этом случае имеем следующие точные 
последовательности для вычисления группы 1 ( , ) :anSUK D τ

1 1
11 ( , ) ( , ) ( ) ,v an C KSUK D S D KUK τ-

λ ∩→ τ → τ →  →1,

1 Nrd Nrd1 ( , ) / 1.D D
vSUK D ′Σ Σ→ →→ τ  
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Так как ,D Z K= =  то рассуждения, аналогичные применявшимся при рассмотрении слу-
чая, когда K/k вполне разветвлено, показывают, что Nr r1 d N d( , ) / .D D

vSUK D ′Σ Στ ≅  Окончательно 
1 ( , ) 1.vSUK D τ =  Таким образом, 1

1( , ) ( ) .an CSU D K KK τ-
λτ ≅ ∩

Предыдущие рассуждения приводят нас к следующему утверждению.
Те о р е м а  3. Пусть k  – конечное поле, char 2,k ≠  D – центральная слабо разветвленная 

K-алгебра с унитарной инволюцией τ. Тогда группа 1 ( , )anSUK D τ  может быть вычислена следую-
щим образом: если K/k вполне разветвлено, то 

1 *

1,
( , )

/ , [

,

: ] 2,


   


an если
SUK D

Z Z есл Z Kи

Z K

а если K/k неразветвлено, то
1

1 ( , ) ( ) .anSUK D C K K τ-
λτ ≅ ∩

З а м е ч а н и е  2. Не следует думать, что предыдущие рассуждения не могут быть использо-
ваны и в случае бесконечных специальных полей .k  Например, беря в качестве k  поле формаль-
ных степенных рядов одной переменной с коэффициентами в алгебраически замкнутом поле 
характеристики 0 и рассуждая буквально как и в случае конечного поля ,k  без труда получаем 
окончательные похожие результаты о вычислении 1 ( , )anSUK D τ  и в этом случае.

З а м е ч а н и е  3. Отметим, что если k  – локальное поле (конечное расширение поля p-ади-
ческих чисел или поле формальных степенных рядов одной переменной с конечным полем кон-
стант), то вычисление группы 1 ( , )anSUK D τ  может быть редуцировано к случаю, который рассма-
тривался выше.

Действительно, поскольку k  – гензелево поле с конечным полем вычетов, то на алгебре D 
имеется гензелево нормирование с конечным полем вычетов (нормирование, составленное из ис-
ходного нормирования и нормирования поля k ).

В завершение рассмотрим еще один пример вычисления групп 1 ( , )anSUK D τ  в том случае, 
когда k  – вещественно замкнутое поле. Опишем вначале алгебры .D  Такое описание содержится 
в следующем утверждении.

Те о р е м а  4. Пусть поле k  вещественно замкнуто. Тогда структура алгебры вычетов D 
алгебры D такова. 

1. Если D – не поле, тогда поля ,  Z K  и k  совпадают и вещественно замкнуты.
2. Если D – поле, то D Z=  и для полей ,  Z K  и k  имеются следующие возможности:
2.i) ;Z K k= =
2.ii) ;Z K k≠ =
2.iii) .Z K k= ≠  
Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно ввиду вещественной замкнутости k  и конечности расшире-

ний / ,  / ,  / .K k Z k D k  
Опишем теперь группы 1 ( , ).anSUK D τ  Для этого, как и в случае конечного ,k  воспользуемся 

вычислением групп E, Eλ, N 1Nrd rd/ ,  ( , )D D
anSUK D′Σ τΣ  и теоремой 1.

Нетрудно видеть, что группа E тривиальна для всех алгебр из предыдущего списка. Группа 
Eλ также тривиальна для всех алгебр из того же списка, за исключением алгебр из 2.iii), так как 
во всех этих случаях расширение K/k вполне разветвлено. В случае 2.iii) композиция гомомор-
физмов / NrdN Z DN   тождественна. С учетом 1s =  для s ∈ SU(D,τ) влечет Eλ = 1 и в этом случае.

Обратимся теперь к вычислению групп 1 ( , ).anSUK D τ  В случае некоммутативного D в алгеб
ре D существует кватернионная k -алгебра A такая, что kD A K= ⊗  и ограничение τ на A явля-
ется стандартным кватернионным сопряжением. Заметим, что ( , ) {  }   1| .U DuD u τ= ∈ =τ  С другой 
стороны, уравнение 1uu τ =  эквивалентно уравнению Nrd ( ) 1.D u =

Таким образом, 1 ( (, ) ).SU SLD D=τ  По определению

1 1 1( , ) ( , ) / ( , ) ) / ) .( (an SSUK D SU D U D DL L DS′ ′τ = τ τ =
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Кроме того, 1( ) ,D SL D′ ′⊂  где { }1 ) | Nr( d ( ) 1 .DD dS d DL ∗∈ ==  Действительно, пусть ,  .a b D∈  
Тогда для [a,b] будем иметь 

1 1[ , ] Nrd ( ) ,  Nrd ( ) .D Da b a a b b- - =  

Поскольку группа 1( ) / ( )SL D D∗ ′ тривиальна, то из включения 1( )D SL D′ ′⊂  заключаем, что 
группа 1 ( , )anSUK D τ  тривиальна. 

Рассмотрим случай коммутативной алгебры .D  Ввиду коммутативности D коммутант  
( , )U D τ  тривиален. Поэтому во всех оставшихся случаях 1 ( , ) ( , ).anSUK D SU Dτ = τ  Пусть 

( , ),s SU D∈ τ  т. е. /Nrd ( ) 1.D Z s =  А так как ,D Z=  то s = 1. Таким образом, во всех случаях группа 
1 ( , )anSUK D τ  тривиальна.

Наконец, вычислим группы Nrd Nrd/ .D D′Σ Σ  Напомним, что Nrd Nrd ( ) ,D D D∗
τ′Σ =  { }Nrd /Nrd ( ) | ( ) .D D Z Kz D N z k∗′Σ = ∈ ∈

{ }Nrd /Nrd ( ) | ( ) .D D Z Kz D N z k∗′Σ = ∈ ∈  Рассмотрим последовательно все случаи из списка теоремы 4.
1) D – не поле. В этом случае приведенные нормы элементов из D представляются как нули 

квадратичной формы 2 2 2 2
1 2 3 4x x x x+ + +  от переменных x1, x2, x3, x4 над K , а ввиду K k=  – квадра-

тичной формой от этих переменных над .k  Откуда немедленно следует, что Nrd Nrd ,D D′Σ = Σ  т. е. 
Nrd Nrd/D D′Σ Σ  тривиальна.

2i) Nrd ,D id=  а так как ,Z K k= =  то получаем, что Nrd .D k ∗′Σ =  Ясно тогда, что Nrd ( )D Dτ  
также совпадает с .k ∗

2ii) В этом случае принадлежность группе Nrd D′Σ  для элемента z Z∈  означает, что / ( ) .Z KN z k∈  
Поскольку ,K k=  то Nrd D′Σ  совпадает с .Z ∗  Что касается группы Nrd ,D′Σ  то она, как нетрудно ви-
деть, совпадает с .Z ∗

τ  Таким образом, Nrd Nrd/ ./D D Z Z 
  

2iii) В этом случае для Nrd (  ) ,D zz Z z=∈  поэтому условие принадлежности z группе Nrd D′Σ  
состоит в принадлежности z группе .k  Заметим, что группа Nrd ( ) .D D Z 

   Следовательно, 
Nrd Nrd/ ,/D D Z Z 

    что влечет ввиду Z K=  изоморфизм групп Nrd Nrd/D D′Σ Σ  и .K k∗ =
Собирая полученные результаты вместе и применяя теорему 1, заключаем, что группа 

1 ( , )anSUK D τ  тривиальна во всех случаях, за исключением случаев 2ii) и 2iii), в которых она изо-
морфна /Z Z 

  и .K k∗ =
В завершение укажем еще один важный пример алгебр D, для которых k  – C1-поле. 
Те о р е м а  5. Пусть k  – расширение степени трансцендентности 1 алгебраически замкну-

того поля. Тогда группа Nrd1 Nrd( , ) /D D
vSUK D ′Σ Στ ≅  и имеет место следующая точная последо-

вательность:

1 11 ( , ) ( , ) 1,v anSUK D SUK D Eλ→ τ → τ → →  

где 

/

/ , / , ,
1,

( , ) , ( ) 1;
/ 2, .



 
      



Z K

если K k вполне разветвлено либо K k неразветвлено нечетна
E или не существует элемента s SU D такого что N s

в оставшихся случаях
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