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ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ИНТЕГРАЛОВ, 
ПОРОЖДЕННЫХ УРАВНЕНИЕМ ДИРАКА С ПСЕВДОСПИНОВОЙ СИММЕТРИЕЙ

Аннотация. Рассматриваются матричнозначные функциональные интегралы, порожденные уравнением Дирака 
с релятивистским гамильтонианом. Гамильтониан Дирака содержит скалярный и векторный потенциалы. Сумма 
скалярного и векторного потенциалов равна нулю, т. е. случай псевдоспиновой симметрии исследуется. В этом слу-
чае строится уравнение шредингеровского типа на собственные значения и собственные функции релятивистского 
гамильтониана, порождающего функциональный интеграл. Собственные значения и собственные функции операто-
ра шредингеровского типа находятся с помощью метода последовательностей Штурма и метода обратной итерации. 
Предлагается метод для вычисления матричнозначных функциональных интегралов специального вида, который 
основан на соотношении между функциональным интегралом и ядром оператора эволюции с релятивистским га-
мильтонианом и на разложении ядра оператора эволюции по найденным собственным функциям релятивистского 
гамильтониана. 
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APPROXIMATE EVALUATION OF THE FUNCTIONAL INTEGRALS GENERATED BY THE DIRAC 
EQUATION WITH PSEUDOSPIN SYMMETRY

Abstract. In this paper, the matrix-valued functional integrals generated by the Dirac equation with relativistic 
Hamiltonian are considered. The Dirac Hamiltonian contains scalar and vector potentials. The sum of the scalar and vector 
potentials is equal to zero, i.e., the case of pseudospin symmetry is investigated. In this case, a Schrödinger-type equation 
for the eigenvalues and eigenfunctions of the relativistic Hamiltonian generating the functional integral is constructed. The 
eigenvalues and eigenfunctions of the Schrödinger-type operator are found using the Sturm sequence method and the reverse 
iteration method. A method for the evaluation of matrix-valued functional integrals is proposed. This method is based on the 
relation between the functional integral and the kernel of the evolution operator with the relativistic Hamiltonian and the ex-
pansion of the kernel of the evolution operator in terms of the found eigenfunctions of the relativistic Hamiltonian. 
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Введение. Применение теории функциональных интегралов при построении математических 
моделей, которые используются в квантовой теории поля, статистической механике и стохасти-
ческом анализе, приводит к появлению различных типов функциональных интегралов [1–3]. 
Разнообразие типов функциональных интегралов обусловлено разнообразием способов опре-
деления интеграла и областей, где определяется и принимает значения функциональный инте-
грал [4, 5]. В данной работе рассматривается функциональный интеграл, порожденный уравнени-
ем Дирака с псевдоспиновой симметрией [6]. Это матричнозначный функциональный интеграл, 
т. е. интеграл, принимающий значения в пространстве матриц. Этот интеграл связан с ядром 
оператора эволюции, имеющего вид экспоненты с релятивистским гамильтонианом в показателе. 

В [7–9] исследовался метод вычисления функциональных интегралов, который основан на 
разложении по собственным функциям нерелятивистского гамильтониана, входящего в опера-
тор эволюции и порождающего функциональный интеграл. Для нерелятивистского гамильтони-
ана этот метод применим, так как уравнение на собственные значения и собственные функции 
гамильтониана имеет вид стационарного уравнения Шредингера, для которого можно найти 
приближенное решение.  

Для релятивистского гамильтониана в общем случае не удается получить уравнение на соб-
ственные значения и собственные функции гамильтониана в виде стационарного уравнения 
Шредингера. В [10] получено стационарное уравнение Шредингера для собственных значений 

и собственных функций при наличии малого параметра 2

1 .
2mc

 Для нахождения стационарного

уравнения Шредингера использовалась аппроксимация, которая получалась разложением в ряд 

по степеням 2

1
2mc

 с точностью до членов наименьшего порядка. 

В настоящей работе рассматривается случай псевдоспиновой симметрии (сумма вектор-
ного и скалярного потенциалов равна нулю). В этом случае строится уравнение шредингеров-
ского типа для собственных значений и собственных функций. Затем строится метод для вы-
числения функциональных интегралов, основанный на разложении по собственным функциям 
релятивист ского гамильтониана, порождающего функциональный интеграл.  

В разделе 1 вводится матричнозначный функциональный интеграл, порожденный уравнением 
Дирака с псевдоспиновой симметрией. Затем строится уравнение шредингеровского типа на соб-
ственные значения и собственные функции релятивистского гамильтониана, порождающего ин-
теграл, а также  метод для вычисления функциональных интегралов. В разделе 2 приводятся чис-
ленные результаты. Собственные значения и собственные функции оператора шредингеровского 
типа находятся с помощью метода последовательностей Штурма и метода обратной итерации. 

1. Аналитические результаты. В данном разделе рассматриваются матричнозначные функ-
циональные интегралы, которые определяются на пространстве функций ( ),  ,x s tτ ≤ τ ≤  удов-
летворяющих условию ( ) 0.x s =  Интегралы определяются равенством 

( ) ( )exp ( ) ( ) d ( ) 
t

s

x V x d x
  βF τ + τ  τ m =    

∫ ∫
 

 
{ }

1

1 1 1 1
...max 0

( ) exp ( ) ( ) ( ) ( , ) ... ,lim
jj

j j j j j j j j n
t j nR R

n t t x V x S t t x x dx dx- - -
D → =

 = - βF + - - ∏∫ ∫
 

(1)

если этот предел существует для любого разбиения отрезка [s,t] точками s = t0 < t1 < ... < tn = t.
Здесь xj = x(tj), 1 1( , )j j j jS t t x x- -- -  – переходная функция, являющаяся фундаментальным ре-

шением уравнения 
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( , ) ( , ) ( , ),S t x S t xa b S t x
t x

∂ ∂
= a + β

∂ ∂  
(2)

где a, b – вещественные параметры, α, β – антикоммутирующие матрицы, т. е. 0.aβ + βa =
Этот интеграл можно записать в виде [11, 12] 

 
( ) ( )exp ( ) ( ) d ( ) (0, ) ,

t

t t
s

x V x d x K x dx
+∞

-∞

  βF τ + τ  τ m =    
∫ ∫ ∫

 
(3)

где ( , )s tK x x  – ядро оператора эволюции exp( )tH  с релятивистским гамильтонианом 

( ) ( ),H a b x V x
x

∂
= a + β + βF +

∂
 соответствующим уравнению Дирака. 

Функционал Φ(x) называется скалярным потенциалом, функционал V(x) называется вектор-
ным потенциалом. 

Из (3) следует, что для вычисления функционального интеграла можно использовать разло-
жение функции ( , )s tK x x  по собственным функциям гамильтониана H, порождающего функцио-
нальный интеграл. 

Чтобы выполнялось условие псевдоспиновой симметрии и антикоммутируемости матриц α, 
β, будем считать, что 

0 1 1 0
,    .

1 0 0 1
-   

a = β =   -   

При сделанных предположениях уравнения для собственных значений E и собственных 
функций ( )( ), ( ) Tx xj y  (T – знак транспонирования) оператора H имеют вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),xa x b x x x V x x E x- ∂ y + j + F j + j = j

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),xa x b x x x V x x E x∂ j - y - F y + y = y  
(4)

где x∂ – производная по переменной x. 
При построении уравнения шредингеровского типа для собственных значений и собствен-

ных функций мы рассматриваем случай псевдоспиновой симметрии [6], т. е. ( ) ( ) 0.x V xF + =  
Тогда уравнения (4) примут вид  

( ) ( ) ( ) 0,xa x b E x∂ y - - j =

( )( ) 2 ( ) ( ) 0.xa x b V x E x∂ j + - + - y =

Из этих равенств получаем уравнение для ψ(x): 

 

2 2
2

2 2

( )2 ( ) ( ) 0.x
b E V x b E x

a a
 - -

∂ + - y = 
   

(5)

Функция φ(x) выражается через функцию ψ(x) равенством 

 
( ) ( ).x

ax x
b E

j = ∂ y
-  

(6)

Чтобы найти c и ψj(x), удовлетворяющие уравнению (5), с помощью метода последовательно-
стей Штурма [13] находим приближенное собственное значение λj оператора 

2
2

( )2 ( )
.j

x

b E V x
a

-
∂ +
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Вычисляем 2 2 .j jE b a′ = - - λ  Подбираем Ej так, чтобы j jE E′≈  с заданной точностью. Эти Ej 
и выбираем в качестве приближенных собственных значений. Затем методом обратной итерации 
[13] находим собственные векторы ψj(x).  

Используя равенство (6), находим функции ( )( ), ( ) ,
T

j jx xj y  являющиеся собственными 
функциями оператора H с собственными значениями Ej. 

Векторы ( )( ), ( ) ,
T

j jx xj y  вообще говоря, не ортогональны при различных значениях j. Для 
их ортогонализации можно использовать процесс Грама – Шмидта. При этом ортогональные 
векторы строятся по правилу 

( )0 0 0( ), ( ) ,Tx xη = j y

 
( )

( )1

0

( ), ( ) ,
( ), ( ) ,

,

T
j j j kT

j j j k
k k k

x x
x x

-

=

j y η
η = j y - η

〈η η 〉∑
 

(7)

где 

( ) ( ), ( ), ( ) , ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .T T
k k k k k k k k k kx x x x x x dx x x dx

+∞ +∞

-∞ -∞

〈η η 〉 = j y j y = j j + y y∫ ∫

Для разложения ядра оператора exp( )tH  по векторам η j можно использовать формулу 

1

0
( , ) , exp( ) ( ) ( ).T

s t j j j t j s
j

K x x tH x x-

=

 = 〈η η 〉 η η ∑

Из этой формулы и формулы (3) получаем выражение для функционального интеграла  

 
( ) ( ) 1

0
exp ( ) ( ) d ( ) , exp( ) ( ) (0) ,

t
T

j j j t j t
js

x V x d x tH x dx
+∞

-

= -∞

    βF τ + τ  τ m = 〈η η 〉 η η      
∑∫ ∫ ∫ .

 
(8)

Так как η j выражаются через собственные векторы оператора H, то exp( ) jtH η  может быть 
записано через exp( )ktE  и ( )( ), ( ) ,   0 .

T

j jx x k jj y ≤ ≤
Таким образом, мы получаем приближенную формулу для вычисления функциональ-

ного интеграла с помощью собственных значений Ej, 0,1,2,...,j =  и собственных функций 

( )( ), ( )
T

j jx xj y  гамильтониана H. 
2. Численные результаты. Рассмотрим применение предложенного метода к вычислению 

функционального интеграла (3) где 
2 2

( ) ,    ( ) .
2 2
x xV x x= - F =

Если в формуле (8) рассмотреть только слагаемое с j = 0, то получим 

( ) ( ) [ ]1
0 0 0 0exp ( ) ( ) d ( ) , exp( ) ( ) (0) ,

t
T

t t
s

x V x d x tH x dx
+∞

-

-∞

  βF τ + τ  τ m ≈ 〈η η 〉 η η    
∫ ∫ ∫

( )0 0 0( ), ( ) .Tx xη = j y

Поэтому это приближенное равенство можно переписать в виде 
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( ) ( )exp ( ) ( ) d ( )
t

s

x V x d x
  βF τ + τ  τ m ≈    

∫ ∫
 

1 0 0 0 0
2 2
0 0 0

0 0 0 0

( ) (0) ( ) (0)
( ) ( ) exp( ) .

( ) (0) ( ) (0)

t t t t

t t t t

x dx x dx
x dx x dx tE

x dx x dx

+∞ +∞

-+∞ +∞
-∞ -∞

+∞ +∞
-∞ -∞

-∞ -∞

 
j j j y 

   ≈ j + y      y j y y 
 

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫

При s = 0, t = 1, a = 1, b = 1, A = 5 ([–A, A] – интервал, на котором рассматриваются прибли-
женные собственные функции), N = 90 (N – количество интервалов, на которое делится интервал 
[–A, A] для приближенного вычисления собственных значений и собственных функций)

0 0 0 0 01,617;    ( ) 1,669;    ( ) 0;    (0) 0,8478;    (0) 0,0292;t t t tE x dx x dx
 

 

           
 

2 2
0 0( ) ( ) 1,1181.x dx x dx

+∞ +∞

-∞ -∞

j + y ≈∫ ∫

Таким образом, 

( ) ( )
0 0

exp ( ) ( ) d ( ) .
0,0087 0,2512

t

s

x V x d x
    βF τ + τ  τ m ≈     -    

∫ ∫

Теперь вычислим вклад, который дает слагаемое с j = 1 в формуле (8). В данном случае вектор 
( )1 1( ), ( ) Tx xj y  ортогонален вектору ( )0 0( ), ( ) .Tx xj y  Поэтому ( )1 1 1( ), ( ) .Tx xη = j y  Следовательно, 
слагаемое с j = 1 в формуле (8) можно записать в виде 

1 1 1 1 1
2 2
1 1 1

1 1 1 1

( ) (0) ( ) (0)
( ) ( ) exp( ) .

( ) (0) ( ) (0)

t t t t

t t t t

x dx x dx
x dx x dx tE

x dx x dx

+∞ +∞

-+∞ +∞
-∞ -∞

+∞ +∞
-∞ -∞

-∞ -∞

 
j j j y 

   j + y      y j y y 
 

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫

При s = 0, t = 1, a = 1, b = 1, A = 5, N = 90

5 6
1 1 1 1 12,581;    ( ) 10 ;    ( ) 0;    (0) 4 10 ;    (0) 0,4753;t t t tE x dx x dx

+∞ +∞
- -

-∞ -∞

≈ - y ≈ j ≈ y ≈ ⋅ j ≈ -∫ ∫
 

2 2
1 1( ) ( ) 1,5745.x dx x dx

+∞ +∞

-∞ -∞

j + y ≈∫ ∫

Таким образом, слагаемое с j = 1 дает вклад 

7 12

0 0
.

2 10 2 10- -

 
 - ⋅ ⋅ 

Теперь вычислим вклад, который дает слагаемое с j = 2 в формуле (8). Вектор ( )2 2( ), ( ) Tx xj y  
ортогонален вектору ( )1 1( ), ( ) ,Tx xj y  но не ортогонален вектору ( )0 0( ), ( ) .Tx xj y  Поэтому 

( ) ( )2 2,1 2,2 2 2 0 0( , ) ( ), ( ) 0,081 ( ), ( ) .T TT x x x xη = η η = j y + ⋅ j y  Следовательно, слагаемое с j = 2 в фор-
муле (8) можно записать в виде 
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1 2 2,1 2 2,2
2 2
2,1 2,2 2

2 2,1 2 2,2

( ) (0) ( ) (0)
( ) ( ) exp( )

( ) (0) ( ) (0)

t t t t

t t t t

x dx x dx
x dx x dx tE

x dx x dx

+∞ +∞

-+∞ +∞
-∞ -∞

+∞ +∞
-∞ -∞

-∞ -∞

 
j η j η 

   η + η +      y η y η 
 

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫
 

1 0 2,1 0 2,2
2 2
2,1 2,2 0

0 2,1 0 2,2

( ) (0) ( ) (0)
0,081 ( ) ( ) exp( ) .

( ) (0) ( ) (0)

t t t t

t t t t

x dx x dx
x dx x dx tE

x dx x dx

+∞ +∞

-+∞ +∞
-∞ -∞

+∞ +∞
-∞ -∞

-∞ -∞

 
j η j η 

   + ⋅ η + η      y η y η 
 

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫

При s = 0, t = 1, a = 1, b = 1, A = 5, N = 90

2 2 2 2 23,379;    ( ) 1,1035;    ( ) 0;    (0) 0,6421;    (0) 0,0849;t t t tE x dx x dx
+∞ +∞

-∞ -∞

≈ - y ≈ - j ≈ y ≈ j ≈ -∫ ∫

2 2
2,1 2,2 2,1 2,2( ) ( ) 1,2655;    (0) 0,0873;    (0) 0,7108.x dx x dx

+∞ +∞

-∞ -∞

η + η ≈ η ≈ - η ≈∫ ∫

Таким образом, слагаемое с j = 2 дает вклад 

0 0
.

0,0007 0,006
 
 - 

С учетом вклада трех слагаемых получаем 

( ) ( )
0 0

exp ( ) ( ) d ( ) .
0,0080 0,2452

t

s

x V x d x
    βF τ + τ  τ m ≈     -    

∫ ∫

Для элементов матрицы 

( ) ( )exp ( ) ( ) d ( ) 
t

s

x V x d x
  βF τ + τ  τ m    

∫ ∫

с индексами (1,2) и (2,1) при 
2 2

( ) ,   ( )
2 2
x xV x x= - F =  известны точные значения и они равны нулю

(см. Приложение). Для сравнения на рисунке приведены приближенные значения элементов ма-
тричнозначного интеграла с индексом (2,1) для различных значений N.

Приближенные значения элемента матричнозначного интеграла с индексом (2,1), s = 0, t = 1, a = 1, b = 1, A = 5

Approximate values of the element of the matrix-valued integral with index (2,1), s = 0, t = 1, a = 1, b = 1, A = 5
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Из рисунка видно, что приближенные значения элементов матричнозначного интеграла стре-
мятся к точному значению при увеличении количества интервалов N, на которое делится интер-
вал [–A, A] для приближенного вычисления собственных значений и собственных функций.
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Приложение

В данном приложении рассматривается точное вычисление элементов матрицы 

( ) ( )exp ( ) ( ) d ( ) 
t

s

I x V x d x
  = βF τ + τ  τ m    

∫ ∫

с индексами (1,2) и (2,1) при 
2 2

( ) ,   ( ) .
2 2
x xV x x= - F =

По определению 
2 21

1 1 1 1
...max 0

( ) [exp ( ) ( , )] ... ,
2 2lim

jj

j j
j j j j j j n

t j nR R

x x
I n t t S t t x x dx dx- - -

D → =

   = - β - - -  
    

∏∫ ∫

где 
0 1 1 0

,   .
1 0 0 1

-   
a = β =   -   

Под знаком 
max 0
lim

jj
tD →

 в разложении 
2 2

1exp ( )
2 2

j j
j j

x x
t t -

   - β -  
    

в ряд можно оставить только слагаемые с 1j jt t --  в нулевой и первой степени. Получим 

2 21
1 1

1 1 1
...max 0

( ) ( )
( ) 1 1 ( , ) ... .

2 2lim
jj

j j j j j j
j j j j n

t j nR R

t t x t t x
I n S t t x x dx dx- -

- -
D → =

   - β -
= + - - -         

∏∫ ∫

После замены переменных 1 ,   1 ,j j jx x y j n-- = ≤ ≤  получим 
2 2

1 11 1 1

1 1
...max 0

( ) ( )

( )   1 1 ( , ) ... .
2 2lim

j j

j j

jj

j j

j j k j j i
k i

j j j n
t j nR R

t t y t t y

I n S t t y dy dy
- -

= =

-
D → =

         - β -             = + - -  
   
         

∑ ∑
∏∫ ∫

Из этого равенства следует, что интеграл можно представить в виде суммы, слагаемые которой 
имеют вид 

1

1 1
...

( ) ( , ) ... ,j je d
j j j j n

j nR R

c n y S t t y dy dy-
=

 β - ∏∫ ∫ (П1)

где c – некоторая константа, ej принимают значения 0 или 1, dj принимают целые значения, 

0 2( 1 ),jd n j≤ ≤ + -
1

n

j
j

d
=

∑  принимает четные значения. 
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Для 1( , )j j jS t t y−−  верно равенство 

{ }1 1
1( , ) exp ( )( ) exp{ } .

2j j j j j j j j jS t t y t t ia z b iy z dz− −− = − − α + β −
π ∫

Отсюда при малых 1j jt t −−  для 1( , )j j jS t t y−− получаем приближенное равенство 

( ) ( )1 1 1
1( , ) cosh ( ) sinh ( ) exp{ }exp{ }

2j j j j j j j j j j j jS t t y t t iaz t t iaz b iy z dz− − −
 − ≈ − − + α − − β − = π ∫  

( ) ( )1 1
1 ( ) ( )
2 j j j j j jt t a y t t a y− −
= δ − + + δ − − + + ( ) ( )1 1( ) ( ) exp{ },j j j j j jt t a y t t a y b− −

+αδ − + −αδ − − + β

где δ(y) – дельта-функция Дирака. 
Следовательно, 

1( , )jd
j j j j j

R

y S t t y dy−− =∫

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 ( ) ( ) ( ) ( ) exp{ }
2

j j j jd d d d

j j j j j j j jt t a t t a t t a t t a b− − − −
 = − − + − + α − − −α − β =    

( )1( ) exp{ }.jd

j jt t a b−= −α − β

Таким образом, слагаемые (П1) можно записать в виде 

 
( )

1

1( ) exp{ } .jj
de

j j
j n

c t t a b−
=

 β −α − β  ∏
 

(П2)

Так как 
1

n

j
j

d
=
∑ принимает четные значения и α2, β – диагональные матрицы, то матрица в (П2)

является диагональной. Следовательно, интеграл I также диагональная матрица, так как он запи-
сывается в виде суммы матриц вида (П2). Таким образом, 21 12 0.I I= =  
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