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n-ОДНОРОДНЫЕ С*-АЛГЕБРЫ
Аннотация. Рассматриваются результаты, касающиеся n-однородных С*-алгебр. Приводятся классические 

результаты Ж. Фелла, Ж. Томияма, М. Такесаки, описывающие n-однородную С*-алгебру как алгебру всех непре-
рывных сечений соответствующего алгебраического расслоения. Посредством этой геометрической интерпрета-
ции, различные авторы описывали классы n-однородных С*-алгебр с пространством примитивных идеалов, гоме-
оморфным двумерной сфере S2, трехмерной сфере S3, двумерному тору T 2, трехмерному тору T 3, произвольному 
связному ориентируемому и неориентируемому компактному двумерному многообразию. Также А. Антоневич и Н. 
Крупник задавали различные структуры на множестве классов эквивалентности алгебраических расслоений на сфе-
рах. Дальнейшая работа в этом направлении может состоять в описании классов эквивалентности алгебраических 
расслоений над трехмерными, четырехмерными многообразиями и т. д.
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N-HOMOGENEOUS C*-ALGEBRAS 

Abstract. The classical results by J. Fell, J. Tomiyama, M. Takesaki describe n-homogeneous С*-algebras as algebras 
of all continuous sections for an appropriate algebraic bundle. By using this realization, several authors described the set of 
n-homogeneous С*-algebras with different spaces of primitive ideals. In 1974 F. Krauss and T. Lawson described the set of all 
n-homogeneous С*-algebras whose space Prim of primitive ideals is homeomorphic to the sphere S2. Suppose the space PrimA 
of primitive ideals is homeomorphic to the sphere S3 for some n-homogeneous С*-algebra A. In this case, these authors showed 
that the algebra A is isomorphic to the algebra C(S3,Cn×n). If n ≥ 2 then there are countably many pairwise non-isomorphic 
n-homogeneous С*-algebras A such that 4PrimA S≅ . Further, let n ≥ 3. There is only one n-homogeneous С*-algebra A such 
that 5Prim .A S≅  There are two non-isomorphic 2-homogeneous С*-algebras A and B with space 5Prim .A S≅  On the other 
hand, algebraic bundles over the torus T 2 are described by a residue class [p] in Z/nZ = π1(PUn). Two such bundles with classes 
[pi] produce isomorphic С*-algebras if and only if [p1] = ±[p2]. An algebraic bundle over the torus T 3 is determined by three 
residue classes in Z/nZ. Anatolii Antonevich and Nahum Krupnik introduced some structures on the set of algebraic bundles 
over the sphere S2. Algebraic bundles over the compact connected two-dimensional oriented manifolds were considered by 
the author. In this case, the set of non-equivalent algebraic bundles over such space is like the set of algebraic bundles over the 
torus T2. Further advances could be in describing the set of algebraic bundles over the 3-dimensional manifolds.
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Введение. Интерес к C*-алгебрам возник в связи с тем, что C*-алгебра может быть реализо-
вана как замкнутая самосопряженная подалгебра алгебры B(H) ограниченных линейных опера-
торов на гильбертовом пространстве H. Развитие теории C*-алгебр является естественным раз-
витием алгебры, геометрии на некоммутативный случай. Эти объекты имеют важные приложе-
ния в современной физике. Некоммутативную математику называют также «квантовой».

И. М. Гельфанд и М. А. Наймарк в работе [1] доказали, что любая унитальная коммутатив-
ная C*-алгебра изоморфна алгебре всех непрерывных функций C(M) на компактном хаусдор-
фовом пространстве M. Дальнейшее развитие теории C*-алгебр может состоять в изучении  
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C*-алгебр с конечномерными неприводимыми представлениями. Представлением C*-алгебры A 
называется пара (H, φ). Здесь H – гильбертово пространство, φ : A → B(H) – *-гомоморфизм ал-
гебры A в алгебру ограниченных линейных операторов B(H) на гильбертовом пространстве H. 
Представление (H, φ) алгебры A называется неприводимым, если алгебра φ(A) действует непри-
водимо на гильбертовом пространстве H. Это значит, что не существует замкнутых инвариант-
ных подпространств в H, за исключением 0 и H.

Если все неприводимые представления C*-алгебры A имеют одну и ту же размерность n, то 
алгебра A называется n-однородной. В работах Ж. Фелла [2], Ж. Томияма и М. Такесаки [3] бы-
ло показано, что любая n-однородная C*-алгебра A изоморфна алгебре Γ(E) всех непрерывных 
сечений соответствующего алгебраического расслоения ζA = (E,M,p). Теория расслоенных про-
странств активно развивается с начала XX в.

Алгебраическое расслоение – это локально тривиальное G-расслоение с типовым слоем  
F = Cn×n(алгебра квадратных матриц порядка n с элементами в поле комплексных чисел C) 
и структурной группой G = Aut(n) – группа автоморфизмов алгебры Cn×n. То есть алгебраиче-
ское расслоение – это тройка (E,M,p). Здесь E и M – топологические пространства, и p : E → M – 
непрерывная сюръекция. Существует открытое покрытие Ui базы расслоения M и набор гоме-
оморфизмов φi : Ui × F → p−1(Ui). При этом отображение φij : (Ui ∩ Uj) × Cn×n → (Ui ∩ Uj) × Cn×n,  
определяемое правилом φij = φj

–1 ◦ φi принадлежит группе Aut(n). Пусть SU(n) обозначает груп-
пу унитарных матриц порядка n с определителем, равным 1. То есть SU(n) есть замкнутая под-
группа группы унитарных матриц U(n) порядка n. Пусть ( )( )Z SU n  обозначает центр алгебры 
SU(n). Тогда ( )( ) . nZ SU n Z=  Центр ( )( )Z SU n состоит из матриц вида λ · I, где |λ| = 1 и λn = 1. При 
этом группа Aut(n) изоморфна группе ( )( ) / ( )  ( ).SU n Z SU n PU n=  Следует отметить, что поня-
тие эквивалентности двух алгебраических расслоений в работе Ж. Томияма и М. Такесаки [3] 
отличается от понятия эквивалентности G-расслоений, данного в [4, с. 18]. В этой работе два 
G-расслоения ξ1 = (E1,M,p1) и ξ2 = (E2,M,p2) эквивалентны, если существует гомеоморфизм  
γ : E1 → E2 такой что γ(Fx) = Fx(x ∈ M ), причем этот гомеоморфизм слоя F принадлежит груп-
пе G. То есть гомеоморфизм пространств расслоений порождает гомеоморфизм слоя F над точ-
кой x ∈ M пространства E1 в слой F над той же точкой x ∈ M другого расслоения. В работе же 
Ж. Томияма и М. Такесаки используется следующее определение эквивалентности двух алге-
браических расслоений: два алгебраических расслоения ξ1 = (E1, M, p1) и ξ2 = (E2, M, p2) эквива-
лентны, если существует гомеоморфизм γ : E1 → E2 такой что γ(Fx) = Fα(x), где α : M → M – гоме-
оморфизм базы расслоения M. То есть гомеоморфизм γ : E1 → E2 переводит слой Fx над точкой  
x ∈ M в слой Fα(x) над другой точкой α(x). Это понятие эквивалентности алгебраических рассло-
ений обладает тем свойством, что два алгебраических расслоения ξ1 и ξ2 эквивалентны тогда 
и только тогда, когда соответствующие n-однородные C*-алгебры Γ(E1) и Γ(E2) изоморфны [3].

Обзор результатов. В 1961 г. в работах [2], [3] было показано, что любая n-однородная уни-
тальная C*-алгебра изоморфна алгебре Γ(E) всех непрерывных сечений соответствующего алге-
браического расслоения ( , , ).E M pζ =  Здесь база расслоения гомеоморфна пространству PrimA 
примитивных идеалов алгебры A, снабженному оболочечно-ядерной топологией. С этой тополо-
гией пространство PrimA является хаусдорфовым. 

П р е д л о ж е н и е  1 [2, теорема 3.2; 3, теорема 5]. Каждая n-однородная C*-алгебра A  
C*-изоморфна C*-алгебре Γ(ξ) всех непрерывных ограниченных сечений некоторого расслоения ξ 
с базой расслоения PrimA, слоем Cn×n и группой PU(n), действующей на Cn×n посредством вну-
тренних автоморфизмов. 

В 1974 г. Ф. Краусc и Т. Лаусон [5] описали классы эквивалентных алгебраических расслое-
ний с базой, гомеоморфной сферам S2, S3, S4и т. д. 

П р е д л о ж е н и е  2 [5]. Если n-однородная C*-алгебра A обладает тем свойством, что 
1Prim ,A S≅  то алгебра A изоморфна алгебре всех непрерывных функций C(S1,Cn×n).

Пусть символы 2e+ и 2e− обозначают верхнюю и нижнюю полусферы сферы S2. Каждая из этих 
полусфер гомеоморфна кругу { || | 1}.z C z⊂ ≤  Представим каждую из этих полусфер как часть 
плоскости C с границей 1 { | 1}.S z C zz= ⊂ =
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Пусть символ  обозначает дизъюнктное объединение двух множеств. То есть это изменен-
ная операция объединения множеств, которая заключается в объединении непересекающихся 
«копий» множеств. Дизъюнктное объединение множеств i

i I
A

∈


 – это объединение { }( , ) .i
i I

x i x A
∈

∈


П р е д л о ж е н и е  3 [5]. Если у n-однородной C*-алгебры A пространство примитивных идеа-
лов PrimA гомеоморфно сфере S2, то алгебра A изоморфна одной из алгебр ( )2 2 , ,n n

jA C e e C ×
+ -=


 
которые определяются следующим образом. Матрица-функция ,jf A∈  если при 1z S∈  значения 
функции на границе верхней полусферы 2e+ и на границе нижней полусферы 2e- связаны соотношениями
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Здесь g j(z) обозначает оператор перевода значений функции f с границы нижней полусферы 2e- 
в границу верхней полусферы 2e+.

П р е д л о ж е н и е  4 [5]. Если n-однородная C*-алгебра A имеет пространство примитив-
ных идеалов, гомеоморфное S3, то алгебра A изоморфна алгебре C(S3,Cn×n) всех непрерывных ма-
тричнозначных функций из S3 в Cn×n.

П р е д л о ж е н и е  5 [5]. 
(I) 1-однородная C*-алгебра A с пространством примитивных идеалов 4PrimA S≅  изоморфна 

алгебре всех непрерывных комплекснозначных функций C(S4). 
(II) Существует бесконечное счетное множество попарно неизоморфных n-однородных 

(n ≥ 2) C*-алгебр с пространством примитивных идеалов 4Prim .A S≅  Каждая такая C*-алгебра 
C*-изоморфна одной из алгебр ( )4 4

, , ,n n
n p pA g e e C ×

+ -=


 определенных следующим образом: для

матрицы-функции ,n pf A∈  и 3( , )z w S∈  (т. е. 2 2| | | | 1z w+ = ) имеет место следующее равенство:
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Здесь 4e+ обозначает верхнюю 4-мерную полусферу, а 4e- – нижнюю полусферу. Символ ( , )pg z w  
обозначает оператор, переводящий значения матрицы-функции f с границы нижней полусферы 

4e- в значения на границе верхней полусферы 4.e+
П р е д л о ж е н и е  6 [5]. 
(I) Если n ≠ 2, то существует только одна n-однородная C*-алгебра A с пространством при-

митивных идеалов PrimA гомеоморфным сфере S5.
(II) Если n = 2, то существуют две неизоморфные 2-однородные C*-алгебры A и B, такие 

что 5Prim Prim .A S B≅≅  
П р е д л о ж е н и е  7 [5]. Существует n!-однородных C*-алгебр A, таких что 2 1rim .P nA S +≅
В [6] описываются n-однородные C*-алгебры с пространством примитивных идеалов, гомео-

морфным тору T 2 или T 3. 
П р е д л о ж е н и е  8. Алгебраические расслоения со слоем Cn×n и базой T 2 описываются клас-

сом [p] в группе 1( ) / .nPU Z nZπ =  Два таких расслоения порождают изомоморфные n-однород-
ные C*-алгебры тогда и только тогда когда 1 2[ ] [ ].p p= ±  

Алгебраические расслоения со слоем Cn×n и базой T 3 определяются тремя классами в груп-
пе 1( ) / .nPU Z nZπ =  Но многие такие расслоения порождают изоморфные n-однородные C*-ал
гебры. Каждая n-однородная C*-алгебра с пространством примитивных идеалов 3PrimA T≅  име-
ет вид ( ),B C T⊗  где B – n-однородная C*-алгебра с пространством примитивных идеалов, гомео-
морфным T2. И может быть так, что 1 2( ) ( ),B C T B C T⊗ ≅ ⊗  и при этом B1 не изоморфна B2. 
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Как известно, двумерное ориентируемое многообразие гомеоморфно сфере S2 с приклеенны-
ми k ручками [7]. Обозначим такое пространство символом Pk [7]. Вырежем из Pk множество D1, 
гомеоморфное единичному кругу D. Граница множества D1 гомеоморфна единичной окруж-
ности S1. Тогда алгебраическое расслоение ξ над Pk можно представить как склейку двух алге-
браических расслоений. Первое расслоение – это ограничение расслоения ξ на множество D1. 
Второе алгебраическое расслоение – это ограничение расслоения ξ на множество 1\ .kP D  При 
этом возникает функция p склейки слоев над границей δ(D1) этих двух алгебраических рассло-
ений. Граница δ(D1) гомеоморфна окружности S1. Ограничение расслоения ξ на множество D1 
тривиально, т. е. эквивалентно расслоению-произведению D1 × Cn×n [8]. Ограничение расслое-
ния ξ на множество 1\kP D  также тривиально, т. е. эквивалентно расслоению-произведению 

1\ )( n n
k DP C ××  [8]. Оказывается, поэтому алгебраическое расслоение ξ описывается классом ото-

бражения p в фундаментальной группе π1(PUn).
П р е д л о ж е н и е  9 [8]. Алгебраическое расслоение ξ со слоем Cn×n и базой ( 1)kP k ≥  опреде-

ляется классом 1[ ] ( ) / .np PU Z nZ∈π =  Две n-однородные C*-алгебры A1 и A2 с пространствами 
примитивных идеалов, гомеоморфными Pk, изоморфны тогда и только тогда, когда 1 2[ ] [ ].p p= ±  

Двумерное не ориентируемое компактное связное многообразие гомеоморфно сфере S2 с при-
клеенными l проективными плоскостями ([7]). Обозначим такое множество через ( 1).lP l ≥  Это 
множество Pl также можно представить как объединение множества D и \ .lP D  Множество D 
выбирается гомеоморфным единичному кругу. Тогда расслоение ξ над Pl представляется как 
склейка ограничения расслоения ξ на множество D и ограничения расслоения ξ на множество 

\ .lP D  При этом граница δ(D) множества D гомеоморфна окружности S1. Поэтому при склейке 
этих двух алгебраических расслоений возникает функция 1: .np S PU→  Класс этого отображе-
ния в группе π1(PUn) описывает алгебраическое расслоение ξ с точностью до эквивалентности.

П р е д л о ж е н и е  10 [9]. Алгебраическое расслоение со слоем Cn×n и базой Pl определяется 
классом отображения 1[ ] ( ) / .np PU Z nZ∈π =  Два таких алгебраических расслоения ξ1 и ξ2 изо-
морфны тогда и только тогда, когда 1 2[ ] [ ] 2 ,  .p p s s Z± = ∈  

Используя это предложение, несложно найти количество классов неэквивалентных между 
собой алгебраических расслоений с базой Pl.

П р е д л о ж е н и е  11 [9]. Пусть ξ есть алгебраическое расслоение с базой Pl и слоем Cn×n. Тогда 
если n четное, то существуют два неэквивалентных алгебраических расслоения над Pl. Если же 
n нечетное, то расслоение ξ тривиально, т. е. эквивалентно расслоению-произведению Pl × Cn×n.

В [10] описана связь между множеством алгебраических и векторных расслоений с базой Sk. 
Также в этой работе изучались операции, заданные на множестве 2lg( )A S  алгебраических рас-
слоений с базой S2.

П р е д л о ж е н и е  12 [10]. Множество алгебраических расслоений 2lg ( )nA S  со слоем Cn×n 
и базой S2 состоит из n элементов. Каждое такое алгебраическое расслоение со слоем Cn×n и ба-
зой S2 определяется двумя числами n N∈  и 0,1,2,..., 1.k n= -  

Таким образом, любое алгебраическое расслоение над S2 может быть записано в виде 
, ,  ,  0,1,2,..., 1.n kA n N k n∈ = -  Следует отметить, что в [10] использовалось определение эквива-

лентности алгебраических расслоений такое же, как в работе [4, с. 18]. Это значит, что неэкви-
валентные в этом смысле расслоения могут порождать изоморфные n-однородные C*-алгебры. 
Различие двух определений эквивалентности алгебраических расслоений обсуждалось во введе-
нии. В предложении 3 дается конкретная реализация соответствующих n-однородных C*-алгебр 
с пространством примитивных идеалов PrimA, гомеоморфным двумерной сфере S2.

Пусть T обозначает полугруппу комплексных чисел вида 2 / ,  ,  0,1,2,..., 1,ik nne n N k nπ ∈ = -  
с обычной операцией умножения комплексных чисел. Пусть 2lg( )A S  обозначает множество ал-
гебраических расслоений с базой S2.

П р е д л о ж е н и е  13 [10]. Полугруппа ( )2lg( ),A S ⊗  изоморфна полугруппе T. Изоморфизм за-
дается отображением 

,

2

.k

ik
nnA ne
π

→
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Отсюда видно, что множество алгебраических расслоений над двумерной сферой S2 доста-
точно хорошо изучено.

Заключение. Таким образом, описаны n-однородные С*-алгебры с пространством прими-
тивных идеалов PrimA, гомеоморфным сферам S2, S3, S4, S5, торам T 2, T 3, компактному двумер-
ному связному ориентируемому многообразию Pk, компактному двумерному связному не ориен
тируемому многообразию Pk. Дальнейшее развитие теории n-однородных С*-алгебр может за-
ключаться в описании классов эквивалентности алгебраических расслоений над трехмерными 
многообразиями, четырехмерными многообразиями и т. д.
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