
      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2021. T. 57, № 3. С. 347–352	 347

ISSN 1561-2430 (Print)
ISSN 2524-2415 (Online)
УДК 530.182	 Поступила в редакцию 04.02.2021
https://doi.org/10.29235/1561-2430-2021-57-3-347-352	 Received 04.02.2021

М. А. Князев1

Белорусский национальный технический университет, Минск, Беларусь

ТОПОЛОГИЧЕСКИ НЕТРИВИАЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ В ДИССИПАТИВНОЙ 
МОДЕЛИ φ4 С НАРУШЕНИЕМ ЛОРЕНЦ-ИНВАРИАНТНОСТИ

Аннотация. Рассмотрено (1+1)-мерное уравнение движения теории φ4 при одновременном учете процессов дис-
сипации и нарушения инвариантности относительно преобразований Лоренца. В аналитической форме построено 
топологически нетривиальное решение данного уравнения, описывающее состояние типа одиночного кинка. Для 
этой цели был использован модифицированный прямой метод Хироты решения нелинейных уравнений в частных 
производных. Указанная модификация метода привела к определенным ограничениям на допустимые значения па-
раметров модели и решения, при которых оно возможно.

Ключевые слова: кинк, φ4-модель, диссипация, нарушение лоренц-инвариантности, метод Хироты 
Для цитирования. Князев, М. А. Топологически нетривиальное состояние в диссипативной модели φ4 с нару-

шением лоренц-инвариантности / М. А. Князев // Вес. Нац. акад. навук Беларусі. Сер. фіз.-мат. навук. – 2021. – Т. 57, 
№ 3. – С. 347–352. https://doi.org/10.29235/1561-2430-2021-57-3-347-352

Michael A. Knyazev

Belarusian National Technical University, Minsk, Belarus

TOPOLOGICALLY NON-TRIVIAL SOLUTION IN A DISSIPATIVE φ4 
MODEL WITH LORENTZ-INVARIANCE VIOLATION

Abstract. In this paper a (1+1)-dimension equation of motion for φ4-theory is considered for the case of simultaneously 
taking into a account of the processes of dissipation and violation the Lorentz-invariance. A topological non-trivial solution of 
one-kink type for this equation is constructed in an analytical form. To this end, the modified direct Hirota method for solving 
the nonlinear partial derivatives equations was used. A modification of the method lead to special conditions on the parame-
ters of the model and the solution.
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Введение. Инвариантность уравнений движения теории поля относительно преобразова-
ний Лоренца является общим положением в современной физике. Это в полной мере относится 
и к теории φ4, одной из наиболее распространенных и широко используемых в различных обла-
стях исследований – классической и квантовой теории поля, физике элементарных частиц, тео-
рии фазовых переходов в конденсированных средах, физике магнитных явлений, инфляционной 
теории, описании формирования топологических дефектов в космологии и многих других [1].

В последние годы привлекают внимание процессы, которые протекают с нарушением ин-
вариантности относительно преобразований Лоренца. К таковым относятся: электродинамика 
Максвелла при учете взаимодействия Черна – Саймонса; учет членов, нарушающих лоренц-ин-
вариантность в низкоэнергетическом пределе в стандартной модели и высокоэнергетическом 
пределе в моделях теории струн; некоммутативная теория поля; процессы в суперсимметричных 
теориях, протекающие с нарушением инвариантности относительно преобразований Лоренца; 
возможные ограничения инвариантности Лоренца, которые следуют из радиоастрономических 
наблюдений и т. д. В скалярных моделях теории поля, в том числе и многокомпонентных, урав-
нение движения имеет, как правило, решение в виде кинка или кинкоподобного объекта. Такие 
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решения в системах скалярных полей с нарушением инвариантности относительно преобразова-
ний Лоренца находят применение при исследовании эффекта Кондо, захвата фермионов, а также 
в задачах об энтропии информационных процессов. Достаточно полный обзор современного со-
стояния вопроса можно найти в [2] (см. также [3]).

В настоящей работе рассматриваются (1+1)-мерные уравнения движения скалярной тео-
рии φ4, поскольку в этом случае удается построить решения этих уравнений в аналитическом 
виде. В дальнейшем для простоты и удобства всюду, где это возможно, коэффициенты в уравне-
ниях будем считать равными единице. 

Уравнение движения теории φ4в статическом случае имеет вид [4]

	
3 0,xx + j − =j j

	
(1)

где 2 2
xx x= j ∂j ∂  и т. п. Решение этого уравнения хорошо известно. Его можно записать следу-

ющим образом:

	

0th .( ) 2ст

x x
x

 
     

  	
(2)

Здесь знак плюс соответствует решению в виде кинка, а минус – антикинка; x0 представляет со-
бой начальную фазу и определяет координату центра кинка. В динамическом случае уравнение 
движения теории φ4 записывается следующим образом:

	
3 0.tt xx        	 (3)

Уравнение (3) относится к неинтегрируемым. Это означает, что для него существует только 
решение в виде одиночного кинка (антикинка) и не существует решений, соответствующих 
связанным состояниям произвольного числа кинков и / или антикинков [5, 6]. Используя инва-
риантность уравнения (3) относительно преобразований Лоренца, его решение можно записать 
в виде
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(4)

где 1< u < 1 – скорость движения кинка. 
Учет процессов диссипации в теории φ4 приводит к уравнению движения следующего ви-

да [7, 8]:

	
3 0,tt xx tj − j + αj − j + j = 	 (5)

где α – коэффициент затухания. Данное уравнение также является инвариантным относительно 
преобразований Лоренца. Его решение можно построить, используя эллиптические функции 
или метод Хироты решения нелинейных уравнений в частных производных. В частности, если 
использовать эллиптические функции, то решение может быть записано в виде [7]

	
{ }0

1( , ) 1 th[ ( ) ] .
2

x t x ut xj = − α − +
	

(6)

Решение (6) более верно называть не кинком, а кинкоподобным объектом. Несмотря на учет 
в уравнении (5), по сравнению с уравнением (3), дополнительного слагаемого, описывающего 
потери энергии, для этого уравнения также не удается построить решение, соответствующее 
связанному состоянию произвольного числа кинкоподобных объектов. Следовательно, уравне-
ние (5) также является неинтегрируемым. 
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Уравнение движения теории φ4, которое не является инвариантным относительно преобразо-
ваний Лоренца, имеет вид [2]

	
32 0.tt xx xtj − j + βj − j + j = 	 (7)

Нарушение лоренц-инвариантности описывается параметром β, который принимает неотрица-
тельные значения. Случай β = 0 является тривиальным. Коэффициент 2 введен для удобства 
вычислений. Видно, что слагаемое, нарушающее лоренц-инвариантность, в статическом слу-
чае роли не играет. В работе [3] показано, что уравнение (7) инвариантно относительно преоб-
разования 

	 0( ),x x ut′= γ − 	 (8)

где 21 1 2 ,u uγ = − + β  и его топологически нетривиальное решение уравнения (7) имеет вид

	 0( , ) th[ ( )].x t x u t xj = γ − − 	 (9)

Положительное значение скорости соответствует движению кинка / антикинка направо, а от-
рицательное – налево. Проблема существования для уравнения (7) решений, которые описывали 
бы связанные состояния отдельных кинков и / или антикинков типа (9), т. е. проблема интегри-
руемости уравнения (7), в настоящее время остается открытой. 

Уравнения (3), (5) и (7) обладают некоторым сходством. Отличие в формах их записи заклю-
чается в наличии разных слагаемых, но поскольку эти слагаемые являются линейными по не-
известной функции, то их вклад не должен оказывать определяющее влияние на свойства не-
линейного уравнения и вид его решения. Это видно и по записи решений всех трех указанных 
уравнений. Все они определяются функцией гиперболического тангенса и приводят к решению, 
которое является кинком или кинкоподобным объектом. 

Дальнейшее развитие исследований в этом направлении может состоять в обобщении урав-
нения движения теории φ4. Все рассмотренные выше уравнения движения содержат одинаковый 
потенциал. Поэтому одним из путей обобщения может быть изменение вида потенциала путем 
обобщения на более высокие порядки φ. Существует значительное количество работ в этом на-
правлении (см., напр., обзор в [9, 10]). Еще одним способом обобщения уравнения движения те-
ории φ4 является использование деформированного известного потенциала [11, 12]. Не меньший 
интерес представляет такая модификация этого уравнения, в которой при сохранении вида по-
тенциала одновременно учитываются и процессы диссипации, и нарушение инвариантности от-
носительно преобразований Лоренца. Такое уравнение можно записать следующим образом [13]:

	
32 0.tt xx t xtj − j + αj + βj − j+ j = 	 (10)

Цель работы – построение в аналитической форме топологически нетривиального решения 
уравнения (10), соответствующего состоянию типа одиночного кинка, и исследование на основе 
полученного при этом дисперсионного соотношения интегрируемости уравнения (10), т. е. воз-
можности построения решений, соответствующих связанным состояниям.

Метод решения. Для достижения поставленной цели будем использовать прямой метод 
Хироты решения нелинейных уравнений в частных производных [1, 6]. Однако нам придется 
модифицировать указанный метод, путем введения нового дополнительного условия. 

Введем новую зависимую переменную вида φx  =  σFx/F, где F = F(x,t) – новая неизвестная 
функция, а σ – параметр, который предстоит определить, Fx = ∂F/∂x и т. п. Теперь уравнение (10) 
можно представить в виде

2 3

2 2 3 2 3 2
2 2 3 2 2 2xtt xt t x tt x t xxx x xx x xxt xx t

F F F F F F F F F F F F F F

F F FF F F F F F
− − + − + − + β − β −
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2 3
2

2 3 2 3
4 4 0.x xt x t xt x t x x

F F F F F F F F F
F FF F F F

+ + − − + =− β β α α σ σ
	

(11)

Поскольку мы ищем частное решение, выберем параметр σ таким, чтобы выполнялось ус-
ловие 

	

3
2

3
( 2) 0,x

F

F
− =σ

	
(12)

откуда сразу получаем 2.=σ  Хотя метод Хироты в специальных случаях применим и к полу-
чающимся после замены зависимой переменной уравнениям, которые содержат члены в третьей 
степени [14, 15], такие случаи редки и весьма специфичны. Обычным условием является наличие 
в преобразованном уравнении только членов не выше второй степени (так называемые билиней-
ные уравнения). В рассматриваемой задаче условия (12) не достаточно, чтобы уравнение стало 
билинейным, так как в уравнении (11) остались члены, пропорциональные третьей степени. 
Чтобы привести уравнение к билинейному виду, нам понадобится новое дополнительное усло-
вие. Запишем его в виде 

	 0.2t xF F+ =β 	 (13)

Учитывая выражение для функции F в методе Хироты, условие (13) приводит к соотношению

	 2 .kw= β 	 (14)

В результате уравнение (11) примет билинейный вид

	
.

2 3 2 2

4 0
xtt xt t x tt xxx x xx xx txxt

x xt xt x t x

F F F F F F F F F F F F F F

F F F F F F F F

− − − + + − −

− + − − =

β β

α α α
	

(15)

Представим F в виде формального ряда теории возмущений:

	
2

1 2 . ,1 ..F f f= +ε +ε + 	 (16)

где ...( , ), 1,2,i if f x t i= =  – новые неизвестные функции, а ε – вообще говоря, не малый параметр. 
Если подставить соотношение (16) в уравнение (15) и приравнять нулю коэффициенты при оди-
наковых степенях ε, то в результате получим бесконечную систему линейных уравнений в част-
ных производных такую, что каждое последующее уравнение этой системы будет зависеть толь-
ко от параметров модели и решений предыдущих уравнений. Решая последовательно эту систе-
му уравнений, можно, в принципе, определить все функции fi. 

Одиночный кинк. Для того чтобы построить решение уравнения (10), описывающее одиноч-
ный кинк, нам понадобятся два первых уравнения вышеупомянутой системы. Они имеют вид

	 1, 1, 1, 1, 1,2 0,fxtt xxx xxt xt xf f f f− + β + α − =
	

(17)

2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1,2 2 3xtt xxx xxt xt x xt x tt x xxf f f f f f f f f f− + β +α − = + − +

	 1, 1, 1, 1, 1, 1, .2 4xx t x xt x tf f f f f f+ β + β + α
	

(18)

Будем искать f1 в виде

	
0

1 exp( ),f kx t= −w +η 	 (19)
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где k и ω – параметры, которые следует определить; параметр η0 характеризует начальное поло-
жение кинка (без потери общности его можно принять равным нулю). Подставив (19) в (17), по-
лучим дисперсионное соотношение вида

	
2 2 2 1 0.k kw − − β w −αw − = 	 (20)

С целью обрывания ряда (16), подставим (19) в правую часть (18) и приравняем ее нулю. В ре-
зультате получим соотношение вида

	
2 23 3 6 0.k kw − − β w − αw = 	 (21)

Используя полученные соотношения, можно явно вычислить параметры k и ω:

	

3 3, .
4 2

k = − w = −
αβ α 	

(22)

Несмотря на явное нарушение инвариантности относительно преобразований Лоренца в уравне-
нии (10), параметр ω для его решения, описывающего одиночный кинк, имеет такой же вид, как 
и для аналогичного решения уравнения (5), которое является лоренц-инвариантным. В то же 
время параметр k для этих уравнений существенно разный. Следовательно, нарушение ло-
ренц-инвариантности в диссипативной модели φ4 более существенно сказывается на зависимо-
сти решения от пространственной переменной. Что касается зависимости от временной пере-
менной, она остается такой же, как и от дисспативной модели, инвариантной относительно пре-
образований Лоренца. По ходу решения задачи было введено дополнительное условие (13), 
которое приводит к ограничению на коэффициенты α и β в уравнении (10) следующего вида: 
α2β2 > 1. 

Теперь можно записать решение уравнения (10), описывающее одиночное состояние типа 
кинка:

	

0( , ) 1 th .
22

kx tkx t  − w + η j = +   
   	

(23)

Если подставить функцию φ(x,t), которая определяется соотношением (23), в уравнение (10), то 
получим, что при ω, определяемом вторым соотношением (22), она будет решением уравне-
ния (10) только при фиксированном значении параметра k, а именно: k2 = 1/2. Указанное значение 
для k согласуется с условием α2β2 > 1.  

Заключение. Построено решение типа одиночного кинка для уравнения движения в дисси-
пативной модели φ4, в которой происходит нарушение инвариантности относительно преобра-
зований Лоренца. Чтобы получить указанное решение, был использован прямой метод Хироты 
решения нелинейных уравнений в частных производных. При этом возникла необходимость 
частичной модификации метода путем введения дополнительных условий на решение и его па-
раметры. В конечном итоге это привело к тому, что решение типа одиночного кинка для рассма-
триваемого уравнения оказалось возможным только при условии k2 = 1/2, которое накладывает 
конкретные ограничения на допустимые значения коэффициентов α и β в модели, а именно: 
α2β2  =  9/8. Это условие согласуется с условием, полученным выше независимым способом – 
α2β2 > 1. 
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