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Аннотация. Для одношаговых случайных марковских процессов проводится сравнение операторного и ком-
бинаторного методов, основанное на использовании функциональных интегралов. При комбинаторном подходе ис-
пользуется переход от стохастического дифференциального уравнения к функциональному интегралу, с помощью 
которого получено выражение для среднего размера популяции. При операторном подходе переход к функциональ-
ному интегралу осуществляется через операторы рождения и уничтожения. Показано, что средние значения, вы-
численные с помощью функциональных интегралов, возникающих при комбинаторном и операторном подходах, 
совпадают. 
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Введение. При моделировании различных физических и технических систем их зачастую 
можно представлять в форме одношаговых процессов [1–6]. Примерами таких моделей могут 
служить процессы поглощения или испускания фотонов; процессы перехода электронов в по-
лупроводниках; системы молекул в химических реакциях; модели рождения или гибели инди-
видуумов; процесс прихода и ухода покупателей и т. д. [2]. Одношаговые процессы – это мар-
ковские процессы с непрерывным временем, принимающие значения в области целых чисел, 
матрица перехода которых допускает только переходы между соседними участками. Системы, 
в которых временная эволюция происходит в результате взаимодействия ее элементов, удобно 
описывать с помощью основного кинетического уравнения (управляющее уравнение, которое 
в англоязычной литературе носит название Master equation). Это уравнение представляет собой 
разновидность уравнения Колмогорова – Чепмена для марковских процессов и является уравне-
нием баланса для вероятности каждого состояния в некоторый момент времени. 

Для изучения стохастических моделей одношаговых процессов используется комбинатор-
ный [1, 2] и операторный [7–11] методы. При комбинаторном подходе основное кинетическое 
уравнение преобразовывается в уравнение Фоккера – Планка, для которого можно записать эк-
вивалентное ему стохастическое дифференциальное уравнение в форме уравнения Ланжевена. 
При операторном методе управляющее уравнение представляется в форме уравнения шредин-
геровского типа с гамильтонианом, зависящим от операторов рождения и уничтожения. В [7] 
проводится сравнение операторного и комбинаторного методов, но функциональные интегралы 
не рассматриваются. 

В настоящей работе рассматривается сравнение операторного и комбинаторного методов, 
основанное на использовании функциональных интегралов, которое проводится на примере 
процесса Юла (процесс чистого рождения) [12] с произвольным начальным условием. Получено 
представление среднего значения через функциональный интеграл при комбинаторном подходе 
с помощью перехода от стохастического дифференциального уравнения (СДУ) к функциональ-
ным интегралам. Вычислен полученный функциональный интеграл. Выведено представление 
среднего значения через функциональный интеграл при операторном подходе, для чего, следуя 
работам [10, 11], применялся переход от представления через операторы рождения и уничтоже-
ния к представлению через функциональные интегралы. Также были получены точные ответы 
для возникающих функциональных интегралов. Показано, что средние значения, вычисленные 
с помощью функциональных интегралов, возникающих при комбинаторном и операторном под-
ходах, совпадают. 

Комбинаторный подход. Рассмотрим представление среднего значения через функциональ-
ный интеграл при комбинаторном подходе. 

Основное кинетическое уравнение можно представить в виде 

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).n

n n n n n n n
p t p t p t p t

t - - + +
∂

= λ + ν - λ + ν
∂  

Параметры λn и νn называются инфинитезимальными интенсивностями рождения и гибели со-
ответственно. 

Мы рассматриваем основное кинетическое уравнение вида 

	
( )1 1 2 1 1 2

( ) ( 1 ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ),n
n n n

p t n N p t n p t n N n p t
t - +

∂
= µ - + + µ + - µ + + µ

∂ 	
(1)

т. е. 1 2( ),  ,n nn N nλ = µ + ν = µ  N – количество членов в популяции в нулевой момент. Процесс, 
соответствующий этому уравнению, называется процессом с линейным ростом [12]. При μ2 = 0 
он превращается в процесс Юла. 

От уравнения (1) можно перейти к соответствующему стохастическому дифференциальному 
уравнению [1]. Для этого вводятся вероятности перехода в единицу времени 

1 2( ) ( ),     ( ) .t x x N t x x+ -= µ + = µ



      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2022. T. 58, № 1. С. 21–33	 23

С их помощью записывается вероятность перехода

, 1 , 1 1 , 1 2 , 1( , ) ( ) ( ) ( ) .x x x x x x x xW x x t x t x x N x+ -
′ ′ ′ ′+ - + -′ ′ ′ ′ ′= δ + δ = µ + δ + µ δ

Далее с помощью функции W(x,x′) получаются коэффициенты уравнения Фоккера – Планка 
a1(x) и a2(x): 
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Уравнение Фоккера – Планка имеет вид 
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Этому уравнению соответствует стохастическое дифференциальное уравнение [1, 13] 

( ) ( )1 2 1 1 2 1( ) ( ) .d N dt N dwξ = µ -µ ξ + µ + µ + µ ξ + µ  

При μ2 = 0 уравнение имеет вид 

1 1 0( ) ( ) ,     0.d N dt N dwξ = µ ξ + + µ ξ + ξ =  

Чтобы получить уравнение с коэффициентом диффузии, равным единице, сделаем замену 
переменных: 

1 2

1
,     2 .

4
NN y yµ ξ +

ξ + = =
µ

Используя формулу Ито, получим стохастическое дифференциальное уравнение 

1 1
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Переходя от ξ к y, получим 

1
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y

µ
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Среднее значение для стохастической переменной ξ(t) представляется через функциональ-
ный интеграл [14–16]

22
1 1
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∫ ∫ ∫ 

Для вычисления приведенный интеграл [ ]D y∫  удобнее записать в виде 
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∫   этот интеграл можно рассматривать как интеграл по 

траекториям винеровского процесса. Для схемы Ито, когда берется левая точка интервала, вер-
ны равенства 
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Используя эти равенства, получаем выражение для интеграла по D[y]: 
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Используя формулу [16–18] 
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c cγ = µ = +  Iμ – модифицированная функция Бесселя порядка μ, получим 
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где γ = μ1, μ = 1. 
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Для функции Бесселя порядка μ = 1 используем разложение 
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Используя формулу
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Выполняя суммирование по m, получаем 
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N t N t
t

= µ - = µ
- -µ

Таким образом, при комбинаторном подходе, используя представление среднего значения че-
рез функциональный интеграл, получаем следующее выражение для среднего значения: 

	 1E [ ( )] ( 1).tt N eµξ = - 	 (4)

Операторный подход. Исследуем представление среднего значения через функциональный 
интеграл при операторном подходе. Мы рассматриваем основное кинетическое уравнение ви-
да (1), которое можно представить в форме уравнения шредингеровского типа [9–11]. Для этого 
состоянию с номером n ставится в соответствие вектор n  гильбертова пространства. Для рас-
пределения вероятностей 

0
( ),     ( ) 0,     ( ) 1n n n

n
p t p t p t

∞

=
≥ =∑

определяется вектор состояния

0
( ) ( ) .n

n
t p t n

∞

=
ϕ = ∑

 

Также вводятся операторы рождения (π) и уничтожения (a) по правилам 

1 ,     1 .n n a n n nπ = + = -

Тогда для уравнения (1) получим 

 1 1 2 1 1 2
0 0

( ) ( ) ( 1 ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) .
 

 
 
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Используя равенства 

( )1 1 1 1( 1 ) ( ) ( ) ( 1) 1 ,n nn N p t n p t a N n- -µ - + = µ π π + - π -

1 1( ) ( ) ( )( 1) ,n nn N p t n p t a N n-µ + = -µ π + -  

2 2( ) ( ) ,n nnp t n p t a n-µ = -µ π

2 1 2 1( 1) ( ) ( ) 1 ,n nn p t n p t a n+ +µ + = µ +

получаем 
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1 2
0 0
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∞ ∞
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( )( )1 2 1 2( 1) ( 1) ( ) ( ) .a N a a N a t L t= µ π π + - π + µ -µ π + - -µ π ϕ = ϕ
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Пользуясь равенством aπ – πa = 1, в выражении для L расставим операторы π слева от операто-
ров a и заменим π на iψ, a на ψ [11]. Получим 

	
( ) ( )2

1 2 1 2( ), ( ) ( ) ( ) .L i i Ni i N i′ ′ ′ ′ ′ψ τ ψ τ = µ ψ ψ + ψ +µ ψ -µ ψ ψ + -µ ψ ψ
	

(5)

С помощью L можно записать ядро Ut(z,ξ) оператора exp{tL} через функциональный интеграл [11]: 

( )
0

( , ) exp – ( ) ( ) ( ), ( ) ( )
t

tU z i L i d z t D D
  ′ ′ ′ξ =  ψ τ ψ τ - ψ τ ψ τ  τ + ψ ψ ψ =    

∫ ∫ 
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1 1

11
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2

n nj j
k k k k k n

n kj

d d ti L i z
n

-
- -

→∞ ==

′ψ ψ   ′ ′= - ψ ψ -ψ - ψ ψ + ψ  π   
∑∏∫

	
(6)

где 

0,     ,     0,1,..., ,     ,     .                   
   

k k n
kt kt k n z i
n n

Отметим, что в формуле (6) показатель экспоненты зависит от 0 1,..., n-ψ ψ  и 1,..., .n′ ′ψ ψ  Поэтому 

после интегрирования по 
1

1

n
j j

j
d d

-

=
′ψ ψ∏  останется зависимость от 0ξ = ψ  и .nz i ′= ψ  

Рассмотрим производящую функцию 

0
( ) ( ) .n

t n
n

z p t z
∞

=
Φ = ∑

Через эту функцию записывается среднее значение 
0

E[ ( )] ( ) ,n
n

n t p t n
∞

=
= ∑  а именно:

1

( )E[ ( )] .t

z

zn t
z =

∂Φ
=

∂

Функции Φt(z) и Ut(z,ξ) связаны равенством [11] 
'

0( ) exp{– } ( , ) ( ).
2t t

d dz i U z iξ ξ ′ ′Φ = ξξ ξ Φ ξ
π∫

То есть, зная функцию Ut(z,ξ), можно найти среднее значение E[n(t)]. Чтобы вычислить функцию 
Ut(z,ξ), рассмотрим функцию 

0 0( , ) ( , )exp{– }
2

n
t n t n

dU U z z
∧ ′ψ

ψ ψ = ψ ψ =
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(7)

Подставим в (7) выражение (5) для  ( ), ( ) .   L i  Получим 
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Используя формулу
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вычислим интегралы по 
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d
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′ψ∏  Получим, что функция 0( , )t nU
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При μ2 = 0 функция 0( , )t nU
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Эту функцию 0( , )t nU
∧

ψ ψ  можно рассматривать как функцию плотности вероятности перехо-
да (ФПВП) для решения стохастического дифференциального уравнения [14–16] 

1 1 1( ) 2 .d N dt dwψ = µ -µ ψ + µ ψ

После замены переменных 
1 2

2
yµ

ψ =

функцию 1 12 2
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11 1 .
2 2

ydy N dt dw
y

 µ = - - +  
  
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 
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 выражается через функциональный интеграл [14–16] 
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1 1 12 2
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Для вычисления приведенный интеграл удобнее записать в виде 
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∫   этот интеграл можно рассматривать как интеграл по 

траекториям винеровского процесса. Для схемы Ито, когда берется левая точка интервала, вер-
ны равенства (2), используя которые, получаем 
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Таким образом, 
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Из равенства 

{ }0 0 0( , ) ( , )exp{ } ( , )exp
2 2

n n
t n t n t n n n

d dU U z z U i i
∧ ′ ′ψ ψ ′ ′ψ ψ = ψ - ψ = ψ ψ - ψ ψ

π π∫ ∫  

можно выразить 0( , )tU z ψ  через 0( , ),t nU
∧
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Из формулы, связывающей производящую функцию Φt(z) и функцию Ut(z,ξ), [11]
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и формулы (9) получим 
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Так как Φ0(z) = 1, то 
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Используя формулу (8), получаем, что при операторном подходе представление среднего зна-
чения через функциональный интеграл имеет вид 
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Используя формулу (3), получаем 
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После замены переменных 1 2
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Таким образом, при операторном подходе, используя представление среднего значения через 
функциональный интеграл, получаем следующее выражение для среднего значения: 

	
1E [ ( )] ( 1).tn t N eµ= - 	 (10)

Заключение. Таким образом, с помощью функциональных интегралов на примере процес-
са Юла рассмотрено сравнение операторного и комбинаторного методов. Из формул (4) и (10) 
следует, что средние значения, вычисленные с помощью функциональных интегралов, которые 
возникают при комбинаторном и операторном подходах, совпадают, что свидетельствует об эк-
вивалентности комбинаторного и операторного подходов. Процессы с линейным ростом (μ2 ≠ 0) 
планируется рассмотреть в последующих работах. 
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