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ПРОИЗВОЛЬНОЙ ГЛАДКОСТИ КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ПЕРВОЙ 
СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТИПА КЛЕЙНА – ГОРДОНА – ФОКА 

Аннотация. Рассматривается первая смешанная задача для уравнения типа Клейна – Гордона – Фока в полупо-
лосе, при этом исследуется существование и единственность решения произвольной гладкости. При решении данной 
задачи с помощью метода характеристик возникают эквивалентные интегральные уравнения Вольтерры второго ро-
да. Для полученных интегральных уравнений доказано существование единственного решения в классе n раз непре-
рывно дифференцируемых функций при заданной гладкости начальных данных. Показано также, что для гладкости 
решения исходной задачи необходимо и достаточно выполнения условий согласования заданных функций при их 
достаточной гладкости. Метод характеристик сводится к разбиению всей области решения на подобласти, в каж
дой из которых строятся решения подзадач с использованием начальных и граничных условий. Полученные реше-
ния затем склеиваются в общих точках, порождая условия склейки, которые и являются условиями согласования. 
Данный подход позволяет строить как точные, так и приближенные решения. Точные решения могут быть найде-
ны тогда, когда удается разрешить эквивалентные интегральные уравнения Вольтерры. В противном случае можно 
найти приближенное решение задачи либо в аналитическом, либо в численном виде. Наряду с этим при построении 
приближенного решения существенными оказываются условия согласования, которые необходимо учитывать при 
использовании численных методов решения задачи.

Ключевые слова: уравнение Клейна – Гордона – Фока, метод характеристик, классическое решение, первая 
смешанная задача, условия согласования
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THE CLASSICAL SOLUTION OF ARBITRARY SMOOTHNESS FOR THE FIRST MIXED PROBLEM 
FOR THE KLEIN – GORDON – FOCK TYPE EQUATION 

Abstract. In this paper, we consider the first mixed problem for the one-dimensional Klein – Gordon – Fock type equa-
tion in a half-strip. Meanwhile, the existence and uniqueness of a solution of arbitrary smoothness is researched. While solv-
ing this problem using the method of characteristics, equivalent second type Volterra integral equations appear. The existence 
of a unique solution in the class of n times continuously differentiable functions is proven for these equations when initial 
functions are smooth enough. Moreover, it is shown that for the smoothness of the solution of the initial problem it is neces-
sary and sufficient that the matching conditions for the given functions be fulfilled if they are sufficiently smooth. The method 
of characteristics, used for problem analysis, is reduced to separating the total area of the solution on subdomains in each 
of them so that the solution of the subproblem is constructed with the help of the initial and boundary conditions. Then, the 
obtained solutions are glued in common points, and the received glued conditions are the matching conditions. This approach 
permits to construct both exact and approximate solutions. The exact solutions can be found when it is possible to solve the 
equivalent Volterra integral equations. Otherwise, one can find an approximate solution of the problem either in analytical or 
numerical form. Along with this, when constructing an approximate solution, the matching conditions turn out to be essential, 
which must be taken into account when using numerical methods for solving the problem.
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Введение. При изучении классических решений задач для гиперболических дифференци-
альных уравнений второго порядка для построенного решения исследуется, как правило, только 
гладкость до порядка C2 включительно [1–5]. При этом при исследовании, например, первой сме-
шанной задачи для волнового уравнения в пространстве 4  [6] возникает необходимость в по-
лучении условий существования единственного решения в классе C3 на области своего задания.

В данной работе с помощью метода характеристик исследуется существование единственно-
го решения в классе Cn первой смешанной задачи для уравнения типа Клейна – Гордона – Фока, 
а также выводятся необходимые и достаточные условия на гладкость заданных функций и усло-
вия их согласования для анализа данного решения, 2,  .n n≥ ∈�

Постановка задачи. Задача рассматривается на плоскости двух независимых перемен-
ных  t, x. В замыкании Q  области = (0; ) (0; )Q l+∞ ×  задается одномерное уравнение Клейна – 
Гордона – Фока 

	
2 2 2= ( , ) = ( , ),t xLu u a u t x u f t x∂ - ∂ - λ 	 (1)

где λ и f – функции, заданные на множестве 2= [0; ] .Q l+ × ⊂   К уравнению (1) присоединяют-
ся начальные условия 

	 (0, ) = ( ), (0, ) = ( ), [0; ],tu x x u x x x lϕ ∂ ψ ∈ 	 (2)

где ,| |< ,l l∈ +∞  φ, ψ – функции, заданные на множестве [0;l], и граничные условия 

	
(0) ( )( ,0) = ( ), ( , ) = ( ), [0; ),lu t t u t l t tµ µ ∈ ∞ 	 (3)

где ( ) : .j +µ → �
Общее решение уравнения. С помощью характеристических прямых x – at = –kl, 

= , = ( 1) ,  = 0,1,...,x at kl x at k l k- - + +  область Q разбивается на подобласти Q(k,j): 

( )( ,1) = ( , ) | , , , ( 1) ,
2

k kl kl lQ t x t x kl at k l at
a a a

  ∈ + ∈ - + + -  
  

( ,2) ( 1)= ( , ) | 0, , , ,
2

k l x kl k l xQ t x x t
a a

 + + -   ∈ ∈    
    

( ,3) ( 1)= ( , ) | , , , ,
2

k l k l x x klQ t x x l t
a a

 + - +   ∈ ∈    
    

( )( ,4) ( 1)= ( , ) | , , ( 1) , .
2

k kl l k lQ t x t x k l at kl at
a a a

 + ∈ + ∈ + - - +  
  

Область Q изображена на рис. 1. При этом 
4

( , )

=0 =1

= .k j

k j

Q Q
∞



Уравнение (1) можно записать в каноническом виде. Для этого сделаем замену независимых 
переменных 

	 = ,     =x at x atξ - η + 	 (4)

или 

	
= , = .

2 2
t x

a
η- ξ η+ ξ

	
(5)
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Рис. 1. Область Q

Fig. 1. Domain Q

В результате замены (4) или (5) уравнение (1) запишется в виде 

	 ( , ) = ( , ),v b v Fξ η∂ ∂ - ξ η ξ η 	 (6)

где 

( )2 2( , ) = ( , ) / 4 = ( ) / 2 ,( ) / 2 / 4 ,b t x a a aξ η -λ -λ ξ - η ξ + η

( )2 2( , ) = ( , ) / 4 = ( ) / 2 ,( ) / 2 / 4 .F f t x a f a aξ η - - ξ - η ξ + η

После замены (4) область Q перейдет в область Ω, причем каждая из подобластей Q(k,j) перейдет 

в Ω(k,j) и 
4

( , )

=0 =1

= .k j

k j

∞

Ω Ω


 Разбиение области Ω приведено на рис. 2.

Рис. 2. Разбиение области Ω(k) на подобласти ( , ) ,  = 1,4k j jΩ

Fig. 2. Separation of the domain Ω(k) on subdomains ( , ) ,  = 1,4k j jΩ
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В подобластях ( , ) ( = 1,4)k j jΩ  решение ( ) ( , )kv ξ η  уравнения (6) путем интегрирования пред-
ставим в виде уравнения Вольтерры 

	

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

( 1)

( , ) = ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ),( , ) ,k k k k k j

kl k l

v b y z v y z F y z dzdy p g
ξ η

− +

ξ η + + ξ + η ξ η ∈Ω∫ ∫
	

(7)

где p(k), g(k) – произвольные функции.
В уравнении (7) возвращаемся к переменным (t,x) с помощью обратной замены (5) 

	

( ) ( )
2

( 1)
( ) ( )

1( , ) = ( ) ,
4 2 2

( ) ( ).

x at x at
k k

kl k l
k k

z y z yu t x u f dzdy
a a

p x at g x at

− +

− +

− + − λ + + 
 

+ − + +

∫ ∫

	 (8)

Те о р е м а  1. Пусть 1 ( ), ( ).n kf C Q−λ ∈  Тогда решение u(k) уравнения (8) существует, един-
ственно в классе ( )( )n kC Q  и непрерывно зависит от исходных данных тогда и только тогда, 
когда функции ( ) ( )( ) ( )[ ( 1) ; ( 1) ] ,  [ ;( 2) ] .k n k np C k l k l g C kl k l∈ − + − − ∈ +

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство существования, единственности и непрерыв-
ной зависимости решения от исходных данных, а также достаточности гладкости функций 

( ) ( )( ) ( )[ ( 1) ; ( 1) ] ,  [ ;( 2) ]k n k np C k l k l g C kl k l∈ − + − − ∈ +  повторяет доказательство теоремы 2 из ра-
боты [7].

Осталось показать, что условия на функции ( )( ) [ ( 1) ; ( 1) ] ,k np C k l k l∈ − + − −  
( )( ) [ ;( 2) ]k ng C kl k l∈ +  являются необходимыми для принадлежности решения u(k) классу ( )( ).n kC Q

Пусть решение ( ) ( )( , ) ( ),k n ku t x C Q∈  тогда функция из правой части уравнения (8) 
( )

( 1)

( ) ,
2 2

x at x at
k

kl k l

z y z yu f dzdy
a

− +

− +

− + λ +  
 ∫ ∫  также принадлежит классу ( )( ).n kC Q  Условия гладкости 

( ) ( )( , ) ( )k n ku t x C Q∈  и ( ) ( )( , ) ( )k n kv Cξ η ∈ Ω  равносильны.
Рассмотрим уравнение (7) и вычислим его n-ю производную по переменной ξ. В результате 

получим выражение 

 ( ) 1 ( ) ( )

( 1)

( , ) = ( , ) ( , ) ( , ) ( ).



 



         n k n k n k

k l

v b z v z F z dz d p

В данном выражении функция в левой части и интеграл в правой части являются непре-
рывными. Следовательно, функция dnp(k) также должна быть непрерывной, т. е. функция 

( )( ) [ ( 1) ; ( 1) ] .k np C k l k l∈ − + − −  Аналогично доказывается, что ( )( ) [ ;( 2) ] .k ng C kl k l∈ +  Теорема 1 
доказана.

Задача (1)–(3) на ( )kQ . Рассмотрим условия Коши в области Q(k): 

	

( )
= /

( )
= /

( , ) | = ( ), [0; ],
( , ) | = ( ), [0; ].

k
t kl a

k
t t kl a

u t x x x l
u t x x x l

ϕ ∈
∂ ψ ∈ 	

(9)

Изначально заданы только φ(0) = φ и ψ(0) = ψ, остальные функции мы получаем из решения 
в области Q(k–1,4) для = 1,2,... .k

Найдем решение задачи (1), (9) в области Q(k,1). Представление функций p(k)(z) и g(k)(y) через 
u(k)(t,x), где [ ; ( 1) ],  [ ;( 1) ],z kl k l y kl k l∈ − − − ∈ +  

	

( ) ( ) ( )

22
( )

2
( 1)

1( ) = ( ( ) ( ) )
2

1 ( ) , ,
4 2 2

k k k

klz kl
k

k l z

p z z kl z kl C

u f d d
a a

η−+

+

ϕ + −Ψ + − −

η− ξ η+ ξ − λ + ξ η 
 ∫ ∫

	
(10)
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( )( ) ( ) ( )

( )
2

( 1) 2

1( ) = ( ) ( )
2

1 ( ) , ,
4 2 2

k k k

y kl
k

k l kl

g y y kl y kl C

u f d d
a a

-

+ η-

ϕ - + Ψ - + -

η- ξ η+ ξ - λ + ξ η 
 ∫ ∫

	
(11)

где ( ) ( )1( ) = ( ) .
z

k k

l

z y dy
a

Ψ ψ∫
Исходя из формул (10), (11), выпишем представление решения задачи на множестве ( ,1) :kQ  

	
( )

( ) ( )
2

2 2

( ) ( ) ( )

1( , ) = ( ) ,
4 2 2

1 1( ) ( ) ( ) .
2 2

x at x at
k k

x at kl kl

x at kl
k k k

x at kl

u t x u f d d
a a

x at kl x at kl z dz
a

- +

+ - ξ+

+ -

- +

η - ξ η+ ξ - λ + η ξ + 
 

+ ϕ - + + ϕ + - + ψ

∫ ∫

∫
	

(12)

Л е м м а  1. Пусть функции 1, ( ).nf C Q-λ ∈  Тогда решение u(k)(t,x) уравнения (12) существует, 
единственно в классе ( ,1)( )n kC Q  и непрерывно зависит от функций φ(k)(x), ψ(k)(x) тогда и только 
тогда, когда ( ) ( ) 1([0; ]),  ([0; ]).k n k nC l C l-ϕ ∈ ψ ∈

Д о к а з а т е л ь с т в о. Лемма 1 доказывается аналогично теореме 1.
Условие на левой границе. Рассмотрим решение задачи (1)–(3) в области Q(k,2). Из гранично-

го условия (3) находим 

	

(0) ( )
2

( 1)
( ) ( )

1( ) = ( ,0) = ( ) ,
4 2 2

( ) ( ), [ ( 1) ; ].

at at
k

kl k l
k k

z y z yt u t u f dzdy
a a

p at g at at k l kl

-

- +

- + µ - λ + + 
 

+ - + - ∈ - + -

∫ ∫

	 (13)

Отсюда находим p(k)(z): 

	

( )

( ) (0) ( )
2

( 1)

( ) ( )

( )
2

( 1) 2

1( ) = ( ) ,
4 2 2

1 ( ) ( )
2

1 ( ) , ,     [ ( 1) ; ],
4 2 2

z z
k k

kl k l

k k

z kl
k

k l kl

zp z u f d d
a a a

z kl z kl C

u f d d z k l kl
a a

-

- +

- -

+ η-

η - ξ η+ ξ   µ - + λ + η ξ -   
   

- ϕ - - + Ψ - - + +

η- ξ η+ ξ + λ + ξ η ∈ - + - 
 

∫ ∫

∫ ∫
	

(14)

где константа C та же, что и в формулах (10), (11).
Используя формулы (11), (14), запишем представление решения u(k) на множестве ( ,2) :kQ

	

( )

( ) ( ) (0)
2

( ) ( ) ( )

( )
2

2

1( , ) = ( ) ,
4 2 2

1 1( ) ( ) ( )
2 2

1 ( ) , , ( , )
4 2 2

x at x at
k k

kl x at
x at kl

k k k

x at kl
x at kl

k

x at kl

xu t x u f d d t
a a a

x at kl x at kl z dz
a

u f d d t x
a a

- +

- - +

+ -

- + -

+ -

- + η-

η - ξ η+ ξ   - λ + ξ η+ µ - + +   
   

+ ϕ + - - ϕ - + - + ψ -

η- ξ η+ ξ - λ + ξ η ∈ 
 

∫ ∫

∫

∫ ∫ ( ,2) .kQ
	

(15)

Л е м м а  2. Пусть 1, ( ).nf C Q-λ ∈  Тогда решение уравнения (15) существует, единственно 
в классе ( ,2)( )n kC Q  и непрерывно зависит от функций φ(k), ψ(k), μ(0) тогда и только тогда, когда 

( ) ( ) 1 (0)([0; ]),  ([0; ]),  ([0; )).k n k n nC l C l C-ϕ ∈ ψ ∈ µ ∈ +∞  
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Проводится аналогично доказательству теоремы 1.
Условие на правой границе. Рассмотрим решение задачи (1)–(3) в области ( ,3) .kQ  Согласно 

граничному условию (3), из 

	

( ) ( ) ( ) ( )
2

( 1)

1( , ) = ( ) = ( ) ( ) ( ) , ,
4 2 2

[( 1) ;( 2) ],

 

 

             
 

   

 
l at l at

l k k k

kl k l

u t l t p l at g l at u f d d
a a

l at k l k l 	
(16)

находится выражение для функции g(k)(y), где y = l + at. Из равенства (16) имеем

	

2
( ) ( ) ( )

2
( 1)

( ) ( )

2 2 2
( )

2
( 1) 2

1( ) = ( ) ,
4 2 2

1 1(2 ) (2 2 )
2 2 2

1 ( ) , ,    [( 1) ;( 2) ].
4 2 2

l y y
k l k

kl k l

k k

l y kl kl
k

k l l y

y lg y u f d d
a a a

Cl y kl l y kl

u f d d y k l k l
a a

-

- +

- + η-

+ -

- η- ξ η+ ξ   µ + λ + η ξ -   
   

- ϕ - + + Ψ - + + +

η- ξ η+ ξ + λ + ξ η ∈ + + 
 

∫ ∫

∫ ∫
	

(17)

Следовательно, решение уравнения в области ( ,3)kQ  запишется в следующем виде:

( ) ( )
2

2 ( 1)

1( , ) = ( ) ,
4 2 2

x at x at
k k

l x at k l

u t x u f d d
a a

- +

- - +

η - ξ η+ ξ - λ + η ξ + 
 ∫ ∫

 

( )( ) ( )1 ( ) (2 )
2

k kx at kl l x at kl+ ϕ - + -ϕ - - + +
 

2
( ) ( )1 ( )

2

l x at kl
l k

x at kl

x at l z dz
a a

- - +

- +

+ - +µ + ψ - 
  ∫

 
22

( )
2

( 1)

1 ( ) ,
4 2 2

klx at kl
k

k l x at

u f d d
a a

η-- +

+ -

η - ξ η+ ξ - λ + ξ η+ 
 ∫ ∫

 

	

22 2
( ) ( ,3)

2
( 1) 2

1 ( ) , ,    ( , ) .
4 2 2

kll x at kl
k k

k l l x at

u f d d t x Q
a a

η-- - +

+ - -

η - ξ η+ ξ + λ + ξ η ∈ 
 ∫ ∫

	
(18)

Л е м м а  3. Пусть 1, ( ).nf C Q-λ ∈  Тогда решение уравнения (18) существует и единственно 
в классе ( ,3)( ),n kC Q  а также непрерывно зависит от функций φ(k), ψ(k), μ(l) тогда и только тогда, 
когда ( ) ( ) 1 ( )([0; ]),  ([0; ]),  ([0; )).k n k n l nC l C l C-ϕ ∈ ψ ∈ µ ∈ +∞

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проводится аналогично доказательству теоремы 1.
В области ( ,4)kQ  значения выражений [( 1) ;( 2) ],  [ ( 1) ; ].x at k l k l x at k l kl+ ∈ + + - ∈ - + -  Следо

вательно, решение можно выписать с использованием функций (14) и (17): 

( ) ( )
2

( 1)

1( , ) = ( ) ,
4 2 2

x at x at
k k

kl k l

u t x u f d d
a a

- +

- +

η - ξ η+ ξ - λ + η ξ + 
 ∫ ∫

 
( ) (0)

2
( 1)

1 ( ) ,
4 2 2

x at x at
k

kl k l

x atu f d d
a a a

- - +

- +

η - ξ η+ ξ -   + λ + η ξ + µ - -   
   ∫ ∫

 

( )( ) ( ) ( )1 ( ) ( )
2

k k l x at lx at kl x at kl
a

+ - - ϕ - + - + Ψ - + - + µ + 
   
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( )
2

( 1) 2

1 ( ) ,
4 2 2

x at kl
k

k l kl

u f d d
a a

- + -

+ η-

η - ξ η+ ξ + λ + ξ η+ 
 ∫ ∫

 
2

( )
2

( 1)

1 ( ) ,
4 2 2

l x at x at
k

kl k l

u f d d
a a

- - +

- +

η - ξ η+ ξ + λ + η ξ - 
 ∫ ∫

 
( ) ( )1 1(2 ) (2 )

2 2
k kl x at kl l x at kl- ϕ - - + + Ψ - - + +

 

	

22 2
( )

( 1) 2

( ) , .
2 2

kll x at kl
k

k l l x at

u f d d
a

η-- - +

+ - -

η - ξ η+ ξ + λ + ξ η 
 ∫ ∫

	
(19)

Л е м м а  4. Пусть 1, ( ).nf C Q-λ ∈  Тогда решение u(k)(t,x) уравнения (19) существует 
и единственно в классе ( ,4)( )n kC Q  тогда и только тогда, когда ( ) ( ) ( ) 1([0; )),  {0, },  ([0; ]),  ([0; ]).j n k n k nC j l C l C l-µ ∈ +∞ ∈ ϕ ∈ ψ ∈ 

( ) ( ) ( ) 1([0; )),  {0, },  ([0; ]),  ([0; ]).j n k n k nC j l C l C l-µ ∈ +∞ ∈ ϕ ∈ ψ ∈
Д о к а з а т е л ь с т в о. Оператор уравнения (19) в точности представляет собой оператор в ус-

ловиях теоремы 1. Условия лемм 1, 2, 3 и тот факт, что 1, ( ),nf C Q-λ ∈  гарантируют выполнение 
условий гладкости для теоремы 1. Лемма 4 доказана.

Таким образом, сформулируем  
Ут в е р ж д е н и е. Пусть 1, ( ).  nf C Q  Тогда решение поставленной задачи (1), (3), (9), задавае

мое формулами (12), (15), (18), (19), существует, единственно и принадлежит классу ( )
4

( , )

=1

n k j

j

C Q


 

тогда и только тогда, когда ( ) ( ) 1( ) ([0; ]),  ( ) ([0; ]),k n k nx C l x C l-ϕ ∈ ψ ∈  ( ) ( ) ([0; )),  {0, }.j nt C j lµ ∈ +∞ ∈  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение следует из лемм 1, 2, 3 и 4. Утверждение доказано.
С л е д с т в и е  1. При выполнении утверждения функции 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

[ ( 1) ; ] [ ; ( 1) ] ,
[ ;( 1) ] [( 1) ;( 2) ] .

k n n

k n n

p C k l kl C kl k l
g C kl k l C k l k l

∈ - + - - - -
∈ + + +





Д о к а з а т е л ь с т в о. В представлениях (10), (11), (14), (17) фигурируют решения u(k) в соот-
ветствующих подобластях. Так как утверждение дает условия на принадлежность решения клас-
су ( , )( ),n k jC Q  то из этих условий следует принадлежность функций p(k), g(k) классу Cn на областях 
своего задания. Следствие 1 доказано.

Условия согласования. Для окончательного разрешения вопроса о n-непрерывной диффе-
ренцируемости решения в области ( )kQ  осталось показать, что функции p(k) и g(k) являются n раз 
непрерывно дифференцируемыми на множестве своего задания.

Из следствия 1 вытекает, что для гладкости функций p(k) и g(k) необходимо и достаточно, что-
бы выполнялись условия согласования 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( 0) = ( 0),

( 1) 0 = ( 1) 0 ,     = 0, .

i k i k

i k i k

d p kl d p kl

d g k l d g k l i n

- - - +

+ - + +

Рассмотрим функцию (10). Вычислим ее производные и выведем общую формулу для произ-
вольного i. Введем обозначение ( )( , ) = ( )( , ) :kt x u f t xΛ λ +

	

( )
2

( ) ( ) ( )
2

( 1)

1 1( ) = ( ) ( ) , ,  
2 4 2 2

[ ;( 1) ],

z kl
k k k

k l

z zdp z d z kl d z kl d
a a

z kl k l

+

+

η - η+ ϕ + - Ψ + + Λ η 
 

∈ - - -

∫

	 (20)



      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2022. T. 58, № 1. С. 34–47	 41

	

( )2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

2

2 2
( 1)

1( ) = ( ) ( )
2

1 1, , ,
4 4 2 2

[ ;( 1) ],

k k k

z kl

z
k l

d p z d z kl d z kl

kl z zz kl d d
a a a a

z kl k l

+

+

ϕ + - Ψ + +

η- η+   + Λ + + Λ η   
   

∈ - - -

∫

	 (21)

	

( )3 ( ) 3 ( ) 3 ( )

2 2

2
2

2
( 1)

1( ) = ( ) ( )
2

1 1 1 1, ,
4 4 2 2

1 , .
4 2 2

k k k

x t x

z kl

z
k l

d p z d z kl d z kl

kl klz kl z kl
a a a a a

z zd d
a a

+

+

ϕ + - Ψ + +

     + ∂ Λ + + - ∂ + ∂ Λ + +     
     

η- η+ + Λ η 
 ∫

	
(22)

Продолжая процесс, можно вывести общую формулу для производной порядка i ≥ 2 для функ-
ции p(k), определенной по формуле (10):

	

( )
2

( ) ( ) ( ) 1
2

( 1)

2
2

2
=0 =0

1 1( ) = ( ) ( ) ,
2 4 2 2

1 1 1 , ,
4 2 2

[ ;( 1) ],

z kl
i k i k i k i

z
k l

m j mji
i j j m j m
x m t x

j m

z zd p z d z kl d z kl d d
a a

klC z kl
a a a

z kl k l

+
-

+

--
- - -

η - η+ ϕ + - Ψ + + Λ η+ 
 

      + ∂ - ∂ ∂ Λ +             
∈ - - -

∫

∑ ∑

	 (23)

где !=
!( )!

j
m

jC
m j m-

 – биномиальный коэффициент.

Проводя аналогичные рассуждения для функции p(k), определенной по формуле (14), полу-
чим выражение

	

( )( ) (0) ( ) ( )

2
2

2
=0 =0

2

=0

( 1) ( 1)( ) = = ( = )
2

( 1) 1 1 = , =
4 2 2

2 1 1
2 2

i i
i k i i k i k

i

m j mi ji
i j j m j m
x m t x

j m

m j mj
i j j m
t m tj

m

zd p z d t d d x z kl
a a

klC t x z kl
a a a

C
a a

--
- - -

-
- -

- - µ - - ϕ + Ψ - - - 
 

 -      - ∂ - ∂ ∂ Λ - - +             

   + ∂ - - ∂ ∂   
   

∑ ∑

∑
2

1 1
2 2

( 1)

= , = 0

1 1, , ,
4 2 2 4 2 2

[ ( 1) ; ].

j m
x

z z kl
i i
z z

k l z

zt x
a

z z z zd d d d
a a a a

z k l kl

-

- +
- -

+

  Λ - +     
η- η+ - - ξ - + ξ   + Λ η+ Λ ξ   

   

∈ - + -

∫ ∫

	 (24)

Из формул (23) и (24) выводятся условия согласования в точке z = –kl для функций ( ) ( )i kd p z  
при i ≥ 2, а именно:

	

( ) ( )( )(0) 1 ( ) 1 ( )

2
2

2
=0 =0

2

=0

( 1) 1 ( 1) 1 (0) ( 1) 1 (0) =
2

( 1) 1 1= 2
4 2 2

1 1 1 ,0
2 2

i
i i j k i j k

i

m j mi ji
i j j m j m
x m t x

j m

m j mj
i j j m j m
t m t xj

m

kld d d
a a

C
a a

klC
a a a

+ +

--
- - -

-
- - -

-  µ - - - ϕ + - + Ψ 
 

-     ∂ - ∂ ∂ +        
    + ∂ - - ∂ ∂ Λ          

∑ ∑

∑ . 
 	

(25)
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В формуле (25) фигурируют смешанные производные от функции Λ(t,x). Распишем их по
дробнее:

	

( )( )

= / , =0 = / , =0

( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 1

=0 =01 1 = / , =0

( , ) = ( ) ( , ) =

= ( , ) ( , ) ( , ) ,

k
t x t x t xt kl a x t kl a x

k
t x t x t x

t kl a x

t x u f t x

C C t x u t x f t x

α β α β α β

βα
α-α β-β α βα β α β

α β
α β

∂ ∂ Λ ∂ ∂ λ + ∂ ∂

 
∂ ∂ λ ∂ ∂ + ∂ ∂  

 
∑∑

	

(26)

где выражение ( )1 1 ,0k
t x

klu
a

α β  ∂ ∂  
 

 вычисляется по следующей рекуррентной формуле: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1,0 = (0), ,0 = (0), 0,k k k k

x x x t x
kl klu u
a a

β β β β   ∂ ∂ ϕ ∂ ∂ ∂ ψ β ≥   
   

2 2( ) 2 ( )1 1 1 1,0 = ,0k k
x t x t

kl klu a u
a a

β α β + α -   ∂ ∂ ∂ ∂ +   
     

	

21 2 2 ( )1 1 1 2 2 1 1
12

=02

,0 ,0 ,0 ,    2.k
x t t x t

kl kl klC u f
a a a

α -
β α - α - -α α β α

α
α

     +∂ ∂ λ ∂ + ∂ ∂ α ≥     
     

∑
	

(27)

Условия согласования для функции p(k) и ее производной первого порядка в точке z = –kl вы-
ведены в работе [1]: 

	
(0) ( ) (0) ( )(0) = 0, (0) = 0.k kkl kld

a a
   µ - ϕ µ -ψ   
    	

(28)

Аналогично выводятся условия согласования для функции g(k) в точке = ( 1) .y k l+  Из фор-
мулы (11) следует, что общий вид производной ( ) ( ), [ ;( 1) ],  2i kd g y y kl k l i∈ + ≥ , записывается как 

( )
2

( ) ( ) ( ) 1
2

1 1( ) = ( ) ( ) ,
2 4 2 2

y kl
i k i k i k i

y
kl

y yd g y d y kl d y kl d d
a a

-
-

-

- ξ + ξ ϕ - - Ψ - + Λ ξ + 
 ∫

 
2

2
2

=0 =0

1 1 1 = , = ,
4 2 2

m j mi i
i j j m j m
x m t x

j m

klC t x y kl
a a a

--
- - -

      + ∂ - ∂ ∂ Λ -             
∑ ∑

	 [ ;( 1) ].z kl k l∈ + 	 (29)

Из формулы (17) следует, что общий вид производной ( ) ( ), [( 1) ;( 2) ],  2i kd g y y k l k l i∈ + + ≥ , запи-
сывается как 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 ( 1)( ) = (2 )
2

i
i k i l i k i k

i

y ld g y d d d l y kl
a a

- - µ - ϕ - Ψ - + - 
   

2
2

2
=0 =0

( 1) 1 1 ,2
4 2 2

m j mi i i
i j j m j m
x m t x

j m

klC l y kl
a a a

--
- - -

 -      - ∂ - ∂ ∂ Λ - + +             
∑ ∑

 

2

=0

2 1 1 ,
2 2

m j mi
i j j m j m
t m t xj

m

y lC l
a a a

-
- - -

  -     + ∂ ∂ ∂ Λ +             
∑

 
2 2 2

1 1
2 2

1 2 2 1, , ,
4 2 2 4 2 2

l y kl l y
i i
y y

y kl

l y l y y yd d d d
a a a a

- + -
- -

-

η - + η+ - - ξ + ξ   + Λ η+ Λ ξ   
   ∫ ∫

	 [( 1) ;( 2) ].y k l k l∈ + + 	 (30)
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Из формул (29) и (30) выводятся условия согласования в точке = ( 1)y k l+  для функций 
( ) ( )i kd g y  при i ≥ 2 в виде

( ) ( )( )( ) 1 ( ) 1 ( )1 1 ( 1) 1 ( ) ( 1) 1 ( ) =
2

j l j j k j j k
j

kld d l d l
a a

+ + µ + - - ϕ - - + Ψ 
   

2
2

2
=0 =0

( 1) 1 1= 2
4 2 2

m j mi i i
i j j m j m
x m t x

j m
C

a a

--
- - -

-     ∂ - ∂ ∂ +        
∑ ∑

 

	

2

=0

1 1 1 , ,
2 2

m j mi
i j j m j m
t m t xj

m

klC l
a a a

-
- - -

     + ∂ ∂ ∂ Λ            
∑

	
(31)

где смешанные производные от функции Λ(t,x) вычисляются по формулам (26) и (27) в точке 

= , = .klt x l
a

 
 
 

Условия согласования для функции g(k) и ее производной первого порядка в точке = ( 1)y k l+  
выведены в работе [1]: 

	
( ) ( ) ( ) ( )( ) = 0,     ( ) = 0.l k l kkl kll d l

a a
   µ - ϕ µ -ψ   
    	

(32)

Таким образом, справедлива 
Л е м м а  5. Пусть функции 1, ( ).  nf C Q  Решение задачи (1), (3), (9) существует и един-

ственно в классе ( )( )n kC Q  тогда и только тогда, когда ( ) ( ) ([0; )),  {0, },j nt C j lµ ∈ +∞ ∈  а также 
( ) ( ) 1( ) ([0; ]),  ( ) ([0; ])k n k nx C l x C l-ϕ ∈ ψ ∈  и выполняются условия согласования (25), (28), (31), (32).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Существование и единственность решения следует из утверждения. 
Из него же следует, что каждое решение u(k) принадлежит классу ( , )( )n k jC Q  для каждого = 1,4.j  
Следовательно, решение u(k) будет принадлежать классу ( )( )n kC Q  тогда и только тогда, когда вы-
полнены условия согласования (25), (28), (31), (32).

Решение задачи в полуполосе. В предыдущем пункте была решена задача (1)–(3) в каждой 
из подобластей ( )

.
k

Q  Выведем теперь условия принадлежности решения u(t,x) задачи (1)–(3) 
классу ( )( ) ( 1) .n k kC Q Q -



Л е м м а  6. Пусть функции 1,  ( ),  nf C Q  а u(k) – решение задачи (1)–(3) на множестве ( )kQ  
и ( ) ( )( , ) ( ),k n ku t x C Q∈  а u(k–1) – решение на множестве ( 1)kQ -  и ( 1) ( 1)( , ) ( ).k n ku t x C Q- -∈  Тогда функция 

	

( ) ( )
( , 1)

( 1) ( 1)

( , ), ( , ) ,
( , ) =

( , ), ( , )

k k
k k

k k

u t x t x Q
u t x

u t x t x Q
-

- -

 ∈


∈ 	
(33)

будет n раз непрерывно дифференцируемой на множестве ( ) ( 1)k kQ Q -


 тогда и только тогда, 
когда начальные условия на слое k определены как 

( ) ( 1) ( 1)
2

( 1)

1( ) = , = ( ) ,
4 2 2

x kl x kl
k k k

k l kl

klx u x u f d d
a a a

- +
- -

- -

η - ξ η+ ξ   ϕ - λ + η ξ +   
   ∫ ∫

 
( 1) ( 1)( ) ( ),k kp x kl g x kl- -+ - + +

( ) ( 1) ( 1) ( 1)( ) = , = ( ) ( )k k k k
t

klx u x adp x kl adg x kl
a

- - - ψ ∂ - - + + + 
 
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( 1)1 ( ) ,
4 2 2

x kl
k

kl

x kl x klu f d
a a

+
- η - + η+ - + λ + η- 

 ∫
 

	

( 1)

( 1)

1 ( ) , , [0; ].
4 2 2

x kl
k

k l

x kl x klu f d x l
a a

-
-

- -

+ - ξ + + ξ - λ + ξ ∈ 
 ∫

	
(34)

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из доказательства леммы 5.1 в работе [1]. 
С л е д с т в и е  2. Условия согласования (25), (28), (31), (32) на слое k выполняются тогда 

и только тогда, когда выполняются условия согласования (25), (28), (31), (32) на слое k – 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим условие (28). Вычислим первое выражение из (34) в точке 

x = 0. Получим 

	
( ) ( 1) ( 1)(0) = ( 0) ( 0).k k kp kl g kl- -ϕ - + + - 	 (35)

Выразим теперь функцию p(k–1)(z) из (13) в точке = 0 :z kl- -  

	
( 1) (0) ( 1)( 0) = ( 0).k kklp kl g kl

a
- - - + µ - + 

  	
(36)

Подставим (36) в (35), c учетом условий согласования (28) получим 

	

( ) ( ) (0) ( )

( 1) ( 1)

( 0) ( 0) = (0) =

= ( 0) ( 0).

k k k

k k

klp kl p kl
a

g kl g kl- -

 - - - - + -µ + ϕ 
 

+ - - 	 (37)

Вычислим значение первого выражения из (34) в точке x = l: 

	 ( ) ( )( ) ( 1) ( 1)( ) = ( 1) 0 ( 1) 0 .k k kl p k l g k l- -ϕ - - - + + + 	 (38)

Теперь выразим функцию ( )( 1) ( 1) 0kg k l- + +  из (16): 

	
( ) ( )( 1) ( ) ( 1)( 1) 0 = ( 1) 0 .k l kklg k l p k l

a
- - + + µ - - - + 

  	
(39)

Подставим (39) в (38). С учетом условий согласования (32) получим следующее выражение: 

	

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( 1) ( 1)

( 1) 0 ( 1) 0 = ( ) =

= ( 1) 0 ( 1) 0 .

k k l k

k k

klg k l g k l l
a

p k l p k l- -

 + + - + - -µ + ϕ 
 

- - - - - - + 	 (40)

Аналогично рассматриваются остальные условия согласования. Отсюда вытекает 
Те о р е м а  2. Пусть 1, ( ).nf C Q-λ ∈  Решение задачи (1)–(3) существует и единственно в клас-

се ( )nC Q  тогда и только тогда, когда ( ) 1([0; )),  {0, },  ([0; ]),  ([0; ])j n n nC j l C l C l-µ ∈ +∞ ∈ ϕ∈ ψ∈  
и выполняются однородные условия согласования для = 2, :i n  

	

    (0) 1 1

2
2

2
=0 =0

2

=0

( 1) 1(0) ( 1) 1 (0) ( 1) 1 (0) =
2

( 1) 1 1= 2
4 2 2

1 1 1 (0,0),
2 2

 


  


  

         

                 
                    

 



i
i i j i j

i

m j mi ji
i j j m j m
x m t x

j m

m j mj
i j j m j m
t m t xj

m

d d d
a

C
a a

C
a a 	

(41)
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( ) ( )( )( ) 1 1

2
2

2
=0 =0

2

=0

1 1(0) ( 1) 1 ( ) ( 1) 1 ( ) =
2

( 1) 1 1= 2
4 2 2

1 1 1 (0, ),
2 2

j l j j j j
j

m j mi i i
i j j m j m
x m t x

j m

m j mi
i j j m j m
t m t xj

m

d d l d l
a

C
a a

C l
a a

+ +

--
- - -

-
- - -

µ + - - ϕ - - + Ψ

-     ∂ - ∂ ∂ +        
    + ∂ ∂ ∂ Λ          

∑ ∑

∑
	

(42)

	
(0) (0)(0) (0) = 0, (0) (0) = 0,dµ -ϕ µ -ψ 	 (43)

	
( ) ( )(0) ( ) = 0, (0) ( ) = 0.l ll d lµ -ϕ µ -ψ 	 (44)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство данной теоремы проводится по индукции по номеру 
области k, исходя из лемм 1, 6, утверждения и следствия 2. Рассмотрим случай k = 0.

Представление функций p(0)(z) и g(0)(y) через u(0)(t,x), где [0; ],  [0; ],z l y l∈ ∈  из задачи Коши 

	
( )(0) (0)

2

1 1( ) = ( ) ( ) ( ) , ,
2 4 2 2

z

l z

p z z z C u f d d
a a

η η- ξ η+ ξ ϕ -Ψ - - λ + ξ η 
 ∫∫

	
(45)

	
( )

0
(0) (0)

2

1 1( ) = ( ) ( ) ( ) , ,
2 4 2 2

y

l

g y y y C u f d d
a aη

η- ξ η+ ξ ϕ + Ψ + - λ + ξ η 
 ∫∫

	
(46)

где 1( ) = ( ) .
z

l

z y dy
a

Ψ ψ∫  

Из левого и правого граничных условий представление функций p(0)(z) и g(0)(y) через u(0)(t,x), 
где [ ;0],  [ ;2 ],z l y l l∈ - ∈  следующее:

	

( )(0) (0) (0)
2

0
0

(0)
2

1 1( ) = ( ) , ( ) ( )
4 2 2 2

1 ( ) , , [ ;0],
4 2 2

z z

l
z

l

zp z u f d d z z C
a a a

u f d d z l
a a

-

-

η

η - ξ η+ ξ   µ - + λ + η ξ - ϕ - + Ψ - + +   
   

η- ξ η+ ξ + λ + ξ η ∈ - 
 

∫ ∫

∫ ∫
	

(47)

	

2
(0) ( ) (0)

2
0

2
(0)

2
2

1( ) = ( ) ,
4 2 2

1 1(2 ) (2 )
2 2 2

1 ( ) , ,     [ ;2 ].
4 2 2

l y y
l

l

l yl

l l y

y lg y u f d d
a a a

Cl y l y

u f d d y l l
a a

-

- η

-

- η- ξ η+ ξ   µ + λ + η ξ -   
   

- ϕ - + Ψ - + +

η- ξ η+ ξ + λ + ξ η ∈ 
 

∫ ∫

∫ ∫
	

(48)

Заметим, что при выполнении условий ( ) 1([0; )),  {0, },  ([0; ]),  ([0; ])j n n nC j l C l C l-µ ∈ +∞ ∈ ϕ∈ ψ∈  
выполняются условия лемм 1–3 и, следовательно, функция u(0) в подынтегральных выражениях 
будет принадлежать классу (0, )( ),  = 1,4,n jC Q j  на области своего задания. Таким образом, верно 
следствие 1. И для выполнения условий леммы 5 при k = 0 необходимо и достаточно выполнения 
условий согласования (41)–(44). Из следствия 2 вытекает, что выполнения условий согласования 
при k = 0 необходимо и достаточно для выполнения услвоий согласования (25), (28), (31), (32) при 
k = 1. При этом выполнения этих условий достаточно для того, чтобы (1) (1)( ).nu C Q∈  Из леммы 6 
следует, что функция (0,1) (0,1)( , ) ( ). nu t x С Q  Продолжая процесс, получаем доказываемое утверж-
дение.
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З а м е ч а н и е  1. Если вместо уравнения (1) взять уравнение колебания струны, т. е. положить 
0,λ ≡  то в условиях согласования (41), (42) вместо функции Λ будет стоять неоднородность f:

	

( ) ( )( )(0) 1 1

2
2
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=0 =0

2

=0

( 1) 1(0) ( 1) 1 (0) ( 1) 1 (0) =
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( 1) 1 1= 2
4 2 2

1 1 1 (0,0),
2 2
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a

C
a a
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a a

+ +
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- - -

-
- - -

-
µ - - - ϕ + - + Ψ

-     ∂ - ∂ ∂ +        
    + ∂ - - ∂ ∂           

∑ ∑

∑
	

(49)
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2
=0 =0

2
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2

( 1) 1 1= 2
4 2 2
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2 2

j l j j j j
j
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i j j m j m
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m
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a

C
a a
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a a

+ +

--
- - -

-
- - -

µ + - - ϕ - - + Ψ

-     ∂ - ∂ ∂ +        
    + ∂ ∂ ∂           

∑ ∑

∑
	

(50)

где 1( ) = ( ) .
x

l

x y dy
a

Ψ ψ∫  При этом условия (43), (44) останутся неизменными.

З а м е ч а н и е  2. Если вместо уравнения (1) взять однородное уравнение колебания струны, 
т. е. положить 0,  0,fλ ≡ ≡  то условия согласования записываются в виде 

( ) ( )( )(0) 1 1( 1) 1(0) ( 1) 1 (0) ( 1) 1 (0) = 0,     = 0, ,
2

i
i i i i i

i d d d i n
a

+ +-
µ - - - ϕ + - + Ψ

( ) ( )( )( ) 1 11 1(0) ( 1) 1 ( ) ( 1) 1 ( ) = 0,     = 0, ,
2

i l i i i i
i d d l d l i n

a
+ +µ + - - ϕ - - + Ψ

где 1( ) = ( ) .
x

l

x y dy
a

Ψ ψ∫
Заключение. В данной работе получены необходимые и достаточные условия на гладкость 

исходных данных, а также необходимые и достаточные условия согласования на заданные функ-
ции для первой смешанной задачи для уравнения типа Клейна – Гордона – Фока для случая про-
извольной гладкости решения. Кроме того, выписаны условия согласования для случая, когда 
рассматривается уравнение колебания струны.
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