
      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2022. T. 58, № 2. С. 179–189 179

ISSN 1561-2430 (Print)
ISSN 2524-2415 (Online)
УДК 519.8 Поступила в редакцию 25.02.2022 
https://doi.org/10.29235/1561-2430-2022-58-2-179-189 Received 25.02.2022 

В. А. Емеличев , С. Е. Бухтояров*

Белорусский государственный университет, Минск, Республика Беларусь

МЕРА УСТОЙЧИВОСТИ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ 
ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
С ПАРАМЕТРИЧЕСКИМ ПРИНЦИПОМ ОПТИМАЛЬНОСТИ

Аннотация. Рассматривается многокритериальная задача целочисленного линейного программирования с па-
раметрическим принципом оптимальности. Параметризация реализована путем разбиения множества критериев на 
несколько упорядоченных по важности непересекающихся групп (подмножеств) критериев с доминированием по 
Парето в пределах каждой группы. Введенный параметрический принцип оптимальности позволил связать такие 
классические принципы оптимальности, как лексикографический и паретовский. Для радиуса устойчивости, кото-
рый является предельным уровнем возмущений параметров задачи, не приводящих к появлению новых оптималь-
ных решений, получены верхняя и нижняя оценки в случае произвольных норм Гёльдера в критериальном про-
странстве и пространстве решений. Некоторые ранее известные результаты по устойчивости булевой задачи линей-
ного программирования сформулированы в качестве следствий. 
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STABILITY MEASURE OF MULTICRITERIA INTEGER LINEAR PROGRAMMING PROBLEM 
WITH A PARAMETRIC OPTIMALITY PRINCIPLE

Abstract. In this paper, we consider a multicriteria integer linear programming problem with a parametric principle 
of optimality. Parameterization is realized by dividing the set of criteria into several disjoint groups (subsets) of criteria 
ordered by importance, with Pareto dominance within each group. The introduced parametric principle of optimality made 
it possible to connect such classical principles of optimality as lexicographic and Pareto ones. For the stability radius, which 
is the limiting level of perturbations of the parameters of the problem, not causing the appearance of new optimal solutions, 
the upper and lower estimations are obtained in the case of arbitrary Hölder’s norms in the criterion space and solution space. 
Some previously known results on the stability of the Boolean linear programming problem are formulated as corollaries.
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Введение. При решении практических задач оптимизации необходимо учитывать различные 
виды неопределенности, связанные с ограниченной информацией о входных данных, с не пол-
ным соответствием математических моделей реальным процессам, округлениями и ошибками 
в расчетах и т. д. Поэтому исходные данные оптимизационной задачи определяются с опреде-
ленной погрешностью и, как правило, зависят от многих параметров и могут уточняться в про-
цессе решения. Основной вопрос, который при этом возникает: в каких пределах можно варьи-
ровать (возмущать) исходные данные задачи, чтобы множество оптимальных решений обладало 
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некоторым свойством инвариантности. Такая постановка вопроса и порождает проблему устой-
чивости задачи, признание которой как одной из центральных в математических исследованиях 
восходит к Ж. Адамару [1]: он включил условие устойчивости в понятие корректной математиче-
ской задачи наравне с условиями существования и единственности решения. 

Применительно к задачам дискретной оптимизации с множеством решений представляется 
важным выделить классы так называемых устойчивых задач, в которых небольшие изменения 
входных данных приводят к небольшим изменениям результата. К настоящему времени сфор-
мировались два основных подхода к исследованию устойчивости задач дискретной оптимиза-
ции с неопределенностью: качественный и количественный.

В рамках качественного подхода формулируются необходимые и достаточные условия различ-
ных типов устойчивости одного решения или множества решений рассматриваемой проблемы [2–6].

В рамках количественного подхода основные усилия направлены на определение такого диа-
пазона возмущений для входных данных, чтобы множество эффективных (оптимальных) реше-
ний обладало некоторым свойством инвариантности. Распространенной количественной мерой 
предельного уровня таких возмущений исходных данных является радиус (различных типов) 
устойчивости, для которого найдены формулы или (достижимые) нижние и верхние оценки для 
случаев разнообразных метрических норм в критериальном пространстве и пространстве пара-
метров [7–14]. Анализ чувствительности также проводится для различных задач теории распи-
саний [15, 16]. 

Данная работа развивает количественный подход применительно к многокритериальной за-
даче целочисленного линейного программирования. Первые результаты в этом направлении бы-
ли получены в [17] и позже развиты, например, в [10, 11, 13, 18–23] для разнообразных принципов 
оптимальности, в том числе и параметрических, и для случаев различных норм в критериальном 
пространстве и пространстве решений. 

В настоящей работе мы находим верхнюю и нижнюю границы радиуса устойчивости зада-
чи целочисленного линейного программирования с параметрическим принципом оптимально-
сти. Параметризация реализована путем разбиения множества критериев на несколько упорядо-
ченных по важности непересекающихся групп (подмножеств) критериев с доминированием по 
Парето в пределах каждой группы. Частными случаями введенного параметрического принципа 
являются лексикографический принцип и принцип оптимальность по Парето.

Постановка задачи и основные определения. Рассмотрим m-критериальную задачу цело-
численного линейного программирования (ЦЛП) с n переменными

1 2( , ,..., ) min ,T
m

x X
Cx C x C x C x

∈
= →

где [ ] ,  ,  2,m n
ijC c n m , n×= ∈ ∈ ≥R N  Ci – i-я строка матрицы C, {1,2,..., },mi N m∈ =  X – множество 

решений в Zn, причем 1 21 | | ,  ( , ,..., ) .T
nX x x x x< < ∞ =

Для этой задачи введем параметрический принцип оптимальности лексикографического по-
рядка.

Пусть 1 2,  ( , ,..., )m ss N I I I I∈ =  – разбиение множества Nm на s непустых непересекающихся 
подмножеств (групп), т. е.

,
s

m k
k N

N I
∈

=


где 

,   ;     ;k s i jI k N i j I I≠ ∅ ∈ ≠ ⇒ ∩ =∅
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1 1{ 1, 2,..., }.s s sI t t m- -= + +

Каждому такому разбиению I на s групп в критериальном пространстве mR  поставим в соот-
ветствие бинарное отношение лексикографического порядка Ωm,s между различными векторами 

1 2( , ,..., )T
my y y y=  и 1 2( , ,..., ) ,T

my y y y′ ′ ′ ′=  полагая
, ,

k k

m s
I Iy y y y′ ′Ω ⇔ 

где { }min : ;
i is I Ik i N y y′= ∈ ≠  

iIy  и 
iIy′  – проекции соответственно векторов y и y′ на координат-

ные оси пространства mR  с номерами группы Ik;   – отношение, порождающее в пространстве 
| |kIR  принцип оптимальности по Парето [24]:

& .
k k k k k kI I I I I Iy y y y y y′ ′ ′⇔ ≠ ≥

Введенное бинарное отношение Ωm,s задает принцип упорядоченности сформированных 
s групп критериев по важности, при этом внутри каждой группы задается паретовский принцип 
оптимальности. В результате это отношение порождает лексикографическое множество или, 
иначе, множество I-эффективных решений

{ }, ,( ) : ( ) ,m s m sG C x X x X Cx Cx′ ′= ∈ ∀ ∈ Ω

где , ,m sΩ  как обычно, означает отрицание отношения Ωm,s. Задачу ЦЛП, состоящую в поиске 
множества Gm,s(C), будем обозначать через Zm,s(C), а задачу с булевыми переменными, т. е. при 

,nX ⊆ E  через , ( ).m s
BZ C

Множество Gm,s(C) также можно задать в следующем виде:

{ }, ( ) : ( , ) ,m sG C x X X x C= ∈ =∅

где 
,( , ) { ' : }.m sX x C x X Cx Cx′= ∈ Ω

Очевидно, что множество ,1( ), ,m m nG C C ×∈R  где I = (Nm), есть множество Парето, т. е.

{ },1( ) ( ) : ( ) .mG C P C x X x X Cx Cx′ ′= = ∈ ∀ ∈ 

В частности, если m = 1, то очевидно, что

{ }( ) Arg min : .P C Cx x X= ∈

Также очевидно, что множество Gm,m(C), где ({1},{2},...,{ }),I m=  совпадает с множеством лекси-
кографически оптимальных решений

{ }, ( ) ( ) : ( ) ,m mG C L C x X x X Cx Cx′ ′= = ∈ ∀ ∈ 

где   – лексикографический порядок в критериальном пространстве ,mR  задаваемый формулой

,k ky y y y′⇔ >

где 1 2 1 2 .( , , ..., ) ,  ( , , ..., ) ,  min{ : }.T T
m m m i iy y y y y y y y k i N y y′ ′ ′ ′ ′= = = ∈ ≠

Таким образом, в данном контексте под параметризацией принципа оптимальности пони-
мается введение такой характеристики бинарного отношения предпочтения решений, которая 
в частных случаях порождает такие широко известные принципы оптимальности, как паретов-
ский и лексикографический.
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Нетрудно понять, что введенное бинарное отношение Ωm,s антирефлексивно, асимметрично, 
транзитивно, а следовательно, и ациклично. Поэтому в силу конечности множества X множество 
Gm,s(C) не пусто при любой матрице m nC ×∈R  и при всяком разбиении I множества Nm на s групп, 

.ms N∈  Более того, с учетом конечности и дискретности множества X, множество Gm,s(C) внешне 
устойчиво [24], т. е. для любого , ( )m sx G C∉  существует , ( ) ( , ).m sx G C X x C′∈ ∩  

В пространстве решений nR  зададим произвольную метрику Гёльдера , [1, ],pl p∈ ∞  т. е. под 
нормой вектора 1 2( , ,..., )T n

na a a a= ∈R  понимаем число
1/

| | , если 1 ,

max{| | : }, если .


 
       
   

 
n

p

p
j

j Np

j n

a p
a

a j N p

В критериальном пространстве mR  зададим произвольную метрику Гёльдера , [1, ],ql q∈ ∞  
и .p ql l≠  Под нормой || ||pqC  матрицы m nC ×∈R  со строками , ,i mC i N∈  мы понимаем норму век-
тора, составленного из норм строк матрицы, т. е.

1 2|| || (|| || ,|| || ,..., || || ) .pq p p m p q
C C C C=

Очевидно, что

 || || || || || || ,    .i p I pq pq mC C C i I N≤ ≤ ∈ ⊆  (1)

Легко видеть, что для любого вектора 1 2( , ,..., )T n
na a a a= ∈R  такого, что

| | , ,j na j N= α ∈

при любом [1, ]p∈ ∞  выполняется равенство

 
1/|| || .p

pa n= α  (2)

В пространстве решений nR  наряду с нормой , [1, ],pl p∈ ∞  будем использовать сопряжен-
ную норму * ,pl  где числа p и p* связаны равенством

*

1 1 1,
p p
+ =

полагая p* = 1 при p = ∞ и p* = ∞ при p = 1. Таким образом, в последующем считаем, что областью 
изменений чисел p и q является отрезок [1,∞], а сами числа связаны указанными выше условиями.

Далее будем использовать неравенство Гёльдера

 *| | || || || || ,T
p pa b a b≤  (3)

справедливое для любых векторов 1 2 1 2( , ,..., ) ,   ( , ,..., )T n T n
n na a a a b b b b= ∈ = ∈R R  и любого [1, ].p∈ ∞

Возмущения элементов матрицы C будем осуществлять путем сложения ее с матрицей 
.m nC ×′∈R  Это означает, что возмущенная задача , ( )m sZ C C′+  имеет вид

( ) min,
x X

C C x
∈

′+ →

а множество ее I-эффективных решений – , ( ).m sG C C′+
Для произвольного ε > 0 зададим множество возмущающих матриц

( ) { : || || }m n
pq pqC C×′ ′Ξ ε = ∈ < εR

со строками ,  .i mC i N′ ∈

если 1 ≤ p < ∞,

если p = ∞.
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Следуя [17, 25], радиусом устойчивости задачи Zm,s(C) (в терминологии [3–5] – радиусом T3-
устойчивости) назовем число

, sup , если ,
( , )

0, если ,
  

      
m s p q

где

( ){ }, ,0 : ( ) ( ) ( ) .m s m s
pqC G C C G C′ ′ϒ = ε > ∀ ∈Ξ ε + ⊆

Таким образом, радиус устойчивости задачи Zm,s(C) определяет предельный уровень всех тех 
возмущений элементов матрицы C, которые не приводят к появлению новых I-эффективных реше-
ний в возмущенной задаче Zm,s(C + C′). Очевидно, что если в задаче Zm,s(C) Gm,s(C) = X, то для любых 

( )pqC′∈Ξ ε  и ε > 0 имеем , ,( ) ( ),m s m sG C C G C′+ ⊆  т.  е. радиус устойчивости такой задачи Zm,s(C) 
равен бесконечности. Задачу Zm,s(C), в которой , ( ) ,m sG C X≠  будем называть нетривиальной.

Оценки радиуса устойчивости. Далее положим
, ,( , ) ( ) ( , ),m s m sG x C G C X x C= ∩

, ,
1

,

( ) ( , ) *

( )( ) min max min ,
|| ||m s m s

m s i

x G C i Ix G x C p

C x xp
x x′∉ ∈∈

′-
j = j =

′-

, ,
1

, 1/ 1/ , 1/ 1/
1 1

( ) ( , ) 1

( )( , ) | | ( ) | | min max min ,
|| ||m s m s

m s p q m s p q i

x G C i Ix G x C

C x xp q n I n I
x x′∉ ∈∈

′-
ψ = ψ = j ∞ =

′-

( , ) || || .pqp q Cg = g =

Очевидно, что φ, ψ ≥ 0.
Те о р е м а. При любых ,   , [1, ]m p q∈ ∈ ∞N  и ms N∈  для радиуса устойчивости многокрите-

риальной нетривиальной задачи ЦЛП Zm,s(C) справедливы оценки

 
, ( , ) ,m s p qj ≤ ρ ≤ g  (4)

причем

 
, ( , ) min{ , },m s p qj ≤ ρ ≤ ψ g  (5)

если , ,( ) ( ).m s m s
BZ C Z C=

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем справедливость неравенств (4) для задачи ЦЛП Zm,s(C).
Покажем, что ρ ≥ φ. Будем предполагать, что φ >0, в противном случае неравенство очевидно.
Пусть ( )pqC′∈Ξ j  – возмущающая матрица со строками , .i mC i N′ ∈  Тогда, согласно определе-

нию числа φ, для любого решения , ( )m sx G C∉  существует такое 0 , ( , ),m sx G x C∈  что с учетом (1) 
выполняется 

0

10
*

( ) || || || || ,     .
|| ||

i
pq i p

p

C x x C C i I
x x

- ′ ′≥ j > ≥ ∈
-

Отсюда, используя неравенство Гёльдера (3), выводим

0 0 0
* 1( )( ) ( ) || || || || 0,   .i i i i p pC C x x C x x C x x i I′ ′+ - ≥ - - - > ∈

Это значит, что 
1 1 1 1

0( ) ( ) ,I I I IC C x C C x′ ′+ +  т. е. , 0( ) ( ) .m sC C x C C x′ ′+ Ω +  Тем самым, 
, ( ).m sx G C C′∉ +
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Резюмируя, заключаем, что любое решение задачи Zm,s(C), не являющееся I-эффективным, 
остается таковым и в возмущенной задаче , ( ).m sZ C C′+  Следовательно, , ,( ) ( )m s m sG C C G C′+ ⊆  
при любой возмущающей матрице ( ),pqC′∈Ξ j  т. е. ρ ≥ φ.

Неравенство ρ ≤ γ очевидно. Действительно, если в качестве возмущающей матрицы C′ взять 
матрицу –C, то получим (с учетом нетривиальности задачи Zm,s(C))

, ,( ) ( )m s m sG C C G C C X′+ = - = ⊆ , ( ).m sG C

Перейдем к доказательству неравенств (5) для булевой задачи 
,

( ).
m s

BZ C  Так как неравен-
ства (4) верны и для 

,

( ),
m s

BZ C  то остается показать, что ρ ≤ ψ. 
Согласно определению числа ψ, справедлива формула

 ( )0 , , 0 1/ 1/ 0 0
1 1 1( ) ( , ) | | ( ) || || .m s m s p q

ux G C x G x C u I n I C x x x x∃ ∉ ∀ ∈ ∃ ∈ - ≤ ψ -
 

(6)

Теперь, полагая ε > ψ, рассмотрим возмущающую матрицу 0 0[ ]ijC c=  со строками 0 , ,i mC i N∈  
элементы которой для любого nj N∈  задаются по формуле

0
1

0 0
1

1

, если , 1,

, если , 0,
0, если ,

  
   
 

j

ij j

i I x

c i I x
i I

где 

 
1/ 1/

1| | .p qn Iψ < δ < ε  (7)

Отсюда, согласно (2), находим
0 1/

1|| || , ,p
i pC n i I= δ ∈

1

0 1/ 1/
1|| || | | ,p q

I pqC n I= δ < ε

0 ( ),pqC ∈Ξ ε

 
0 0 0

1 1( ) || || 0, .iC x x x x i I- = -δ - < ∈  (8)

Поэтому, используя (6) и (7), для любого решения , 0( , )m sx G x C∈  получаем соотношения

( )0 0 1/ 1/ 1 0
1 1( )( ) ( | | ) || || 0.p q

u uC C x x n I x x-+ - ≤ ψ - δ - <

Тем самым, 

( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0&I I I I I IC C x C C x C C x+ ≠ + + ≥ ( )( )1 1

0 ,I IC C x+
 

т. е.

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0& ,I I I I I I I IC C x C C x C C x C C x+ ≠ + + +

и, следовательно, 0 0 , 0( ) ( ) .m sC C x C C x+ Ω +  Таким образом, 

 ( ), 0 0 0( , ) ( , ) .m sx G x C x X x C C∀ ∈ ∉ +
 

(9)

Если 0 0( , ) ,X x C C+ =∅  то 0 , 0( ).m sx G C C∈ +
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Если 0 0( , ) ,X x C C+ ≠ ∅  то в силу внешней устойчивости множества I-эффективных реше-
ний существует * , 0 0( , ).m sx G x C C∈ +

Покажем, что * , ( ).m sx G C∉  Предположим обратное, т. е. что * , ( ).m sx G C∈  Тогда в силу (9) 
* , , 0( ) \ ( , ),m s m sx G C G x C∈  т. е. 0 , *.m sCx CxΩ  В соответствии с определением отношения Ωm,s это 

означает, что либо 
1 1

0 * ,I IC x C x=  либо 
1 1

0 *
I IC x C x≠  и 

1 1

0 *.I IC x C x  
Если 

1 1

0 * ,I IC x C x=  то 0 *
1, ,i iC x C x i I= ∈  и с учетом (8) имеем

( )0 0 * 0 * 0 * 0 *
1 1 1( ) ( ) || || || || 0, .i i iC C x x C x x x x x x i I+ - = - - δ - = -δ - < ∈

Если 
1 1

0 *
I IC x C x≠  и 

1 1

0 * ,I IC x C x  то существует такой индекс 1,w I∈  что 0 *.w wC x C x<  
И снова, используя (8), получаем 

( )0 0 * 0 * 0 *
1( ) ( ) || || 0.w w wC C x x C x x x x+ - = - - δ - <

Итак, в обоих случаях отношений между 
1

0
IC x  и 

1

*
IC x  имеем 

( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1

0 0 0 * 0 0&I I I I I IC C x C C x C C x+ ≠ + + ≥ ( )( )1 1

0 * ,I IC C x+
 

т. е.

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 * 0 0 0 *& ,I I I I I I I IC C x C C x C C x C C x+ ≠ + + +

и, следовательно, 0 0 , 0 *( ) ( ) ,m sC C x C C x+ Ω +  что противоречит включению * , 0 0( , ).m sx G x C C∈ +  
Тем самым доказано, что * , ( ).m sx G C∉

Резюмируя, заключаем, что при любом числе ε > ψ гарантируется существование такой 
возмущающей матрицы 0 ( ),pqC ∈Ξ ε  что найдется решение (x0 или x*), которое, не являясь 
I-эффективным решением исходной задачи , ( ),m s

BZ C  является таковым в возмущенной задаче 
, 0( ).m s

BZ C C+  Таким образом, справедлива формула

0 , 0( ) ( )m s
pqC G C C∀ε > ψ ∃ ∈Ξ ε + ⊆( ), ( ) .m sG C

Следовательно, верно неравенство ρ ≤ ψ. Теорема доказана.
Следствия. С л е д с т в и е 1. Если задача ЦЛП Zm,s(C), ,  ,  , [1, ],  ,m n

mC m p q s N×∈ ∈ ∈ ∞ ∈R N  
имеет единственное I-эффективное решение x0, т. е. 0 ,{ } ( ),m sx G C=  то 

, ,( , ) ( ),m s m sp q pρ = j

где 

0
1

0
,

0\{ }
*

( )( ) min min .
|| ||

m s i

x X x i I
p

C x xp
x x∈ ∈

-
j =

-

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку задача Zm,s(C) нетривиальна ,(| ( ) | 1),m sG C =  то в силу теоре-
мы верно неравенство , ( , ) .m s p qρ ≥ j  Поэтому далее докажем, что , ( , ) .m s p qρ ≤ j

В соответствии с определением числа φ, существуют такие 0ˆ \ { }x X x∈  и 1,r I∈  что

 
0 0

*ˆ ˆ( ) || || .r pC x x x x- = j -  (10)

Задав ε > φ, зафиксируем число ξ, удовлетворяющее неравенствам

 .j < ξ < ε  (11)
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Согласно равенству (10), найдется такой вектор ,na∈R  что
0 0

*ˆ ˆ( ) || || ,T
pa x x x x- = -ξ -

|| || .pa = ξ

Далее зададим возмущающую матрицу 0 0[ ] m n
ijC c ×= ∈R  со строками 0 ,  ,i mC i N∈  по правилу

0 , если ,
, если \ { },

  


T

i T
m

a i r
C

i N r0

где n∈0 R  – вектор, состоящий из нулей.
Тогда имеем

0|| || ,r pC = ξ

0 0|| || , ( ),pq pqC C= ξ ∈Ξ ε

0 0 0
*ˆ ˆ( ) || || .r pC x x x x- = -ξ -

Поэтому, используя (10) и (11), получаем 

( )0 0 0 0 0
* *ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) || || ( ) || || 0,r r r p pC C x x C x x x x x x+ - = - - ξ - = j- ξ - <

т. е. 

( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1

0 0 0 0ˆ ˆ&I I I I I IC C x C C x C C x+ ≠ + + ≥ ( )( )1 1

0 0 ,I IC C x+
 

или, иначе,

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0ˆ ˆ& .I I I I I I I IC C x C C x C C x C C x+ ≠ + + +

Это означает, что 0 0ˆ( , ).x X x C C∉ +  Поэтому либо , 0ˆ ( ),m sx G C C∈ +  либо , 0ˆ ( ).m sx G C C∉ +  Во 
втором случае, в силу внешней устойчивости множества I-эффективных решений, существует 

* , 0ˆ( , ),m sx G x C C∈ +  причем * 0 .x x≠  
Итак, при любом числе ε > φ гарантируется существование такой возмущающей матрицы 

0 ( ),pqC ∈Ξ ε  что , 0( )m sG C C+ ⊆ , ( ).m sG C  Следовательно, , ( , ) .m s p qρ ≤ j  Следствие 1 доказано.
В частном случае, при s = 1, непосредственно из теоремы получаем ранее известный ре-

зультат.
С л е д с т в и е 2 [20]. При любых m∈N  и , [1, ]p q∈ ∞  для радиуса устойчивости многокри-

териальной нетривиальной булевой задачи ,1( ),  ,m m n
BZ C C ×∈R  поиска множества Парето P(C) 

справедливы оценки

{ },1 ,1 1/ 1/ ,1( ) ( , ) min ( ), ( , ) ,m m p q mp p q n m p qj ≤ ρ ≤ j ∞ g

где 

,1

( , )( )
*

( )( ) min max min ,
|| ||m

m i

i Nx P x Cx P C
p

C x xp
x x′ ∈∈∉

′-
j =

′-

( , ) { ' ( ) : }.P x C x P C Cx Cx′= ∈ 

В еще одном частном случае, при s = m, также непосредственно из теоремы получаем



      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2022. T. 58, № 2. С. 179–189 187

С л е д с т в и е 3. При любых m∈N  и , [1, ]p q∈ ∞  для радиуса устойчивости многокритери-
альной нетривиальной булевой задачи , ( ),  ,m m m n

BZ C C ×∈R  поиска лексикографического множе-
ства L(C) справедливы оценки

{ }, , 1/ ,( ) ( , ) min ( ), ( , ) ,m m m m p m mp p q n p qj ≤ ρ ≤ j ∞ g

где 

, 1

( ) ( , ) *

( )( ) min max ,
|| ||

m m

x L C x L x C p

C x xp
x x′∉ ∈

′-
j =

′-

( , ) { ' ( ) : }.L x C x L C Cx Cx′= ∈ 

Отметим, что при p = q = ∞ будет справедливо равенство , ,( ) ( , ), .m s m s
ms Nj ∞ = ψ ∞ ∞ ∈  Более 

того, с учетом неравенства Гёльдера (3) будут выполняться соотношения 

1

1 1

( ) || || || || || || ( , ), ,
|| || || ||

i i
m

C x x C x x C i N
x x x x

∞
∞∞

′ ′- -
≤ ≤ = g ∞ ∞ ∈

′ ′- -

откуда
, ,min{ ( , ), ( , )} ( , ), .m s m s

ms Nψ ∞ ∞ g ∞ ∞ = ψ ∞ ∞ ∈

Это означает, что при p = q = ∞ верхняя и нижняя оценки совпадают, и поэтому являются 
достижимыми. 

Итак, можно сформулировать еще два известных результата.
С л е д с т в и е 4 [18]. При любом m∈N  для радиуса устойчивости многокритериальной не-

тривиальной булевой задачи ,1( ),  ,m m n
BZ C C ×∈R  поиска множества Парето P(C) справедлива 

формула

,1 ,1 ,1

( ) ( , ) 1

( )( , ) ( ) ( , ) min max min .
|| ||m

m m m i

x P C i Nx P x C

C x x
x x′∉ ∈∈

′-
ρ ∞ ∞ = j ∞ = ψ ∞ ∞ =

′-

С л е д с т в и е 5 [18]. При любом m∈N  для радиуса устойчивости многокритериальной не-
тривиальной булевой задачи , ( ),  ,m m m n

BZ C C ×∈R  поиска лексикографического множества L(C) 
справедлива формула

, , , 1

( ) ( , ) 1

( )( , ) ( ) ( , ) min max 0.
|| ||

m m m m m m

x L C x L x C

C x x
x x′∉ ∈

′-
ρ ∞ ∞ = j ∞ = ψ ∞ ∞ = >

′-
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