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МЕТОД ГЕОМЕТРИИ ЛОБАЧЕВСКОГО В РЕЛЯТИВИСТСКОЙ КИНЕМАТИКЕ 
СТОЛКНОВЕНИЯ ЧАСТИЦ: СПЕЦИАЛЬНАЯ СИСТЕМА ОТСЧЕТА

Аннотация. Продемонстрировано использование геометрии Лобачевского импульсного пространства в реля-
тивистской кинематике столкновения частиц на примере задачи о специальной системе отсчета, дополняющей гео-
метрический образ процесса упругого рассеяния двух частиц неравных масс. Определена скорость специальной си-
стемы отсчета относительно центра масс и угол рассеяния частиц в ней. Проанализированы условия существования 
такой системы отсчета. Показано, что в случае процесса с равными массами точка, соответствующая такой системе, 
уходит в идеальную область расширенного пространства Лобачевского за конус, а прямые, пересекающиеся в ней, 
становятся расходящимися прямыми в смысле геометрии Лобачевского. При этом угол между расходящимися пря-
мыми (геодезическими линиями) геометрического образа чисто мнимый и связан с минимальной длиной отрезка, 
перпендикулярного расходящимся прямым (геодезическим). 
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THE LOBACHEVSKY GEOMETRY METHOD IN THE RELATIVISTIC KINEMATICS  
OF PARTICLE COLLISIONS: SPECIAL FRAME OF REFERENCE 

Abstract. The use of the geometry of the Lobachevsky momentum space in the relativistic kinematics of particle collisions 
is demonstrated by the example of the problem of a special reference system. That system complements the geometric image 
of the process of elastic scattering of two particles of unequal masses. The speed of a special reference system relative to the 
center of mass and the angle of scattering of particles in it are determined. The conditions for the existence of such a reference 
system are analyzed. It is shown that in the case of a process with equal masses, the point corresponding to such a system goes 
into the ideal region of the extended Lobachevsky space - beyond the cone, and the lines intersecting in it become diverging 
lines in the sense of Lobachevsky geometry. In this case, the angle between the divergent straight lines (geodesics) of the 
geometric image is purely imaginary and connected to the minimum length of the segment perpendicular to the diverging 
straight lines (geodesics).
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Введение. Экспериментальное подтверждение [1] существования оддерона, понятие которо-
го сформировалось в теории Редже, свидетельствует об актуальности данного подхода. Это тем 
более существенно, что данный объект имеет естественную интерпретацию в квантовой хромо-
динамикe (КХД). Известно, как и во всяком подходе в физике частиц, в Редже-подходе важен вы-
бор кинематики, адекватных переменных. Задачей настоящей работы является интерпретация 
кинематических инвариантов, используемых для параметризации амплитуд упругих процессов 
скалярных частиц с точки зрения геометрии Лобачевского релятивистских скоростей и реляти-
вистских импульсов.  

На связь теории относительности с геометрией пространства Лобачевского обращали вни-
мание такие выдающиеся ученые, как В. Паули, А. Зоммерфельд, В. А. Фок. [2–4]. В работах 
Н. А. Черникова и Я. А. Смородинского процессам столкновений и распадов частиц ставились 
в соответствие геометрические фигуры (многогранники), являющиеся инвариантными образа-
ми описываемых процессов и содержащие информацию об их кинематике [5, 6]. 

В [7–9] развит новый метод релятивистской кинематики, основанный на связи бикватерни-
онного исчисления с векторной параметризацией и геометрией Лобачевского. В данном подхо-
де сторонам и диагоналям геометрических образов процесса рассеяния ставятся в соответствие 
комплексные векторы проективного пространства ,q  сопоставляемые парам упорядоченных то-
чек трехмерного пространства Лобачевского. Эти векторы являются алгебраическими (аналити-
ческими) представлениями геометрических образов направленных отрезков геодезических ли-
ний. В основу теории положен закон сложения векторов, совпадающий по форме с законом ком-
позиции вектор-параметров Ф. И. Федорова для преобразований группы Лоренца. При этом если 
двум направленным сторонам треугольника пространства Лобачевского соответствуют векторы 

1q  и 2q  с    2 2 2 2
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      соответственно, то третьей стороне соответствует вектор
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В формуле (1) и выше круглые скобки обозначают скалярное произведение трехмерных векто-
ров, а знак «×» – их векторное произведение. 

Векторы q являются комплексными относительными скоростями. При этом

 
2 th ,q i= ρ


 (2) 

где ρ – расстояние между точками в упорядоченной паре, связанной с вектором 2,   qq 

 – длина 
вектора. 

Векторы q – ковариантные объекты. При преобразованиях группы Лоренца они подвергают-
ся преобразованиям комплексной группы вращений. Комплексность векторов учитывает реля-
тивистский эффект, связанный с законом сложения произвольно направленных скоростей в тео-
рии относительности, в частности, приводящий к томасовской прецессии. 

Квадрат вектора q2 есть величина вещественная и дает квадрат относительной скорости двух 
частиц. Углы между пересекающимися векторами являются реальными углами между направ-
лениями движения релятивистских частиц. В качестве кинематических переменных, характе-
ризующих процесс рассеяния, в таком подходе выступают длины ребер и диагоналей много-
гранника (быстроты) и углы между векторами. Эти величины являются лоренцевскими инвари-
антами, так как q являются векторами относительно преобразований комплексных вращений. 
Данное их свойство есть следствие преобразований Лоренца над четырехмерными векторами, 
представляемыми бикватернионами [8, 9].  

Нами был использован указанный метод при решении задачи о специальной системе отсче-
та, связанной с бинарным упругим процессом. 

Специальная система отсчета. Геометрическим образом процесса бинарного упругого рас-
сеяния является четырехугольник 1234 (рисунок). Специальным системам отсчета отвечают 
точки, лежащие на геодезических пространства Лобачевского, которые образуют геометриче-
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ский образ процесса рассеяния, либо точки их пересечения. 
Примерами таких систем отсчета являются: система отсчета, 
связанная с центром масс частиц (ей отвечает точка пересе-
чения диагоналей геометрического образа); система отсчета 
Брейта, в которой 1 3;p p= −

   лабораторная система отсчета, 
в которой одна из частиц до столкновения покоится. Мы рас-
смотрели новую специальную систему отсчета, которой отве-
чает точка пересечения геодезических линий, заданных векто-
рами 14q  и 32.q

Данная специальная система отсчета обладает той особен-
ностью, что в ней частицы вследствие столкновения обмени-
ваются направлениями своего движения. 

Аналитические образы векторов пространства Лобачев-
ского, соответствующие диагоналям четырехугольника и име-
ющие началом систему центра масс, равны  

 01 1 02 2 03 3 04 4,     ,     ,     ,q iV q iV q iV q iV= − = − = − = −
   

   

 (3)

где 1V


 и 2V


 – скорости первой и второй частиц до столкновения, 3V


 и 4V


 – скорости первой и вто-
рой частиц после столкновения в системе отсчета их центра масс.  

Выражая эти векторы через импульсы и энергии частиц, получим
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В формулах (3) и (4) скорость света принята равной единице.
Законы сохранения импульса и энергии для данной системы имеют вид 

 1 2 3 4 1 2 3 40,     ,p p p p E E E E+ = + = + = +
   

 (5)

откуда следует, что 
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и, следовательно, 
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При рассеянии в системе центра масс импульсы частиц только меняют свое направление и не 
изменяются по модулю, поэтому E1 = E3 и E2 = E4, т. е. энергии каждой из частиц в отдельности 
сохраняются. 

Введя обозначение 

 
1 2

2 1
,E V

E V
α = =

  
(6)

получим 

 02 01 04 03,      .q q q q= −α = −α
   

 (7)

Точка С является точкой пересечения прямых, соответствующих вектор-параметрам 14q  и 32.q  
По определению косинус угла χ между прямыми, задаваемыми векторами 14q  и 32 ,q  равен
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cos .q q

q q
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Из закона сложения векторов (1), c учетом (7), для рассматриваемых векторов получим

Точка С, отвечающая специальной 
системе отсчета

Point C corresponding to a special frame 
of reference

χ
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Подставляя (9) и (10) в (8), получим угол рассеяния частиц в специальной системе отсчета, 
выраженный через скорости частиц до рассеяния и угол рассеяния в системе центра масс: 

 

( )2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

cos 2 sin
cos ,

2 cos sin
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V V V V V V

+ θ + + θ
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+ + θ − θ  
(11)

где θ – угол рассеяния частиц в системе центра масс.
Найдем скорость специальной системы отчета в системе, связанной с центром масс. Для это-

го воспользуемся теоремой косинусов, следующей из выражения (1) после возведения его в ква-
драт с учетом формул (2)–(8). Из теорем косинусов для треугольников Δ 3О1, Δ 3С1 и Δ СО1 
получим систему уравнений, и с учетом того, что, как следует из треугольника Δ 1O4,  

 

1 2
2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

coscos ,
2 cos sin

V V

V V V V V V

+ θ
γ =

+ + θ − θ  
(12)

для модуля скорости специальной системы отсчета находим выражение

 

1 2
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2 cos
2 .C

V V
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−  

(13)

Данное выражение представляет собой модуль скорости специальной системы отсчета, свя-
занной с бинарной реакцией упругого рассеяния двух частиц неравных масс, относительно цен-
тра масс системы. 

Анализ формулы для угла рассеяния. Получим выражение для угла рассеяния частиц 
в специальной системе отсчета через кинематические инварианты Мандельстама s и t. В первом 
канале (s-канале) величина s есть квадрат полной энергии сталкивающихся частиц 

 
2 2

1 2 1 2( ) ( ) ,s p p E E= + = +  (14)

а величина t есть квадрат импульса, переданного одной из частиц в результате столкновения,

 
2 2

1 3 1( ) 2 (1 cos ).t p p p= + = − θ  (15)

В переменных s и t формула (11) примет вид
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где ( )( )2 2
1 2 1 2( ) ( ) .A s m m s m m= − − − +  

Модуль скорости специальной системы отсчета в переменных s и t имеет вид

 
0 2 2

2 1
.C

A stV
m m


  (17)

Специальная система отчета существует, если выполняется условие –1 < cosχ < 1, что при 
фиксированном значении полной энергии системы приводит к условию
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 22 2

1 2
1, .A At m m

s s s
           

(18)

Данное условие означает ограничение на угол рассеяния в ц-системе

 

2
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При ,At
s

= −  т. е. при cosθ = –1, V0C = 0.

При ( )22 2
1 2

1 ,At m m
s s

= − + −  т. е. при 
2

1 2
2 2

1 2

( )cos 1 ,
2

V V
V V
−

θ = − +  рассматриваемые геодезические

пересекаются на абсолюте, cosχ = 1 и скорость специальной системы отсчета равна скорости све-
та V0C = 1. 

При невыполнении условия (18) рассматриваемые геодезические становятся расходящимися, 
и специальная система отсчета не существует. 

Расходящиеся прямые. Аналогично можно найти угол между векторами 24q  и 31.q  Оказыва-
ется, что для данных прямых пространства Лобачевского 

 

1 2
2 2

1 2

2 (1 cos )cos
2 (1 cos ) 2 (1 cos

1
)

,V V

V V

+ + θ
χ =

θ ⋅ − + θ
>

− +   
(20)

т. е. сам угол χ – мнимый. Таким образом, данные геодезические не пересекаются и являются 
расходящимися. 

Расстояние между ними определяется как длина отрезка геодезической, перпендикулярной 
каждой из рассматриваемых прямых, заключенного между ними. Вычисление дает следующую 
связь между длиной перпендикулярного расходящимся прямым отрезка и косинусом угла меж-
ду ними: 

 ch cos .ρ = χ  (21)

Отметим, что в случае равных масс обе пары геодезических линий являются расходящими-
ся, угол между ними

 
cos 1s t

s t
−

=
+

>χ
  

(22)

и также справедливо соотношение (21).
Заключение. Таким образом, продемонстрировано использование метода геометрии Лоба-

чевского для решения задачи о нахождении скорости специальной системы отсчета, которой от-
вечает точка пересечения продолжений сторон четырехугольника процесса упругого рассеяния 
двух частиц различных масс. Найден модуль ее скорости – выражение (13).

При рассмотрении столкновения из данной специальной системы отсчета обе частицы рассе-
иваются на одинаковый угол, косинус которого дается выражениями (11), (16), и обмениваются 
направлениями своего движения. Условия существования данной специальной системы отсчета 
при фиксированной полной энергии сталкивающихся частиц определяются интервалом (19). 

Показано, что в случае расходящихся прямых косинус угла между ними и расстояние между 
ними связаны как ch ρ = cos χ. 
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