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Введение. В настоящее время теория p-комплексных (дуальных) чисел и функций p-ком-
плексных переменных в математической литературе освещена недостаточно (некоторые резуль-
таты приведены в [1–6]). Дуальные числа и соответствующие функции находят применение 
в различных областях математики и физики, поэтому их дальнейшее изучение является акту-
альным. В данной работе рассмотрены некоторые свойства p-голоморфных функций в приложе-
нии к отображению областей. Доказаны аналог теоремы Ролля, теорема о глобальном p-диффе-
оморфизме и модифицированный принцип соответствия границ для p-голоморфных функций. 
Изучены отображения областей частного вида.

Естественное множество p-голоморфности. Пусть p  – кольцо p-комплексных чисел вида 
,z x jy= +  где 2, ,  0,  0.x y j j∈ = ≠  В кольце p  имеются делители нуля вида jy. Топология на p  
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порождается следующей нормой: = = max{| |,| |}.z x jy x y+   
 Эту норму будем называть пара-

болической. Модулем p-комплексного числа называется 2 2| | = .z x y+  Более подробно с p-ком-
плексными числами можно ознакомиться в работах [1] и [4]. Пусть pG ⊂  – область.

Рассмотрим p-комплексную в области G функцию ( ) = ( , ) ( , ).f z u x y jv x y+
О п р е д е л е н и е  1. Функция ( ) = ( , ) ( , )f z u x y jv x y+  называется p-голоморфной 

в 0 0 0 ,pz x jy= + ∈  если в некоторой окрестности точки (x0,y0) функции u(x,y) и v(x,y) 
непрерывно дифференцируемы и выполнены условия 

 

( , ) = ( , ),
( , ) = 0.
x y

y

u x y v x y
u x y
 

   
(1)

Обозначим через Hp(G) множество функций, p-голоморфных во всех точках множества 
.pG ⊂  Из (1) вытекает, что функция u(x,y) не зависит от y, поэтому в дальнейшем будем запи-

сывать ее в виде u(x). Если функция ( ),pf H G∈  то она представима в виде

 ( )( ) = ( ) ( ) ( ) ,f z u x j yu x x′+ + φ  (2)

где ϕ(x) дифференцируема, а u(x) дважды дифференцируема. При этом

 ( )( ) = ( ) ( ) ( ) .f z u x j yu x x′ ′ ′′ ′+ + φ  (3)

Имеет место также представление

 ( ) = ( )  ( ) .f z f x j f x y′+  (4)

Доказательства формул (2)–(4), а также некоторых других свойств p-голоморфных функций 
приведены в работе [5].

Определение 2. Множество ( ) pD f ⊂  назовем естественным множеством p-голоморф-
ности функции f, если ( )( )pf H D f∈  и для любого ( )D D f′ ⊃  из того, что ( )pf H D′∈  вытекает, 
что ( ).D D f′ =

Из (4) следует, что если 2( ) ( ),  ,f x C∈ Ω Ω⊂   то ( ) ( ).pf z H∈ Ω×  Таким образом, в общем 
случае D( f ) – объединение вертикальных полос вида .Ω×

p-Голоморфные диффеоморфизмы. В классическом комплексном анализе теорема Ролля не 
имеет места. Для p-голоморфных функций справедлив следующий ее аналог.

Те о р е м а  1. Пусть ( ),pf H G∈  где pG ⊂  – область, 1 2( ) = ( ),f z f z  где 1 2, .z z G∈  Тогда f′(z) 
обращается в делитель нуля на некотором вертикальном интервале .Gγ ⊂

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 1 1 1 2 2 2,  .z a jb z a jb= + = +  Из равенства 1 2( ) = ( )f z f z  и (2) следу-
ет 1 2( ) = ( ).u a u a  Пусть a1 < a2, тогда в силу теоремы Ролля найдется такое 1 2( , ),a aξ∈  что ( ) = 0.u′ ξ  
В силу (3) ( )( ) = ( ) ( )f jy j yu′ ′′ ′ξ + ξ + φ ξ  для любых y∈ таких, что .z jy G= ξ + ∈  

Если a1 = a2, то верно равенство

 ( ) ( )1 1 1 1 1 2 1 1( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ( ) ,u a j b u a a u a j b u a a′ ′+ + φ + + φ  

откуда вытекает 1( ) = 0.u a′  Тогда ( )1 1 1( ) = ( ) ( )f a jy j yu a a′ ′′ ′+ + φ  для любых y∈ таких, что 
1 .z a jy G= + ∈  Что и требовалось доказать.

Те о р е м а  2 (о глобальном p-диффеоморфизме). Пусть ( ),pf H G∈  где pG ⊂  – область, 
( ) 0u x′ ≠  для любых x∈ таких, что .z x jy G= + ∈  Тогда f p-диффеоморфно отображает об-

ласть G на область E = f(G), при этом для производной обратной функции верно равенство 

 
1 1{ } ( ) = ,

( )
f w

f z
- ′

′  
(5)

где = ( ).w f z
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из принципа сохранения области [5, теорема 8] следует, что ( )E f G=  – 
область. Однолистность отображения :f G E→  вытекает из теоремы 1, p-дифференцируемость 
обратной функции 1 :f E G- →  и формула (5) вытекает из теоремы о локальной обратимости [5, 
теорема 7]. Теорема доказана.

Модифицированный принцип соответствия границ. Для p-голоморфных функ-
ций классический принцип сответствия границ не имеет места. Например, функция w = 
= f(z) = z2 p-диффеоморфно отображает открытый квадрат {0 1;0 1}G x y= < < < <  на область 

( ) {0 1;0 2 }.E f G u y u= = < < < <  Однако эту функцию нельзя даже гомеоморфно продолжить на 
замыкание ,G  так как весь отрезок = = ,  0 1z jz jx y≤ ≤  переходит в начало координат. Покажем, 
что при наложении дополнительных условий на функцию верно утверждение, более сильное, 
чем классический принцип соответствия границ.

Пусть Γ – кусочно-гладкая кривая, = .t jσ + ω∈G  
Определение 3. Функция ( )( ) = ( ) ( ) ( )f t u j u′σ + ω σ + φ σ  называется p-голоморфной на Γ, ес-

ли для любых ,t t t+ ∆ ∈G верно равенство

( ) ( ) ( ) ( ) ,f t t f t f t t t t′+ ∆ - = ∆ + α ∆ ∆ 

где ( )
0

( ) =lim ( ) 0,   ( ) ( ) ( ) .
t

f z ut x j yu x x
∆ →

′ ′ ′′ ′+ + φα ∆ =

Те о р е м а  3. Пусть pG ⊂  – односвязная область, ограниченная замкнутой кусоч-
но-гладкой кривой ,   ( ),  ( ),  Re ( ) = ( ) 0pG f H G E f G f z u x′ ′∂ ∈ = ≠  для любых x∈ таких, что 

.z x jy G= + ∈  Если для любого t G∈∂  существует Relim 0( ) ,
G z t

f z
∋ →

′ ≠  то f можно продолжить до 
p-диффеоморфизма замкнутых областей.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из теоремы 2 вытекает, что E – область и f p-диффеоморфно отобража-
ет G на E. Пусть 0 .t G∈∂  Выберем произвольно последовательность nz G∈  такую, что 0lim .n

n
z t

→∞
=  

В силу компактности замыкания G из теоремы о конечных приращениях [5, теорема 4] для лю-
бых ,n p∈ следует, что верна оценка 

( ) ( ) 6 sup ,( )n p n n p n
G

f z f z f z z+ +
ξ∈

′- ≤ ξ -    

из которой вытекает фундаментальность последовательности ( ) .nf z E∈  Это влечет за собой су-
ществование lim ( ).n

n
f z

→∞
 В силу произвольности выбора zn отсюда следует, что существует 

lim .( )
G z t

f z
∋ →

 Полагая ( m )) (li
G z t

t zf f
∋ →

=  для любого ,t G∈∂  получим непрерывное отображение 

: .f G E→  Очевидно, при этом ( ) .f G E∂ = ∂  Повторяя эти рассуждения для p-голоморфной 
функции 1 : ,f E G- →  получим непрерывное отображение 1 : .f E G- →  Таким образом, f можно 
продолжить до гомеоморфизма замкнутых областей. 

Пусть = .t jσ + ω  Тогда ( )( ) = ( ) ( ) ( ) .f t u j u′σ + ω σ + φ σ  Покажем, что продолженная функция 
p-голоморфна на ∂G. Из теоремы о существовании глобальной первообразной [6, теорема 14] для 
любого z G∈  имеем 

0
0( )( ) ( ),

z

z
f dz zff ′ τ τ += ∫

где 0 ,z G∈  а интегрирование ведется по любой кусочно-гладкой кривой, соединяющей z0 и z. 
В условиях теоремы для любого t G∈∂  существует 

0 0
0 0( ) ( )( ) lim ( ) ( ),

z t

z tG z t
f d zf t f ff d z

∋ →
′ ′τ τ + += τ τ=∫ ∫

при этом f дифференцируемо в точке t и

( )( ) lim ( ) ( ) ( ) ( ) .
G z t

f f z u j ut
∋ →

′ ′ ′′ ′σ + ω σ + φ′ σ= =
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Пусть , ,   .t t t G t h js+ ∆ ∈∂ ∆ = +  Используя равенства ( )( ) ( ) ( ) | |u h u u h o h′ ′ ′′σ + σ + σ +=  и j2 = 0, 
получим

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) () ) )( ( )( u h j s u h h u j uf t t f t ′ ′σ + + ω+ σ+ ∆ − = + + φ σ + − σ − ω σ + φ σ = 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u h u j u h u j h′ ′σ + − σ + ω σ + − σ + φ σ + − φ σ= + 

( )( ) ( )( ) ( ) | | ( )( ) ( ) ( )js u u h o h u h js j u h j h o t′ ′′ ′ ′′ ′+ σ + σ + = σ + + ω σ + φ σ + ∆ =   
( )( )( ) ( )( ) ( )( )u h js j u h js j h js o t′ ′′ ′= σ + + ω σ + + φ σ + + ∆ =   

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ,u j u h js o t′ ′′ ′= σ + ω σ + φ σ + + ∆ 

что и доказывает теорему.
Образы прямолинейных отрезков.
Те о р е м а  4. Пусть pG ⊂  – область, функция ( )( ) = ( ) ( ) ( ) ( ),pf z u x j yu x x H G′+ + φ ∈  

u′(x) = 0 для любых x∈ таких, что ,   { | ; } ,pz x jy G z a x b y c G= + ∈ Γ = ∈ ≤ ≤ = ⊂  
{ | ; } .pz x a c y d Gγ = ∈ = ≤ ≤ ⊂  Тогда верны следующие утверждения:
a) образ Γ при отображении f – гладкая кривая ( ) ,f w u jv′Γ = Γ = = +  где [ , ]u u a b=  – отрезок 

вещественной оси, ( ) ( ),   [ , ];v cu x x a bx ∈′= + φ  
б) образ γ при отображении f – вертикальный отрезок ( ) ,f w u jv′γ = γ = = +  где u = u(a), 

( ) ( ),   [ , ].v yu a y c da ∈′= + φ
Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из представления (2).
Отображения многоугольников. 
Определение 4. Простейшим назовем множество вида 

= { : ; ( ) ( )},pG z a x b h x y g x∈ ≤ ≤ ≤ ≤

где 1, [ , ].h g C a b∈  Простейшей областью назовем внутренность простейшего множества.
Определение 5. Простейшим прямоугольником назовем простейшее множество вида 

= { : ; }.pG z a x b c y d∈ ≤ ≤ ≤ ≤

Его внутренность назовем простейшей прямоугольной областью. 
Те о р е м а  5. Пусть функция ( )( ) = ( ) ( ) ( )f z u x j yu x x′+ + φ  p-голоморфна в простейшей пря-

моугольной области

= { : ; },pG z a x b c y d∈ < < < <

( ),   ( ) 0G D f u x′⊂ >  для любых x∈ таких, что .z x jy G= + ∈  Тогда f p-диффеоморфно отобра-
жает G на простейшую область

 

( ) { : ( ) ( );
( ) ( ) ( ) ( ), }.

pE f G w u jv u a u u b
cu x x v du x x a x b
      
        



 
(6)

Если ( ), ( ) 0,u a u b′ ′ ≠  то f можно продолжить до p-диффеоморфизма замкнутых областей.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из принципа сохранения области [5, теорема 8] при условии u′(x) > 0 

следует, что образом области G будет область E = f(G), при этом u′(a) < u′(b). Из теоремы 4 выте-
кает, что E – простейшая область вида (6). Утверждение о p-диффеоморфности f в G и о p-диффе-
оморфном продолжении на G следуют из теорем 2 и 3. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  1. В случае u′(x) < 0 область G отображается на простейшую область

( ) { : ( ) ( );
( ) ( ) ( ) ( ), }.

pE f G w u jv u b u u a
du x x v cu x x a x b
      
        



Следующая теорема в некотором смысле является обратной к теореме 5.
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Те о р е м а  6. Пусть функция = { : ; ( ) ( )}pG z a x b g x y g x∈ < < - < <  – простейшая область 
и на (a,b) определена функция

1( ) .
2 ( ) ( )

x b

a x

dt dtf x
g t g t

 
= - 

 
∫ ∫

Тогда функция ( ) = ( )  ( )f z f x j f x y′+  p-диффеоморфно отображает G на простейшую прямо-
угольную область

 

1 1( ) : , 1
( ) (

1
2 2 )

.
b b

p
a a

E f G w u jv udt dt
g t g t

v
  = = = + ∈ - < < - < < 
  

∫ ∫

 

Если существуют пределы )lim 0(
x a

g z
→

>  и lim 0,( )
x b

g z
→

>  то f можно продолжить до p-диффеомор-
физма замкнутых областей.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как 1 ( ) 0
( )

f x
g x

′ = >  для всех ( , ),x a b∈  утверждение теоремы выте-

кает из представления ( ) = ( )  ( ) ,f z f x j f x y′+  теорем 2 и 3. 
З а м е ч а н и е  2. Cлучай, когда G имеет вид

{ : ; ( ) ( )}pG z a x b h x y g x= ∈ < < < <

сводится к рассмотренному с помощью p-голоморфного отображения 

( ) ( ) .
2

g x h xw u jv x j y + = + = + - 
 

При этом ,   ( ) ( ) ( ) ( ) .
2 2

h x g x ga u x b x h xv< = <
- -

< <

Проиллюстрируем теорему 6 следующим примером.
П р и м е р. Пусть 2 2{ :1 2; }.pG z x x y x= ∈ < < - < <  Положим теперь, что 

2

2 2
1

1 1 3( ) .
2 4

x

x

dt dtf x
xt t

 
= - = - + 

 
∫ ∫

Тогда 

2
1 3 1 1 3( ) =  ,

4 4
1 1( ) ; 1 1 .
4 4

f z j y
x zx

E f G u v

     

         
 

Заметим также, что

1 1 1(1) = ,     (2) = ,     1 ,     ( ) ,     
4 4 4

12 4 ,     ( ) ,     
4

1 12 4 ,     ( ) ,     1 ,     ( ) .
4 4

f f A j A f A j

B j B f B j

C j C f C j D j D f D j

      

     

           

Те о р е м а  7. Не существует p-голоморфного отображения прямоугольника 
{ ; 1 1},G a x a y= - < < - < <  где a ≠ 1, на p-круг { }1 .E w= <
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ( )( ) = ( ) ( ) ( )w u jv f z u x j yu x x′= + = + + φ  – указанное в условиях 
теоремы отображение. Тогда образами отрезков { ; 1}a x a y- < < =  и { ; 1}a x a y- < < =  будут соот-
ветственно отрезки { 1 1; 1}u v- < < =  и { ; 1}.a x a y- < < =  Отсюда получаем систему

1 = = ( ) ( ),
1 = = ( ) ( ).

v u x x
v u x x

′ + φ
 ′- - + φ

Из нее следует, что ( ) 0xφ ≡  и ( ) .u x x c≡ +  Точки a и –a перейдут соответственно в 1 и –1. Тогда

  1 ( ) ,
1 ( ) ,

u a a c
u a a c

= = +
- = = +

а значит, c = 0. Таким образом, ( )u x x≡  и ( ) = ,f z z  что вступает в противоречие с a ≠ 1. Теорема 
доказана.

Следствие. Не всякую ограниченную односвязную область можно оторбазить на p-круг 
{ }1E w= <  с помощью p-голоморфного отображения.
Определение 6. Элементарным назовем множество со связной внутренностью, представи-

мое в виде объединения конечного числа простейших прямоугольников. Его внутренность – эле-
ментарная область.

Определение 7. Стандартным назовем множество со связной внутренностью, представи-
мое в виде объединения конечного числа простейших множеств. Его внутренность – стандарт-
ная область.

Те о р е м а  8. Пусть функция ( )( ) = ( ) ( ) ( )f z u x j yu x x′+ + φ  p-голоморфна элементарной об-
ласти ,  ( ),  ( ) 0G G D f u x′⊂ ≠  для любых x∈ таких, что .z x jy G= + ∈  Тогда f p-диффеомор-
фно отображает G на стандартную область E = f(G). Если для любого t G∈∂  существует 

Relim 0( ) ,
G z t

f z
∋ →

′ ≠  то f можно продолжить до p-диффеоморфизма замкнутых областей.

Доказательство вытекает из теорем 2, 3, 4 и 5.
Отображения ограниченных областей.
Определение 8. Исчерпанием множества pG ⊂  будем называть такую последователь-

ность множеств { } 1 ,k kG ∞
=  что при любых натуральных числах :  k mGk m G⊂<  и 

1
.k

k
G G

∞

=
=


Те о р е м а  9. Пусть pG ⊂  – область, ограниченная кусочно-гладкой замкнутой кривой ,G∂  
{ } 1k kG ∞

=  – ее исчерпание элементарными областями, ( )p kf H G∈  для любого ,  ( ).k kk E f G∈ =  
Тогда верны следующие утверждения:

1) k mE E⊂  при k < m; 

2) 
1 1 1

( ) ( ) ;k k k
k k k

E f G f G f G E
∞ ∞ ∞

= = =

 
= = = = 

 
  

3) ( );pf H G∈
4) если Ek – область для любого ,k∈  то ( )E f G=  – область и { } 1k kE ∞

=  – ее исчерпание стан-
дартными областями;

5) если Re ( ) 0f z′ ≠  для любых kz G∈  и ,k∈  то f p-диффеоморфно отображает G на E, при 
этом для производной обратной функции верно равенство 1 1{ } ( ) = ;

( )
f w

f z
- ′

′
6) если для любого t G∈∂  существует Relim 0( ) ,

G z t
f z

∋ →
′ ≠  то f можно продолжить до p-диффео-

морфизма замкнутых областей.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Вытекает из того, что 
1

k
k

G G
∞

=
=


 и при : . k mGk m G⊂<

2. Пусть 0 ,z G∈  тогда найдется номер k0 такой, что 0 kz G∈  и для любых k ≥ k0 верно 

0( ) ( ).kf z f G∈  С другой стороны, из k mE E⊂  следует 
1

.k
k

E E
∞

=
=
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3. Пусть 0 ,z G∈  существуют окрестность U(z0) и номер k0 такие, что 0( ) kU z G⊂  для любых 
k ≥ k0, а значит, функция f p-голоморфна в U(z0). В силу произвольности 0 :  ( ).pz G f H G∈ ∈

4. Пусть ( )k kE f G=  – область для любого ,k∈  из 2) вытекает, что 
1

k
k

E E
∞

=
=


 – открытое 

множество. Если 1 2, ,z z G∈  то найдется номер k0 такой, что 1 2, kz z G∈  для любых k ≥ k0, а значит, 
точки z1 и z2 можно соединить непрерывным путем в Gk, тогда точки w1 = f(z1) и w2 = f(z2) можно 
соединить непрерывным путем в E, таким образом, E – связное множество, т. е. область. 
Оставшаяся часть утверждения вытекает из 1), 2) и теоремы 8.

5. Вытекает из теоремы 2.
6. Вытекает из теорем 2 и 3.
Заключение. В работе рассмотрены свойства p-голоморфных функций в приложении к ото-

бражениям областей. Доказаны аналог теоремы Ролля и теорема о глобальном p-диффеоморфиз-
ме для p-голоморфной функции, а также модифицированный принцип соответствия границ.
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