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Аннотация. Для многомерного гиперболо-параболического уравнения с постоянными коэффициентами изуче-
ны устойчивые компактные разностные схемы с весами четвертого порядка аппроксимации. Получены априорные 
оценки устойчивости и сходимости разностного решения в сильных сеточных нормах. Приведенные тестовые чис-
ленные расчеты согласуются с теоретическими выводами. 
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Введение. Уравнения гиперболо-параболического типа используются для описания многих 
физических процессов, таких как зависимость напряженности электрического и магнитного по-
лей от свойств среды [1], распространение тепловых [2] и ультразвуковых (в некоторых разбав-
ленных газах) волн, а также теплового импульса в неметаллических чистых кристаллах [3], дру-
гих процессов в термодинамике, кристаллических телах и пористых средах [4–6].

Для численного решения дифференциальных уравнений с частными производными такого 
типа можно использовать разностные или конечно-элементные аппроксимации [5], метод колло-
каций с применением базисных функций на основе кубических B-сплайнов [7]. В настоящее вре-
мя наибольший интерес представляет построение разностных схем повышенного порядка точ-
ности без увеличения числа узлов в шаблонах [8–11], которые также известны как компактные 
разностные схемы [10, 12]. В [13] для двумерной обобщенной математической модели Каттанео, 
включающей уравнения гиперболо-параболического типа, изучены компактные разностные 
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схемы с порядком аппроксимации 3 4 2 2
1 2( | | ),  (1,2),  | | .O h h h h−αΨ = τ + α∈ = +  Схемы порядка 

точности (4 + 2) (четвертый порядок по пространственной переменной и второй по временной) 
для двумерного однородного уравнения Каттанео рассмотрены в [4]. Для одномерного гипербо-
ло-параболического уравнения с постоянными коэффициентами компактные разностные схемы 
с весами (4 + 2) и (4 + 4) порядков аппроксимации изучены в [11]. Схемы с весами (4 + 2) порядков 
точности для уравнения с переменным коэффициентом квазилинейного и многомерного уравне-
ний такого типа также построены в [11]. 

Настоящая работа посвящена построению и изучению компактных разностных схем (4 + 4) 
порядков точности для многомерного гиперболо-параболического уравнения с постоянны-
ми коэффициентами. Для исследования устойчивости разностной схемы применяется теория 
трехслойных операторно-разностных схем А. А. Самарского [5]. В результате получены апри-
орные оценки устойчивости и сходимости разностного решения в сеточных нормах L2(ωh), 

1
2 ( ),  ( )h hW Cω ω  или L∞(ωh). Кроме того, приводятся результаты тестовых расчетов, подтверждаю-

щих повышенный порядок точности разностных схем на стандартных шаблонах.
Постановка задачи и разностная схема. Пусть 1{ ( , ..., ),  0     ,  1, }pG x x x x l pα α= = ≤ ≤ α =  яв-

ляется p-мерным прямоугольным параллелепипедом с границей Γ, т. е. .G G= ∪Γ  В цилиндре 
[0   ]TQ G t T= × ≤ ≤  рассмотрим начально-краевую задачу
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Здесь ( )2 2/ ,L u k u xα α α= ∂ ∂  коэффициенты ρ1 > 0, ρ2 ≥ 0, kα > 0 являются константами,  1 , .pα=
В параллелепипеде G построим разностную 1 1{ ( ,..., ),  0, ,  / , 1 , }h i p px i h i h i N h l N pα α α α αω = = = = α =

1 1{ ( ,..., ),  0, ,  / , 1 , }h i p px i h i h i N h l N pα α α α αω = = = = α =  h h= ω ∪ γ  и равномерную 0 0{ ,  0, ,    }nt n n N N Tτω = = τ = τ =  сетки. Сетка hω  равномерна по 
каждой из пространственных переменных, γh – множество ее узлов, которые принадлежат гра-
нице Γ.

Пусть заданы вещественное конечномерное евклидово пространство H = Hh и скалярное про-
изведение, норму в котором обозначим через (,) и .‖ ‖ соответственно. Кроме того, пусть в про-
странстве H задан самосопряженный положительно определенный оператор A = Ah. Через HA 
обозначим евклидово пространство, состоящее из элементов пространства H и снабженное ска-
лярным произведением ( , ) ( , )Ay v Ay v=  и нормой ( , ) .A Ay y y‖ ‖  Далее используем следующие 
безындексные обозначения теории разностных схем [14, гл. VI, § 3]:

1 1
1 1ˆ( ), ( ), ( ), ( ) ,      n n n

n n n ny y y t y y y t y y y t y t H
∨

+ −
+ −= = = = = = ∈

2
ˆ ˆ ˆ 2, , .

2
    ot tt

t

y y y y y y yy y y
∨ ∨

− − − +
= = =

τ τ τ

На сетке узлов h τω = ω ×ω  исходную задачу (1)–(3) аппроксимирует разностная схема
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Погрешность аппроксимации. Нетрудно показать, что разностная схема (4)–(6) имеет чет-
вертый порядок точности 4 4 2 2

1(| | ),  | | .. .. pO h h h h+τ = + +  Рассмотрим невязку разностного урав-
нения (4):
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то запишем невязку (7) в виде
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Из (1) вытекает, что
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Для погрешности аппроксимации второго начального условия (5) имеет место оценка
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Устойчивость по начальным данным и правой части. Для упрощения дальнейших иссле-
дований ограничимся рассмотрением двумерного случая p = 2. Как подчеркивалось в [15–17], 
рассмотрим для возмущения y y y= −  задачу с однородными граничными условиями
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в которой y – возмущенное решение, полученное по разностной схеме (4)–(6) при p = 2 с возму-
щенными начальными условиями 0 1,u u   и возмущенной правой частью 0 0 0,  ,f u u u= −
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Далее будем использовать следующие обозначения:
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Схему (10)–(12) можно записать в канонической форме:
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Для получения априорных оценок разностного решения схемы (13) воспользуемся следую-
щими утверждениями.
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для задачи (13) верна априорная оценка
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где
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Л е м м а  2. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда разностная схема (13) устойчива по 
начальным данным и правой части, а для ее решения имеет место оценка
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и применяя преобразования

ˆ ˆ ˆ ˆ,      ,t ty y y y y y= - τ = + τ

и неравенство Коши – Буняковского с ε0 (неравенство [14, с. 101])

2 2
0 0

0

1, ) | || || . || || || || || || ,      1 / 2,| (
4

u v u v u v≤ ≤ ε + ε =
ε

с учетом второго условия (14) следуют оценки

 
1 2 2 21 1ˆ ˆ|| || | ,| | || ||

2
|

2
n

A t DY y y+ +≥
 

(18)

 ( )21 2 ˆ|| || || || || .|| n
A t DY y y+ ≤ +  

(19)

В силу неравенств (18), (19) оценку (15) можно записать в виде (16). Лемма доказана.
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то самосопряженные операторы A, B и D положительны:
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Имеет место
Те о р е м а  1. Пусть выполнено условие
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Тогда разностная схема (13) устойчива по начальным данным и правой части, а для ее решения 
имеет место оценка 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для исследования устойчивости схемы (13) применим лемму 2. За-
метим, что
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Итак, условия леммы 2 выполнены и, следовательно, имеет место оценка (16), в которой 
2  / 3.ε=ρ  Теорема доказана.

Теорема о сходимости. Пусть z = y – u – погрешность метода, где u – решение задачи (1)–(3). 
Подставляя z + u вместо y в (4)–(6), получаем для z следующую задачу:
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 ( ,0) 0,      ,      ( ,0) ,      ,
o

h t hz x x z x x= ∈ω = Ψ ∈ω  (23)

 ( , ) 0,      ,      .hz x t x t τ+ τ = ∈γ ∈ω  (24)

Те о р е м а  2. Пусть выполнено условие (20). Тогда решение разностной задачи (10)–(12) схо-
дится к точному решению дифференциальной задачи (1)–(3) и имеют место оценки

4 4
3 3|| || (| | ),      con tm x ,a s 0

n

n
t

n
Ay u M h M

τ∈ω
- ≤ +τ = >

1/21 4 4
4 4max || || ln | | (| | ),      const 0,

n

n n
C

t
y u M h h M

τ

-

∈ω
+τ = >≤-

где 00, .n N=
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как задачи (22)–(24) при p = 2 и (10)–(12) идентичны, то для 

оценки погрешности метода применим теорему 1. Тогда с учетом оценок (8), (9) и (21) следует  
оценка

1/2
2 4 4

3
2 1

3|| 2 ( ) (| | ).|
2

|
n

A D
s

o
sz t M h



            
  ‖ ‖ ‖ ‖

В силу теоремы вложения [18, гл. II, § 2; 19, гл. II, § 2] имеем

1/21
0 0 ,| || ln | | || || ,      const| 0C Az c h z c- =≤ >

что приводит к требуемой оценке в сеточной норме ( ).hC ω  Теорема доказана.
Тестовые расчеты. В этом разделе приводятся результаты численных расчетов при решении 

начально-краевой задачи (1)–(3) в двумерном случае p = 2. Начальные и краевые условия, а так-
же правая часть уравнения определяются из точного решения

1 2 1 2/2 /2

1 2( , , ) .
2

t x x t x xe eu x x t
- - + ++

=

Параметры задачи выбираются следующими: ρ1 = 1, k1 = k2 = 1, l1 = T = 1, l2 = 2. 
На рис. 1 численное решение и погрешность метода получены при ρ2 = 3, h1 = 0,0125, 

h2 = 0,0625 и τ = 0,00625.
Порядок скорости сходимости по пространственной (ph) и временной (pτ) переменным опре-

деляется по следующим формулам:

 

2
1/2

2
1/2

|| ||log ,
|| ||
|| ||log ,
|| ||

h zp
z
zp
z






 

(25)

где 1 2 1 21/2 /2, /2, /2 /2, /2, /2.h h h hz y uτ τ= -
В случае, когда точное решение невозможно найти, для нахождения порядка сходимости 

вместо (25) используем другие формулы, представленные в работе [17]. В табл. 1, 2 приведены 
значения порядка скорости сходимости приближенного решения к точному при выполнении ус-
ловия устойчивости (20).

Из результатов расчетов видно, что построенная схема имеет четвертый порядок аппрокси-
мации. Кроме того, на рис. 2 по фигурам погрешности метода в норме L∞ хорошо видна скорость 
сходимости приближенного решения к точному после изменений сеточных шагов.
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 a b

Рис. 1. Численное решение (a) и погрешность (b) при tn = T с шагами h1 = l1/40, h2 = l2/16, τ = T/80

Fig. 1. The numerical solution (a) and the L∞-error (b) at tn = T with steps h1 = l1/40, h2 = l2/16, τ = T/80

Таблица 1. Порядок сходимости по пространству и времени при 2 2
1 2γ + γ = 1 / 2

Table 1. The order of convergence in space and time at ( 2 2
1 2γ + γ = 1 / 2 )

ρ2 h1 = 0,1 h2 = 0,5 τ = 0,069338 ||z||L∞ Lp ∞ ||z||L2 2Lp

0 h1 h2 τ 1,77E-04 – 1,38E-04 –
0 h1/2 h2/2 τ/2 1,17E-05 3,92439 8,23E-06 4,0672
0 h1/2

2 h2/2
2 τ/22 7,67E-07 3,92899 4,46E-07 4,20463

0 h1/2
3 h2/2

3 τ/23 5,18E-08 3,88799 2,29E-08 4,28257
3 h1 h2 τ 1,20E-04 – 8,95E-05 –
3 h1/2 h2/2 τ/2 7,37E-06 4,02602 5,69E-06 3,97434
3 h1/2

2 h2/2
2 τ/22 4,61E-07 3,99992 3,54E-07 4,00718

3 h1/2
3 h2/2

3 τ/23 3,26E-08 3,82297 2,17E-08 4,0297

Таблица 2. Порядок сходимости по пространству и времени при 2 2
1 2γ + γ < 1 / 2 

Table 2. The order of convergence in space and time at ( 2 2
1 2γ + γ < 1 / 2) 

ρ2 h1 = 0,5 h2 = 0,5 τ = 0,005 ||z||L∞ Lp ∞ ||z||L2 2Lp

0 h1 h2 τ 1,82E-04 – 1,45E-04 –
0 h1/2 h2/2 τ/2 1,26E-05 3,8522 9,18E-06 3,9801
0 h1/2

2 h2/2
2 τ/22 7,96E-07 3,98778 5,75E-07 3,99656

0 h1/2
3 h2/2

3 τ/23 4,95E-08 4,0064 3,57E-08 4,0087
3 h1 h2 τ 1,28E-04 – 9,42E-05 –
3 h1/2 h2/2 τ/2 8,03E-06 3,99835 6,01E-06 3,96948
3 h1/2

2 h2/2
2 τ/22 5,07E-07 3,98721 3,77E-07 3,99535

3 h1/2
3 h2/2

3 τ/23 3,16E-08 4,00466 2,34E-08 4,00876
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Рис. 2. Погрешность метода при разных сеточных шагах при ρ2 = 3

Fig. 2. The method error at different grid steps (ρ2 = 3)

Таким образом, проведенные тестовые расчеты согласуются с нашими теоретическими вы-
водами.
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