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Аннотация. Рассмотрены свойства равномерно сходящихся последовательностей h-голоморфных функций на 
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ном приближении h-голоморфных функций многочленами. Получены достаточные условия h-голоморфности пре-
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Ключевые слова: кольцо h-комплексных чисел, h-голоморфные функции, делители нуля, равномерная сходи-
мость, последовательность h-голоморфных функций, функциональный ряд, принцип компактности

Для цитирования. Павловский, В. А. Принцип компактности и теорема Витали для h-голоморфных функций / 
В. А. Павловский // Вес. Нац. акад. навук Беларусі. Сер. фіз.-мат. навук. – 2022. – Т. 58, № 4. – С. 381–388. https://doi.
org/10.29235/1561-2430-2022-58-4-381-388

Vladislav A. Pavlovsky 

Belarusian State University, Minsk, Republic of Belarus

THE COMPACTNESS PRINCIPLE AND VITALIʼS THEOREM  
FOR h-HOLOMORPHIC FUNCTIONS

Abstract. In this paper, we consider the properties of uniformly convergent sequences of h-holomorphic functions on the 
set of h-complex numbers. Theorems on the global antiderivative and on the uniform approximation of h-holomorphic func-
tions by polynomials are formulated and proven. The sufficient conditions for the h-holomorphism of the limit function are 
obtained. The compactness principle for functions of an h-complex variable and an analog of Vitali s̓ theorem for h-analytic 
functions are formulated and proven. 

Keywords: ring of h-complex numbers, h-holomorphic functions, zero divisors, uniform convergence, sequence of h-ho-
lomorphic functions, compactness principle

For citation. Pavlovsky V. A. The compactness principle and Vitali s̓ theorem for h-holomorphic functions. Vestsі Na-
tsyianal’nai akademіі navuk Belarusі. Seryia fіzіka-matematychnykh navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences 
of Belarus. Physics and Mathematics series, 2022, vol. 58, no. 4, pp. 381–388 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-2430-
2022-58-4-381-388

Введение. Многие задачи геометрии и физики допускают описание с помощью h-комплекс-
ных чисел, что порождает интерес к исследованию свойств функций h-комплексного перемен-
ного. Однако в настоящее время теория таких функций разработана недостаточно. В имеющихся 
работах приводятся лишь разрозненные сведения о функциях h-комплексного переменного при-
менительно к конкретным прикладным аспектам [1–3]. В связи с этим является актуальным изу-
чение общих свойств h-голоморфных функций и построение элементов соответствующей теории.

h-Голоморфные функции. Пусть h  – кольцо h-комплексных (двойных) чисел [1, 4] ви-
да ,z x jy= +  где 2, ,   11,   x y j j∈ ±= ≠  с нормой .

h
z x y= +  В кольце h  есть делите-

ли нуля вида (1 ) ,  .j t t± ∈� Рассмотрим функцию .: h hf D ⊂ →   Представим ее в виде 
( ) ( ) ( , ) ( , ),f z f x jy u x y jv x y= + = +  где Reu f=  – действительная часть, а Hyp v f=  – гиперболи-

ческая часть.
О п р е д е л е н и е  1. Функция f(z) называется h-голоморфной в точке ,z D∈  если f(z) опреде-

лена в некоторой окрестности точки ,z x jy= +  функции u(x,y) и v(x,y) дважды непрерывно диф-
ференцируемы в точке (x,y) и выполняются условия

© Павловский В. А., 2022



382  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2022, vol. 58, no. 4, рр. 381–388

, .x y y xu v u v′ ′ ′ ′= =

Функция f(z) h-голоморфна на множестве ,hD ⊂  если она h-голоморфна в каждой точке этого 
множества. 

Обозначим через ( )h D  множество функций, h-голоморфных на множестве .hD ⊂  Для 
h-голоморфных функций верно представление [4]

 
1 1( ) ( ) ( ).

2 2
j jf z f x y f x y+ -

= + + -
 

(1)

Производная h-голоморфной функции вычисляется по формуле

'( ) .x x y y x yf z u jv v ju u ju′ ′ ′ ′ ′ ′= + = + = +

Существование глобальной первообразной. Пусть hD ⊂  – область, Г ⊂ D – кусочно-глад-
кая кривая, .: hf D →  Интеграл Римана от f(z) по кривой Γ определим равенством

( )( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .f z dz u x y jv x y dx jdy u x y dx v x y dy j v x y dx u x y dy
G G G G

= + + = + + +∫ ∫ ∫ ∫

Обозначим через (Г) множество функций, интегрируемых на Γ по Риману. Если f ∈ (Г), то 
верна оценка 

( ) 2 (Γ),f z dz M l




где ( )f z M≤  для любой точки z ∈ Г, l(Γ) – длина кривой Γ.
Те о р е м а  1  (о существовании глобальной первообразной) .  Пусть ( ),hf D∈  где hD ⊂  – 

односвязная область. Тогда в D существует глобальная первообразная для f(z), которая может 

быть взята в виде ( ) ( ) ,
z

a
F z f t dt= ∫  где интеграл берется по любой кусочно-гладкой кривой с кон-

цами a, z, лежащей в D и не содержащей отрезков, целиком состоящих из делителей нуля. Если 

f(z) не является делителем нуля в любой точке ,z D∈  то интеграл ( )
z

a
f t dt∫  можно брать по лю-

бой кусочно-гладкой кривой в D с концами a, z.
Д о к а з а т е л ь с т в о. В условиях теоремы 1 дифференциалы (udx + vdy), (vdx + udy) име-

ют [5] глобальные первообразные U(x,y) и V(x,y) такие, что .,   dU dV vudx vdy dx udy+ += =  
Положим ( , ) ( , ),( )F x y jVz U x y+=  тогда ( , ),   ( , ).x y y xU V u x y U V v x y′ ′ ′ ′= = = =  Следовательно, F(z) 
h-голоморфна в D. Имеем 

( , ) ( , ) ( .( ) )x x x y jvF z xU jV u y f z′ ′ ′= + == +

Представление функции f(z) в виде интеграла вытекает из аналогичных представлений для 
U(x,y) и V(x,y).

Равномерное приближение h-голоморфных функций многочленами. 
О п р е д е л е н и е  2. Функциональная последовательность fn(z) сходится равномерно к функ-

ции f(z) на множестве ,hD ⊂  если 

0 ( ) ( ) : ( ) ( ) .nn n n z D f z f z∀ε > ∃ ε ∀ ≥ ε ∀ ∈ - ≤ ε

О п р е д е л е н и е  3. Функциональная последовательность fn(z) сходится равномерно внутри 
области ,hD ⊂  если она сходится равномерно на любых компактных подмножествах .K D⊂

Те о р е м а  2. Пусть :[ , ] hf a b →  непрерывна на [ , ] .a b ⊂   Тогда существует последова-
тельность многочленов Pn(x), равномерно сходящихся на [a,b] к функции f(x).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ( ) ( ) ( ).f x u x jv x= +  По теореме Стоуна – Вейерштрасса [6] суще-
ствует последовательности многочленов qn(x) и rn(x), равномерно сходящихся на [a,b] к u(x) и v(x) 
соответственно. Положим ( ) ( ) ( ).n n nP x q x j r x= +  Имеем 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,n n n n nP x f x q x u x j r x v x q x u x r x v x- = - + - = - + -

откуда и вытекает утверждение теоремы.
Те о р е м а  3. Пусть ( ),hf B∈  где ,hB ⊂  – некоторый открытый h-круг [7]. Тогда суще-

ствует последовательность многочленов Pn(z), равномерно сходящихся к функции f(z) внутри B.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть K B⊂  – компакт. Из (1) вытекает представление 

1 1( ) ( ) ( )  .
2 2

j jf z f x y f x y z x jy K+ -
= + + - ∀ = + ∈

Существует отрезок [ , ]a b ⊂  такой, что a x y b≤ ± ≤  и компакт K целиком лежит в замкнутом 
h-круге радиуса 

2
b a-  с центром в точке .

2
a b+  В силу теоремы 2 существует последовательность 

многочленов Pn(x), равномерно сходящихся к f(x) на [a,b]. Имеем 

1 1( ) ( ).
2 2

( )n n n
j jx y xP z yP P+ -

= + + -

Тогда верна оценка

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( ) ( )n n n
j jx y x y xP x f x P f P xfy y+ -

+ - + - -≤ -- + =
 

( ) ( ) ( ) ( ,)n nx y x y x y x yP f P f= ++ - + - - -

что и доказывает теорему. 
Равномерно сходящиеся последовательности h-голоморфных функций. 
Те о р е м а  4. Пусть последовательность h-голоморфных в области hD ⊂  функций fn(z) 

сходится равномерно внутри D к функции f(z). Тогда f(z) h-голоморфна в D.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть K ⊂ D – компакт, ∆ ⊂ K – произвольный треугольник, l – 

длина его границы ∂Δ. Зафиксируем ε > 0. Существует такое n0, что 0n n∀ ≥  и z K∀ ∈  имеем 

2
( ) ( ) .nf f

l
z z ε
- ≤  Из h-голоморфности fn(z) следует ( ) 0.nf t dt

∂∆
=∫  Тогда получаем 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nf t dt f t f t f t dt f t f t dt
∂∆ ∂∆ ∂∆

= - + ≤ - +∫ ∫ ∫
 

( ) ( ) ( ) 2 .
2

n nf t dt f t f t dt l
l∂∆ ∂∆

ε
+ ≤ - ≤ = ε∫ ∫

В силу произвольности ε отсюда следует, что ( ) 0.f t dt
∂∆

=∫  Используя аналог теоремы Мореры [8], 

заключаем, что f(z) h-голоморфна внутри K, откуда и вытекает утверждение теоремы.
Те о р е м а  5. Пусть { }0B z z r= - <  − h-круг с центром в точке 0 2

a bz +
=  радиуса ,

2
b ar -

=  

где 0 ,a b< < < +∞  функции fn(z), n∈ h-голоморфны в B. Если последовательность fn(t) сходится 
равномерно на [ , ]a b ⊂  к дважды непрерывно дифференцируемой функции f(t), то последова-
тельность fn(z) сходится равномерно внутри B к h-голоморфной функции (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что 

[ ]0 00 , : ( ) ( ) .
2nn n n t a b f t f t ε

∀ε > ∃ ∀ ≥ ∀ ∈ - ≤
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Для любого z B∈  имеет место представление 

1 1( ) ( ) ( ).
2 2n n n

j jf z f x y f x y+ -
= + + +

Пусть K B⊂  – компакт. Для любого z K∈  верна оценка

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

,
2 2n n n

j jf z f z f x y f x y f x y f x y+ ε-
- + - + - -

ε
≤ ≤ +-+ = ε

что и доказывает теорему.
Теоремы 4 и 5 не содержат информации о производной предельной функции последователь-

ности h-голоморфных функций. Покажем, что при дополнительных условиях верна более общая 
теорема.

О п р е д е л е н и е  4. Стандартным назовем компактное множество с односвязной внутренно-
стью, ограниченное замкнутой ломаной, образованной конечным числом отрезков, параллель-
ных прямым y = x или y = –x [7]. 

Л е м м а. Пусть G – стандартное множество. Тогда существует число M(G) такое, что 
любые две точки 0 ,  z z G∈  можно соединить ломаной, длина которой не превышает M(G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Соединяя подходящие вершины ломаной ∂G, представим G в виде 

объединения конечного числа замкнутых треугольников 
1

: , .
N

i i
i

G N
=

∆ = ∆ ∈


 Пусть P(Δi) – пе-

риметр треугольника Δi. Положим 
1

( ) ( ).
N

i
i

M G P
=

= ∆∑  Пусть 0 ,  z z G∈  – внутренние точки. Покажем, 

что их можно соединить ломаной γ так, что i iγ ∩∆ = γ  будет состоять не более чем из одного от-
резка γi и .i Gγ ∩∂ =∅  

Используем метод математической индукции. При N = 2 утверждение очевидно. Пусть оно 
верно для N = n, докажем его верность для N = n + 1. Любой треугольник Δi имеет общий уча-
сток границы с каким-либо Δj. Пусть 1,nz +∈∆  который соседствует с Δn. Выберем произвольную 
внутреннюю точку .nz∗ ∈∆  Соединим ломаной точки z0 и z⁎ и продолжим отрезок γn до пересе-
чения с общей границей треугольников Δn и Δn+1. Затем соединим точку пересечения с точкой z. 
Получим ломаную γ, удовлетворяющую требованиям леммы. Очевидно, что длина каждого ее 

участка ( ) ( ).i il Pγ < ∆  Тогда длина всей ломаной 
1

( ) ( ) ( ).
N

i
i

l P M G
=

< ∆ =γ ∑  

Случай, когда 0 ,  z z G∈  – граничные точки, легко сводится к уже рассмотренному с помощью 
подходящего выбора внутренних точек 0 ,  .z z G′ ′∈

Те о р е м а  6. Пусть hD ⊂  – односвязная область, ограниченная кусочно-гладкой замкну-
той кривой, ( )  ,n hf nD∈ ∀ ∈  последовательность производных ( )nf z′  сходится равномерно 
внутри D к непрерывной функции g(z); числовая последовательность fn(z0) сходится в некоторой 
точке 0 .z D∈  Тогда последовательность fn(z) сходится равномерно внутри D к некоторой функ-
ции ( )hf D∈  и ( ) ( )  .f z g z z D′ = ∀ ∈

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 0,  .z z D∈  {Dk} – компактное исчерпание [9] D стандартными 
множествами такое, что 

1
1 2,   ... ... .k

k
kD D D D D

∞

=
= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂


 Существует такое k0, что 0,  kz z D∈  

0.k k∀ ≥  В силу равномерной сходимости и теоремы 1 имеем

( )
0 0

0( ) lim ( ) lim ( ) ( ) ,n n n

z

n

z

z nz
g d f d f z f z

→∞ →∞
′τ = τ = -τ τ∫∫

отсюда следует, что существует

0

lim ( ) ( ) ( ) ,
z

n
zn

f z f z g d A
→∞

= τ= τ +∫
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где 0lim ( ),n
n

A f z
→∞

=  интегрирование ведется по ломаной 0kDγ ⊂  с концами в точках z0 и z, вы-
бранной в соответствии с леммой и так, что ни одно ее звено не состоит целиком из делителей 
нуля. Существует такое число 0( ),kM D  что длина ломаной 0( ) ( ).kl M Dγ ≤

Согласно теореме 1, 0( ) ( )  .kf z g z z D′ = ∀ ∈  Кроме того,

( )
00 0

0( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )) ( )
z zz

n
z z

n n
z

nf z f z z Af d f g d f g d
   
 - = τ + - τ + ≤ τ τ +     

′ ′τ τ


-


τ∫ ∫∫
 

00 0( ) ( )2 sup ( ) 2 (( ) ( ) )n n knz l A zf g DA f f M
τ∈γ

+ ≤ τ τ′ γ + - ≤ ε- - + ε

при достаточно больших n. Отсюда вытекает, что fn(z) сходится к f(z) равномерно на 0 .kD  В силу 
произвольности z D∈  f(z) h-голоморфна в D и ( ) ( )  .f z g z z D′ = ∀ ∈  

Пусть K D⊂  – компакт. Существует такое k⁎, что  . kD kK k ∗∀ ≥⊂  Следовательно, последо-
вательность fn(z) сходится к f(z) равномерно внутри D. Теорема доказана.

Те о р е м а  7 ( аналог теоремы Вейерштрасса) .  Пусть hD ⊂  – односвязная область, огра-
ниченная кусочно-гладкой замкнутой кривой, пусть также

1) ( )  ;k hw D k∈ ∀ ∈

2) функциональный ряд 
1

( )k
k

w z
∞

=
′∑  сходится равномерно внутри D к непрерывной функции g(z);

3) сходится числовой ряд 0
1

( ),k
k

w z
∞

=
∑  где 0 .z D∈

Тогда функциональный ряд 
1

( )k
k

w z
∞

=
∑  сходится равномерно внутри D к некоторой функции 

( ),hf D∈  при этом ( ) ( )  .f z g z z D′ = ∀ ∈
Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из теоремы 6, примененной к последовательности частичных 

сумм 
1

( ) ( ).
n

n k
k

f z w z
=

= ∑

Принцип компактности. 
О п р е д е л е н и е  5. Функциональная последовательность :n h hf D ⊂ →   называется рав-

ностепенно непрерывной внутри области D, если для любого ε > 0 и для любого компакта K D⊂  
существует такое ( , ) 0,Kδ ε >  что для любых , ,   ( , ),z z K z z K′ ′′∈ ′ ′′- < δ ε  для любого n∈ верно 
неравенство

( ) ( ) .n nf z f z′ ′′- ≤ ε

О п р е д е л е н и е  6. Функциональная последовательность :n h hf D ⊂ →   называется ком-
пактной в D, если любая ее подпоследовательность содержит подпоследовательность, сходящу-
юся равномерно внутри области D. 

Для h-голоморфных функций классический принцип компактности [10] неверен. При нало-
жении более сильных ограничений верна 

Те о р е м а  8 ( принцип компактности) .  Пусть hD ⊂  – односвязная область, ограничен-
ная кусочно-гладкой замкнутой кривой ∂D, ( )  n h Df n∈ ∀ ∈  и для любого компакта K D⊂  
существует такое число M(K), что 

( ) ( ),   ( ) ( )  , .n nf z M K f z M K n z K′≤ ≤ ∀ ∈ ∀ ∈

Тогда функциональная последовательность fn(z) компактна внутри D.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем доказательство в несколько этапов. 
1) Покажем, что функциональная последовательность fn(z) равностепенно непрерывна внутри 

области D. Пусть K D⊂  – компакт. Обозначим через 2ρ расстояние между K  и ∂D. Пусть ,z z K′ ′′∈  

и .
2

z z ρ′ ′′- ≤  Тогда z′ и z″ можно соединить ломаной γ, такой, что ее длина ( ) 2l z z′ ′′γ ≤ -  и .Kγ ⊂  
Верна оценка
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( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) 2 2 ( ) .
z

z
n n n nf z f z f z f z f d M K l M K z z

′′

′

′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′′- ≤ - = τ ≤ γ ≤ -τ∫

Полагая min , ,
2 2 2 ( )M K

 ρ ε δ =  
  

 в силу определения 5 выводим, что fn(z) равностепенно непре-

рывна внутри области D.
2) Пусть D



 – множество точек z x jy D= + ∈  таких, что , .x y∈  Множество D


 счетно 
и всюду плотно в D. Его точки можно занумеровать. Пусть 1{ } .D z ∞

ν ν==


 Покажем, что fn(z) со-
держит подпоследовательность, поточечно сходящуюся на .D



 Поскольку числовая последова-
тельность fn(z1) ограничена, значит, она содержит сходящуюся подпоследовательность fk1(z1). 
Числовая последовательность fk1(z2), в свою очередь, содержит сходящуюся подпоследователь-
ность fk2(z2). Следовательно, функциональная последовательность fk2(z) сходится в точках z1 и z2. 
Последовательность fk2(z3) содержит сходящуюся подпоследовательность fk3(z3). Тогда функцио-
нальная последовательность fk3(z) сходится в точках z1, z2, z3. Продолжим этот процесс неограни-
ченно и выберем диагональную подпоследовательность 11 22( ), ( ), , ( ),  .nnf z f z f z 

 Эта подпо-
следовательность сходится в любой точке ,z Dν ∈ 

 так как все ее члены, начиная с p-го, взяты из 
последовательности fkp(z), сходящейся в точке zp.

3) Покажем, что если функциональная последовательность gn(z) равностепенно непрерывна 
внутри области D и сходится поточечно на множестве ,D D⊂



 всюду плотном в D, то она схо-
дится равномерно внутри D. Фиксируем ε > 0 и компакт .K D⊂  Пользуясь равностепенной не-
прерывностью с помощью прямых, параллельных прямым y ± x, разобьем K на конечное число 
ячеек Kl, ,  1, ,K l Ll =  так, чтобы для любых ,,z z K′ ′′∈  принадлежащих любой ячейке, и любого n∈ 
выполнялось неравенство

( ) ( ) .
3n ng z g z ε′ ′′- ≤

Множество D


 всюду плотно в D, поэтому в каждой ячейке Kl найдется точка .lz D∈


 Так как 
последовательность gn(z) сходится поточечно на ,D



 то найдутся такие , ,n m∈  что

( ) ( ) 1, , , .
3

,m l n l lg z g z n l Lm zε
- ≤ ∀ =∈ ∀

Пусть z – произвольная точка K. Найдется точка zl, лежащая в той же ячейке, что и z. Тогда 
для любых ,n m∈ будем иметь

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .m n m m l m l n l n l ng z g z g z g z g z g z g z g z- ≤ - + - + - ≤ ε

По критерию Коши отсюда заключаем, что последовательность gn(z) сходится равномерно на K.
4) Применяя эти рассуждения к диагональной подпоследовательности fnn(z), получим утверж-

дение теоремы.
h-Аналитичность предельной функции.

О п р е д е л е н и е  7. Пусть 
0

0( ) ( )n k
n k

k
f z d z z

∞

=
= -∑  − последовательность функций, h-анали-

тических в h-круге { }0 .B z z r= - <  Функция fM(z) называется h-аналитической мажорантой для 
последовательности fn(z) в B, если она представима в виде суммы степенного ряда 

0
0( ) ( ) ,M k

k
k

f z M z z
∞

=
= -∑  сходящегося в B и такого, что , .  n

k kd M k n≤ ∀ ∈

Те о р е м а  9. Пусть 
0

0( ) ( )n k
n k

k
f z d z z

∞

=
= -∑  − последовательность функций, h-аналитических 

в h-круге { }0 ,B z z r= - <  имеющая в B h-аналитическую мажоранту. Если для любого k∈ 
существует lim ,n

k kn
d d

→∞
=  то последовательность fn(z) сходится равномерно внутри B к h-анали-

тической функции 
0

0( ) ( ) .k
k

k
f z d z z

∞

=
= -∑
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности будем считать z0 = 0, { }.B z r= <  Пусть 

0
( )M k

k
k

f z M z
∞

=
= ∑  – h-аналитическая мажоранта для fn(z) в B, .z B∗ ∈  Используя свойства степен-

ных рядов, получим оценку

0 0 0
( ) ( ) .

kk k
k k k

k k k
d z d z M z

∞ ∞ ∞
∗ ∗ ∗

= = =
≤ ≤ < ∞∑ ∑ ∑

Отсюда вытекает, что f(z) h-аналитична в B. 
Пусть { }.B z r r′ ′= < = - δ  Имеем z B 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 1 1 2 2

1
( ) ( ) n n n n k n m

n k m mk
m k

f z f z d d d d z d d z d d z d d z
∞

= +
- = - + - + - + + - + - ≤∑

( )2
0 0 1 1 2 2

1
.n n n n k n m

k m mk
m k

d d d d z d d z d d z d d z
∞

= +
≤ - + - + - + + - + -∑

Пусть ε > 0. Выберем k так, чтобы z B′∀ ∈  выполнялось неравенство

( )
1 1

2 .mn m
m m m

m k m k
d d z M z

∞ ∞

= + = +
- ≤ ≤ ε∑ ∑

Фиксируем k и находим такое n0, что 0 ,   1,2, ,n n m k∀ ≥ ∀ =   выполняется .n
m md d- ≤ ε  Тогда 

z B′∀ ∈  при r′ ≠ 1 имеем

 
1

2 2
0 0 1 1 2 2

1 ( )1 ( ) ( ) .
1

k
n n n n k k

kk
rd d d d z d d z d d z r r r
r

                 


 

Отсюда при 0   z Bn n    получаем оценку
11 ( )( ) ( ) 1 .

1

k

n
rf z f z
r

 
      

Если r′ = 1, то ( )( ) ( ) 2 .nf z f z k- ≤ ε +  Таким образом, последовательность fn(z) сходится к f(z) 
равномерно внутри B, что и завершает доказательство теоремы.

Аналог теоремы Витали.
О п р е д е л е н и е  8. Последовательность fn(z) функций, h-аналитических в области ,hD ⊂  

называется компактной в себе в этой области, если любая ее подпоследовательность содержит 
подпоследовательность, равномерно сходящуюся внутри D к h-аналитической функции.

Те о р е м а  10. Пусть последовательность функций fn(z), h-аналитических в области 
,hD ⊂  компактна в себе в этой области и сходится на некоторой последовательности ,kz D∈  

,k∈  такой, что существует lim k
k

z z D
→∞

= ∈  и для любого k∈ разность (zk – z) не является 
делителем нуля. Тогда последовательность fn(z) сходится равномерно внутри D к h-аналитиче-
ской функции.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем две равномерно сходящиеся внутри D подпоследовательности 
( )mnf z′  и ( ),mnf z′′  и пусть lim ( ),  lim ( ) ( ).( )m mm

n n
m

f z ff z z g z
→∞ →

′ ′′
∞

= =  Функции f(z), g(z) h-аналитические 

в D, ( ) .) (   k k kf z g z ∀ ∈=   Из теоремы единственности [4] вытекает, что f(z) и g(z) совпадают во 
всей области D. Таким образом, все равномерно сходящиеся внутри D подпоследовательности 
имеют одну и ту же предельную функцию f(z). Пусть fn(z) не сходится равномерно к f(z) на неко-
тором компакте .K D⊂  Тогда существуют ε0 > 0, подпоследовательность ( )mnf z  и последователь-
ность точек ms K∈  такие, что

 0( ) ( ) ,   1,2,  .mn m mf s f s m- > ε =   (2)
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Подпоследовательность ( )mnf z  содержит подпоследовательность ( ),mnf z


 равномерно сходящую-
ся на K к f(z). Следовательно, существует такое n0, что 0mn n∀ ≥  и z K∀ ∈  выполняется

 0( ) ( ) .mnf z f z- ≤ ε
  (3)

Неравенства (2) и (3) противоречат друг другу. Следовательно, fn(z) сходится к f(z) равномерно на 
любом компакте ,K D⊂  что и доказывает теорему.
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