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КВАЗИКЛАССИЧЕСКАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 
ИНТЕГРАЛОВ, СОДЕРЖАЩИХ ЦЕНТРОБЕЖНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ 

Аннотация. Рассматривается важный для приложений класс функциональных интегралов по условной мере 
Винера: интегралы, которые записываются с помощью функционала действия с членами, соответствующими ки-
нетической и потенциальной энергии. Для указанного класса интегралов разработан подход к квазиклассической 
аппроксимации, который основывается на разложении действия относительно классической траектории. В разложе-
нии действия используются только слагаемые с нулевой и второй степенью. Проводится численный анализ точности 
квазиклассической аппроксимации для функциональных интегралов, содержащих центробежный потенциал. 
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SEMICLASSICAL APPROXIMATION OF FUNCTIONAL INTEGRALS CONTAINING  
THE CENTRIFUGAL POTENTIAL

Abstract. In this paper, we consider the class of functional integrals with respect to the conditional Wiener measure, 
which is important for applications. These integrals are written using the action functional containing terms corresponding to 
kinetic and potential energies. For the considered class of integrals an approach to semiclassical approximation is developed. 
This approach is based on the decomposition of the action with respect to the classical trajectory. In the expansion of the action, 
only terms with degrees zero and two are used. A numerical analysis of the accuracy of the semiclassical approximation for 
functional integrals containing the centrifugal potential is done.  
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Введение. С тех пор как использование функциональных интегралов стало широко распро-
страняться в различных разделах современной физики, невозможно дать полный отчет обо всех 
его приложениях. Отметим широкое применение функциональных интегралов в квантовой ме-
ханике и теории поля [1–7], в теории стохастических дифференциальных уравнений [8–12] и во 
многих других областях [8, 13, 14]. Среди методов приближенного вычисления функциональных 
интегралов можно упомянуть следующие: основанные на дискретизации пространства и вре-
мени [15–17], метод Монте-Карло [18–20], метод приближенного вычисления функциональных 
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интегралов, основанный на использовании приближенных формул, являющихся точными на 
классе функциональных многочленов заданной степени [18, 21–25]. 

В данной работе исследуется квазиклассическая аппроксимация функциональных интегра-
лов. Квазиклассическая аппроксимация, или Вентцеля – Крамерса – Бриллюэна (ВКБ) аппрок-
симация, используется в квантовой механике для приближенного решения одномерного не зави-
сящего от времени уравнения Шредингера с помощью разложения в ряд по степеням постоян-
ной Планка ħ. 

Квазиклассическая аппроксимация используется для вычисления основного вклада в пропа-
гатор для уравнения Шредингера в случае, когда система близка к классическому пределу ħ → 0 
или когда мы имеем дело с туннельными явлениями [9]. 

В [26] рассматривался численный анализ точности квазиклассической аппроксимации 
функциональных интегралов на примере ангармонического осциллятора. При описании ча-
стиц в квантовой механике применяются потенциалы, содержащие переменную в знаменателе, 
например, Coulomb potential ( ) ,cV x

x
-

=  shifted Coulomb potential 1
2( ) ,cV x c

x
-

= +  Kratzer poten-

tial 1 2
32( ) ,c cV x c

xx
= - +  Davidson potential 22

1 2( ) cV x c x
x

= +  и др. [27]. Выражение 2
c

x
 может быть 

истолковано как потенциал отталкивания, возникающий за счет центробежной силы, поэтому 
его обычно называют центробежным потенциалом [28]. Потенциалы указанного вида возника-
ют также при описании функциональными интегралами физических, химических и биологиче-
ских систем, моделируемых одношаговыми процессами [12, 14]. В данной работе рассматривает-
ся численный анализ точности квазиклассической аппроксимации функциональных интегралов, 
содержащих только Davidson potential. 

Квазиклассическая аппроксимация функциональных интегралов. Рассмотрим функцио
нальный интеграл по условной мере Винера на пространстве функций, заданных на отрезке [s,t] 
и удовлетворяющих условиям x(s) = xs, x(t) = xt. Определим важный для приложений класс инте-
гралов по условной мере Винера , :s tx xµ :

( ) ,
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s
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 ħ – параметр, принимающий положительные вещественные

значения.
Функциональный интеграл (1) можно переписать в виде 
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В выражении (2) в показателе экспоненты присутствует член ( )( ) ,V x τ  соответствующий по-
тенциальной энергии, и кинетический член ( )21 ( ) ,

2
x τ  который ранее был включен в меру инте-

грирования. Таким образом, в выражении (2) в показателе экспоненты стоит функционал дей-
ствия; величину ( ) ( )21 ( ) ( )

2
x V xτ + τ  можно рассматривать как лагранжиан системы ( , , ),L x x τ  а ве-
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личину ( , , )
t

s
S L x x d= τ τ∫   – как действие [1]. Интеграл можно интерпретировать как суммирование 

по всем траекториям, соединяющим точки x(s) = xs и x(t) = xt. 
Наибольший вклад в сумму дает классическая траектория xкл, для которой действие экстре-

мально. Классическая траектория находится посредством решения уравнения Эйлера – Лагранжа 

0.d L L
dt x x

∂ ∂  - = ∂ ∂ 

В нашем случае ( ) ( )21( , , ) ( ) ( ) .
2

L x x x V xτ = τ + τ   Следовательно, траектория xкл удовлетворяет 

уравнению 

	  кл кл( ) ( ) 0.x V x    	 (3)

Приближенные значения функции xкл(τ), s ≤ τ ≤ t, можно найти, решая уравнение (3) с помо-
щью метода сеток для нелинейных граничных задач [29]. 

В квазиклассической аппроксимации используется разложение действия S относительно 
классической траектории xкл: 
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где y = δx, x = xкл + δx. После замены переменных y y=   получим 
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То есть при малых ħ в разложении действия можно оставить только слагаемые с нулевой и вто-

рой степенью по ,y  так как они содержат ħ–1 и ħ0, а слагаемое с 3( )O y  содержит 
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 можно записать в виде 
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Для рассматриваемого случая ( ) ( )
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′′Λ = - +

Таким образом, интеграл (2) запишется в виде 
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где интегрирование выполняется по траекториям y = δx, удовлетворяющим условиям
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Чтобы вычислить интеграл в (4), используем разложение 

1
,j j

j
y a u

∞

=
= ∑

где функции uj являются собственными функциями оператора Λ с собственными значениями λj.
Тогда интеграл в (4) запишется в виде 
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где J – якобиан перехода от переменной y к переменной a, 
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Так как якобиан J инвариантен относительно операторов Λ [1], то 
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λfree,j – собственные значения оператора 
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Для свободного оператора Λfree можно вычислить Kfree, а именно: 
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Следовательно, 
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Таким образом, из соотношений (5), (6) следует, что интеграл (4) записывается в виде
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Из равенства 
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следует, что S[xкл(τ)] можно записать в виде

	
     кл кл кл кл кл кл кл кл
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 
  

	
(8)

Тогда приближенное значение S[xкл(τ)] можно получить, заменяя в представлении (8) классиче-
скую траекторию xкл численным решением уравнения (3) методом сеток.
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ным оператором с матрицей Λ размерности (N – 1) × (N – 1), получающейся в результате аппрок-
симации второй производной в узле tj выражением 2
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free 2

2 1 0 0
1 2 1 0

1 .0 1 2 0

0 0 0 2

t

- 
 - - 
 Λ = -
 ∆
 
 
 







    


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Таким образом, зная приближенные значения для S[xкл(τ)], free,
1

j
j

∞

=
λ∏  и 

1
,j

j

∞

=
λ∏  из равенства (7) 

получаем приближенное значение функционального интеграла (1). 
Численные результаты. В данном разделе рассмотрим численный анализ точности ква-

зиклассической аппроксимации функциональных интегралов на примере интегралов, содержа-

щих Davidson potential 22
1 2( ) .cV x c x

x
= +  В этом случае функциональный интеграл имеет вид 
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
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1 2( ) cV x c x

x
= +  при x > 0, V(x) = +∞ при x < 0. 

Лагранжиан имеет вид ( ) ( )21( , , ) ( ) ( ) .
2

L x x x V xτ = τ + τ   Из (3) следует, что уравнение для клас-

сической траектории записывается в виде 

2
кл 1 кл 3

кл

2( ) 2 ( ) 0.
( )
cx c x

x
    




Из (8) следует, что 
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Рис. 1. Приближенные и точные значения Kt–s(x,x) при ħ = 1, 0 < x ≤ 4

Fig. 1. The approximate and exact values of Kt–s(x,x) at ħ = 1, 0 < x ≤ 4

Рис. 2. Приближенные и точные значения Kt–s(x,x) при 1 ,
8

=  0 < x ≤ 2 

Fig. 2. The approximate and exact values of Kt–s(x,x) at 1 ,
8

=  0 < x ≤ 2

 2
кл кл кл кл кл2

кл

2 1[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) .
2( )

t

s

cS x d x t x t x s x s
x

    


  

При вычислении 
1

j
j

∞

=
λ∏  воспользуемся тем, что 

2 2
2

12 2 4
кл

62 .
( )

d d cV c
dt dt x t

       

Вычислив приближенные значения для S[xкл(τ)], free,
1

j
j

∞

=
λ∏  и 

1
,j

j

∞

=
λ∏  из равенства (7) получаем 

приближенное значение функционального интеграла ( , ).t s s tK x x-

При s = 0, t = 1, xs = xt = x, 1 2
1 5,  
2 32

c c= =  (для 2
5

32
c =  можно воспользоваться ранее вычис-

ленными точными значениями интеграла), ħ = 1, 0 < x ≤ 4 на рис. 1 приведены приближенные 
и точные значения Kt–s(x,x). 

При s = 0, t = 1, xs = xt = x, 1 2
1 5 1,  ,  ,
2 32 8

c c= = =  0 < x ≤ 2 на рис. 2 приведены приближенные 

и точные значения Kt–s(x,x).
Точные значения для функционального интеграла получены с помощью замены переменных 

x y=   и формулы [30–32] 
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3 2
2 ,2( , ) exp ( ) ( )

( ) s t

t
s t y y

s

cK y y c y d d y
y

   = - + τ τ µ =   τ   
∫ ∫

 

( )2 2exp cth ( ) ,
4 22sh ( ) 2sh ( )

2 2

s t s t
s t

y y y yy y t s I
t s t s

µ

 
 γ  γ γ γ   = - + -  γ γ      - -        

где 2 3
18 ,  1 8 ,  
2

c c Iµγ = µ = +  – модифицированная функция Бесселя порядка μ. 

Заключение. Таким образом, разработан подход к квазиклассической аппроксимации функ-
циональных интегралов и на основе вычислительных экспериментов проведен анализ точности 
квазиклассической аппроксимации. Для численного анализа использовано сравнение прибли-
женных значений, полученных с помощью квазиклассической аппроксимации, с точными зна-
чениями. Из численных результатов, приведенных на рис. 1 и 2 и в работе [26], следует, что 
с помощью квазиклассической аппроксимации получаются хорошие приближенные значения 
для функциональных интегралов с различными функционалами. При уменьшении ħ точность 
аппроксимации увеличивается, однако квазиклассическая аппроксимация хорошо приближает 
функциональный интеграл не только при малых значениях ħ.
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