
      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2023. T. 59, № 1. С. 7–17 7

ISSN 1561-2430 (Print)
ISSN 2524-2415 (Online)

МАТЕМАТИКА
MATHEMATICS

УДК 512.542 Поступила в редакцию 25.08.2022 
https://doi.org/10.29235/1561-2430-2023-59-1-7-17 Received 25.08.2022 

Н. Н. Воробьев*

Витебский государственный университет имени П. М. Машерова, Витебск, Республика Беларусь

О МОДУЛЯРНОСТИ РЕШЕТКИ БЭРОВСКИХ σ-ЛОКАЛЬНЫХ ФОРМАЦИЙ

Аннотация. Все рассматриваемые группы конечны. Формацией называется класс групп, замкнутый относи-
тельно взятия гомоморфных образов и подпрямых произведений. Символом σ обозначают некоторое разбиение мно-
жества всех простых чисел. В работе В. Г. Сафонова, И. Н. Сафоновой, А. Н. Скибы (Commun. Algebra. 2020. Vol. 48, 
№ 9. P. 4002–4012) определена обобщенная формационная σ-функция как отображение f : σ È {Ø} → {формации 
групп}, где f(Ø) ≠ ∅. При помощи обобщенной формационной σ-функции определены обобщенно локальные фор-
мации – так называемые бэровские σ-локальные формации. Множество всех таких формаций образует решетку по 
включению. В настоящей работе установлены свойства алгебраичности и модулярности этой решетки.
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ON THE MODULARITY OF THE LATTICE OF BAER-σ-LOCAL FORMATIONS

Abstract. Throughout this paper, all groups are finite. A group class closed under taking homomorphic images and 
finite subdirect products is called a formation. The symbol σ denotes some partition of the set of all primes. V. G. Safonov, 
I. N. Safonova, A. N. Skiba (Commun. Algebra. 2020. Vol. 48, № 9. P. 4002–4012) defined a generalized formation σ-function. 
Any function f of the form f : σ È {Ø} → {formations of groups}, where f(Ø) ≠ ∅, is called a generalized formation σ-function. 
Generally local formations or so-called Baer-σ-local formations are defined by means of generalized formation σ-functions. 
The set of all such formations partially ordered by set inclusion is a lattice. In this paper it is proved that the lattice of all Baer-
σ-local formations is algebraic and modular.
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Введение. В работе рассматриваются только конечные группы. Мы будем использовать 
стандартную терминологию, принятую в [1–7].

Следуя Л. А. Шеметкову [1], символом σ будем обозначать некоторое разбиение множества 
всех простых чисел ℙ, т. е. σ = {σi | i ∈ I}, где ℙ = Èi∈Iσi и σi I σj = ∅ для всех i ≠ j; Π ⊆ σ и Π′ = σ \ Π.  
Если n – натуральное число, то символ π(n) обозначает множество всех его простых делителей; 
σ(n) обозначает множество {σi | σi I π(n) ≠ ∅}; σ(G) = σ(|G|) и σ(F) = ÈG ∈ F σ(G); σ+(G) = {σi | G об-
ладает главным фактором H/K таким, что σ(H/K) = {σi}}, σ+(F) = ÈG∈ Fσ+(G). 
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Группа G называется: σ-примарной [7], если G является σi-группой для некоторого i; σ-раз-
решимой [7], если G = 1 или G ≠ 1 и каждый главный фактор группы G является σ-примар-
ным. Главный фактор H/K группы G называется: σ-центральным в группе G, если (H/K) ⋊ 
( )( )/ /GG C H K  является σ-примарным; σi-фактором, если H/K является σi-группой. Группа G 
называется обобщенной {σi}-нильпотентной, если каждый главный σi-фактор группы G явля-
ется σ-центральным. Символ { }( )igF Gs  обозначает произведение всех нормальных обобщен-
ных {σi}-нильпотентных подгрупп группы G, символ ( )iO Gs  – произведение всех нормальных 
σi-подгрупп группы G и символ Rσ(G) – произведение всех нормальных σ-разрешимых подгрупп 
группы G. 

Формацией называется класс групп, замкнутый относительно взятия гомоморфных образов 
и подпрямых произведений. Напомним определение бэровской σ-локальной формации, введен-
ное в [7] в ходе разработки методов изучения σ-свойств групп [8–11].

Всякая функция f вида

f : σ È {Ø} → {формации групп},

где f(Ø) ≠ ∅, называется обобщенной формационной σ-функцией (см. [7]), и полагают

 { }  / (Ø) и  д .( ля ) | ( ) / ( ) ( ) (хе )всig i iBLF f G G R G f GG F G f


      

Если формация F такова, что F = BLFσ( f ) для некоторой обобщенной формационной σ-функ-
ции f, то F называют бэровской σ-локальной формацией с обобщенным σ-локальным заданием f 
(см. [7]).

Относительно включения ⊆ множество всех бэровских σ-локальных формаций cs образует 
полную решетку (см. лемму 5).

Напомним, что решетка L называется модулярной [12], если для любых x, y, z ∈ L имеет место 
импликация

x m y Þ x ∨ (y ∧ z) = y ∧ (x ∨ z),

называемая модулярным законом.
В 1986 г. А. Н. Скибой [13] установлено, что решетка всех (локальных) формаций модулярна. 

Этот результат получил развитие во многих направлениях исследований. Одно из них посвяще-
но поиску модулярных и дистрибутивных решеток классов. В частности, были найдены серии 
модулярных и дистрибутивных решеток формаций групп (см. [3, 4, 6, 13–29]). В настоящей рабо-
те установлено, что решетка всех бэровских σ-локальных формаций модулярна.

Другим естественным направлением исследований стал поиск алгебраических решеток клас-
сов. Элемент c полной решетки L называется компактным [12], если для любого подмножества 
X ⊆ L из неравенства c m supLX вытекает существование конечного подмножества X0 ⊆ X такого, 
что c m supLX0. Полная решетка называется алгебраической, если каждый ее элемент представим 
как точная верхняя грань некоторого множества компактных элементов.

Отметим, что вопрос об алгебраичности решетки всех насыщенных формаций конеч-
ных групп был впервые поставлен Б. И. Плоткиным в 1984 г. на XVIII Всесоюзной алгебра-
ической конференции (г. Москва) во время обсуждения совместного доклада Л. А. Шеметкова 
и А. Н. Скибы «Алгебра классов конечных групп». Такая задача была решена А. Н. Скибой в мо-
нографии [3]. В дальнейшем были найдены другие бесконечные серии алгебраических решеток 
формаций и описаны их компактные элементы (см., напр., [21, 24, 30–35]). В настоящей работе 
доказана алгебраичность решетки всех бэровских σ-локальных формаций.

Предварительные сведения. Для любых двух классов групп M и H будем писать

M ∨σ H = cσform(M È H).

Если m и h – обобщенные формационные σ-функции, то m ∨ h – такая обобщенная формацион-
ная σ-функция, что
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(m ∨ h)(si) = m(si) ∨ h(si)

для всех i. Символом m ∩ h обозначают такую обобщенную формационную σ-функцию, что

( )( ) ( ) ( ) s=s s i i im h m h

для всех i.
Л е м м а  1 [7, предложение 2.7]. Пусть f и h – обобщенные формационные σ-функции такие, 

что F = BLFσ( f ) = BLFσ(h), и пусть Π = σ+(F). Тогда:
1) если si ∈ Π, то

( ) ( )( ) ( ) ;i ii if hs ss = s ⊆G F G F F 

2) F = BLFσ(F), где F – обобщенная формационная σ-функция такая, что F(Ø) = F и 

( )( ) ( )ii iF fss = s ⊆G F F

для всех si ∈ Π.
Обобщенная формационная σ-функция f называется внутренней [7], если f(а) ⊆ BLFσ( f ) для 

всех а ∈ σ È {Ø}.
Л е м м а  2 [36, лемма 3]. Если j

j J∈
F = F



 и Fj = BLFσ( fj) для всех j ∈ J, то F = BLFσ( f ), где

( ) ( )Ø Øj
j J

f f
∈

=


 и ( ) ( )i j i
j J

f f
∈

s = s


 для всех ( ) ( )i j
j J

+ +

∈
s ∈s = sF F



 и f(σi) = ∅ для всех

σi ∈ σ \ σ+(F). Кроме того, если fj – внутреннее обобщенное σ-локальное задание формации Fj для 
всех j ∈ J, то f также является внутренним обобщенным σ-локальным заданием формации F.

Пусть { fj | j ∈ J} – набор всех обобщенных σ-локальных заданий формации F. В силу леммы 2 
j

j J
f f

∈
=


 – обобщенное σ-локальное задание формации F, называемое наименьшим (см. [5, 6]), 

такое, что ( ) ( )j
j J

f a f a
∈

=


 для всех a ∈ σi È {Ø} по всем i.

Л е м м а  3 [36, теорема]. Пусть X – некоторая непустая совокупность групп, F = cσform(X) = 
= BLFσ( f ), где f – наименьшее обобщенное σ-локальное задание формации F, и пусть Π = σ+(X). 
Тогда справедливы следующие утверждения:

1) Π = σ+(F);
2) f(Ø) = form(G/Rσ(G) | G ∈ X);
3) ( ) ( ){ } { }( ) form / ( ) | form / ( ) |s ss = ∈ = ∈i ig gf G F G G G F G Gi X F

для всех σi ∈ Π и f(σi) = ∅ для всех σi ∈ Π′;
4) если h – произвольное обобщенное σ-локальное задание формации F, то для всех σi ∈ Π име-

ет место ( )( ) form | ( ) ( ) 1ii if G G h O Gss = ∈ s =F,
 и ( )(Ø)  form  (Ø)  ,   1 .| ( )f G G h R Gs= ∈ =F

Из леммы 3 вытекает
Л е м м а  4 [36, следствие 1]. Пусть fi – наименьшее обобщенное σ-локальное задание форма-

ции Fi, i = 1, 2. Тогда и только тогда F1 ⊆ F2, когда f1 m f2.
Л е м м а  5 [7, предложение 1.2]. Пусть F = BLFσ( f ) и Π = Supp( f ). Тогда:
1) Π = σ+(F);
2) G ∈ F тогда и только тогда, когда G ∈ Sσ f(Ø) и { } ( )ig iG fs∈ sG  для всех σi ∈ σ+(G);

3) { } ( ) ( ), если ;

( ), есл

Ø

Ø и ;

ig if f

f





 




  
    

 
  





 



G G S
F =

G S

4) F – непустая формация.
Мы используем +ΠG  для обозначения класса всех групп G таких, что σ+(G) ⊆ Π ⊆ σ. Класс 

всех обобщенных {σi}-нильпотентных групп обозначают через { },igsG  а класс всех σ-разреши-
мых групп – через .sS  Если f – обобщенная формационная σ-функция, то символ Supp( f ) обо-
значает суппорт функции f, т. е. множество всех σi таких, что f(σi) ≠ ∅.
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Л е м м а  6 [7, предложение 2.2]. Класс всех σi-нильпотентных групп isG  и класс всех обоб-
щенных {σi}-нильпотентных групп { }igsG  являются формациями Фиттинга.

З а м е ч а н и е. Класс +ΠG  является бэровской σ-локальной формацией.
Действительно, пусть f – обобщенная формационная σ-функция такая, что

, если ;

( ) , если ;
,ес и .л Ø

i

i

a

f a a
a









  
    
 



G

G

Тогда, согласно утверждению 3) леммы 5,

{ } , если Supp( ) ;
( )

, если Supp( ) .

i
i

g f
BLF f

f

  

 

   
 

 

  
  

   
 

 



G G G S G

G S G

Так как по лемме 6 { },igsG  Sσ и +ΠG  – формации, то 

{ } { }i i
i i

g g+ + + + + + +s s s sΠ Π Π Π Π Π Π
s ∈Π s ∈Π

   
= =   

   
G G G S G G G G S G G   

 

 

при Supp( f ) ≠ ∅ и 

+ + +sΠ Π Π=G S G G

при Supp( f ) = ∅. Таким образом, +ΠG  является бэровской σ-локальной формацией. Утверждение 
доказано.

Л е м м а  7. Совокупность всех бэровских σ-локальных формаций Cs является полной решет-
кой формаций, в которой наибольшим элементом является класс всех групп G,  а для произволь-
ного множества бэровских σ-локальных формаций } { |j j J∈F

( | )s

∈
∧ ∈ =

j j
j J

j JF F

– точная нижняя грань и

( | ) forms s

∈

 
∨ ∈ =  

 
j j
j J

j J cF F

 

– точная верхняя грань множества } { |j j J∈F  в решетке Cs.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что совокупность всех бэровских σ-локальных формаций Cs 

частично упорядочена относительно включения ⊆. Покажем сначала, что такое частично упоря-
доченное множество является решеткой.

Пусть {Fj | j ∈ J} – произвольное непустое множество бэровских σ-локальных формаций и fj – 
внутреннее обобщенное σ-локальное задание формации Fj, j ∈ J. Пусть 

.j
j J∈

F = F


Тогда, согласно лемме 2, F = BLFσ( f ), где f – такое обобщенное σ-локальное задание, что 

( ) ( ),     ( ) ( )Ø Øj i j i
j J j J

f f f f
∈ ∈

= s = s
 
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для всех ( ) ( )i j
j J

+ +

∈
s ∈s = sF F



 и f(σi) = ∅ для всех σi ∈ σ \ σ+(F); и тем самым F – бэровская 

σ-локальная формация, т. е. ( | ) .j j
j J

j Js

∈
= ∧ ∈ =F F F



 Значит, 

.( | )j j
j J

j J ss

∈
∧ ∈ = ∈F F


C

Поэтому 

( | )j j
j J

j Js

∈
∧ ∈ =F F



– точная нижняя грань множества {Fj | j ∈ J} в Cs. Как отмечено выше,

.( | ) formj j
j J

j J cs s

∈

s 
∨ ∈ = ∈ 

 
F F


C

Поэтому 

( | ) formj j
j J

j J cs s

∈

 
∨ ∈ =  

 
F F



– точная верхняя грань множества {Fj | j ∈ J} в Cs.
Итак, совокупность всех бэровских σ-локальных формаций Cs является решеткой. Отметим 

также, что, согласно замечанию, класс всех групп G является бэровской σ-локальной формацией. 
Поэтому формация G является наибольшим элементом решетки Cs.

Таким образом, Cs – полная решетка формаций, в которой наибольший элемент – формация 
всех групп G. Лемма 7 доказана.

Л е м м а  8. Пусть Fj = BLFs( fj), где fj – внутреннее обобщенное σ-локальное задание форма-
ции Fj, j = 1, 2. Тогда

F = F1 ∨
s F2 = BLFs( f ),

где f = f1 ∨ f2 – внутреннее обобщенное σ-локальное задание формации F.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть hj – наименьшее обобщенное σ-локальное задание формации Fj 

и пусть Fj – каноническое обобщенное σ-локальное задание формации Fj, j = 1, 2. Пусть h – наи-
меньшее обобщенное σ-локальное задание формации F и пусть F – каноническое обобщенное 
σ-локальное задание формации F. Тогда по утверждению 2) леммы 1 и лемме 3 для каждого i 
имеет место

hj(Ø) ⊆ fj(Ø) ⊆ Fj(Ø) = Fj,     hj(σi) ⊆ fj(σi) ⊆ Fj(σi).

Кроме того, согласно утверждению 2) леммы 1 и лемме 3, имеет место

( ) ( ) ( )( )1 2 1 2Ø   form /       form( ) ( ) | ( ) | ( )  |/     /    s s s= ∈ = ∈ ∈ = h G R G G G R G G G R G GF F F F  
( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 form form /      form /      form Ø  ( ) | ( ) | ( ) ( ) (   Ø ) Øs s= ∈ ∈ = ⊆ ⊆ G R G G R G G h hG fF F  

( )1 2form Ø   Ø  ;Ø( ) (    ( ) ( ) )Ø  s s⊆ = = =i ih h h FG G F

      
      

 

{ } 1 2 { } 1 { } 2

{ } 1 { } 2 1 2

1 2

( ) form / ( ) | form / ( ) | / ( ) |

= form form / ( ) | form / ( ) | form ( ) ( ) ( )

form ( ) ( ) ( ) ( ).

i i i

i i

i i

i g g g

g g i i i

i i i i

h G F G G G F G G G F G G

G F G G G F G G h h f

h h h F

  

 

 

      

       

      

 

 



F F F F

F F

G G
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Таким образом,

h(Ø) ⊆ f(Ø) ⊆ F(Ø),       h(σi) ⊆ f(σi) ⊆ F(σi)

для всех i. Значит, h m f m F. Следовательно, F = BLFs( f ). Лемма 8 доказана.
Л е м м а  9. Пусть fj – наименьшее обобщенное σ-локальное задание бэровской σ-локальной 

формации Fj, где j ∈ J. Тогда ∨( fj | j ∈ J) – наименьшее обобщенное σ-локальное задание форма-
ции F = ∨s(Fj | j ∈ J).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

( ) ( ),j j
j J j J

+ + +

∈ ∈

 
Π = s = s = s  

 
F F F

 

f = ∨( fj | j ∈ J) и h – наименьшее обобщенное σ-локальное задание формации F. Покажем, что 
f = h.

Пусть σi ∈ σ \ Π для некоторого i. Тогда по лемме 3 для любого j ∈ J имеет место h(σi) = ∅ 
и fj(σi) = ∅. Значит, f(σi) = ∅.

Пусть σi ∈ Π. Тогда найдется такое j ∈ J, что fj(σi) ≠ ∅. Значит, согласно лемме 3, имеет место

( )

( )

{ } { }( ) form / ( ) | form form / ( ) |

=form ( ) ( | ) ( ) ( ).

s s
∈ ∈

∈

   
s = ∈ = ∈ =   

   
 

s = ∨ ∈ s = s 
 

 



i ii g j g j
j J j J

j i j i i
j J

h G F G G G F G G

f f j J f

F� F

Кроме того, согласно лемме 3, имеем

( )

( )

( ) form / ( ) | form form / ( ) |

form ( ) ( | ) ( ) ( ).

Ø

Ø Ø Ø

s s
∈ ∈

∈

   
= ∈ = ∈ =   

   
 

= = ∨ ∈ = 
 

 



j j
j J j J

j j
j J

h G R G G G R G G

f f j J f

F F

Следовательно, f = h. Таким образом, h = ∨( fj | j ∈ J) – наименьшее обобщенное σ-локальное зада-
ние формации F = ∨s(Fj | j ∈ J). Лемма 9 доказана.

Л е м м а  10 [37, лемма 4.1]. Если решетка формаций Q является алгебраической, то ее ком-
пактными элементами являются в точности однопорожденные формации из Q.

Основной результат.
Те о р е м а. Решетка всех бэровских σ-локальных формаций Cs является полной, алгебраи-

ческой, модулярной, в которой для произвольного множества бэровских σ-локальных формаций 
{Fj | j ∈ J}

( | )s

∈
∧ ∈ =

j j
j J

j JF F

– точная нижняя грань и

( | ) forms s

∈

 
∨ ∈ =  

 
j j
j J

j J cF F

– точная верхняя грань множества {Fj | j ∈ J} в решетке Cs.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 7, остается показать, что решетка Cs модулярна и алге-

браична. Докажем сначала, что решетка Cs модулярна. Пусть Fj = BLFs( fj) – бэровская σ-локаль-
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ная формация; j = 1, 2, 3, где F2 ⊆ F1 и fj – наименьшее обобщенное σ-локальное задание форма-
ции Fj. Покажем, что

 F1 I (F2 ∨
s  F3) = F2 ∨

s  (F1 I F3). (*)

Заметим, что обобщенные σ-локальные задания f1, f2, f3 являются внутренними и по лемме 4 
f2(Ø) ⊆ f1(Ø), f2(σi) ⊆ f1(σi) для всех i. Следовательно, по лемме 8 обобщенное σ-локальное задание 
f2 ∨ f3 является внутренним и

F2 ∨
s  F3 = BLFs( f2 ∨ f3).

Значит, по лемме 2

 1 2 3 1 2 3       .( ) ( )BLF f f f
   F F F

Аналогично, применяя лемму 2 и лемму 8, можно показать, что

 2 1 3 2 1 3 .( ) (         )BLF f f f
   F F F

Поскольку, согласно [13], решетка всех формаций модулярна, то для любого i 

( ) ( )1 2 3 2 1 3Ø   Ø   Ø  ,Ø( ) ( ) ( ) (Ø    )  Ø( ) ( )∨ = ∨ f f f f f f

( ) ( )1 2 3 2 1 3          .( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s ∨ s = s ∨ s s i i i i i if f f f f f

Следовательно,

1 2 3 2 1 3         ( ) ( ).∨ = ∨ f f f f f f

Таким образом, справедливо равенство (*). Итак, решетка всех бэровских σ-локальных фор-
маций Cs модулярна.

Докажем теперь, что решетка Cs алгебраична. Покажем прежде, что любая бэровская σ-ло-
кальная формация F является решеточным объединением (в решетке Cs) своих однопорожден-
ных бэровских σ-локальных подформаций Fj = csform(Gj), где j ∈ J.

Пусть form .j
j J

cs
∈

 
 
 

H= F


 Докажем, что F = H. Пусть G ∈ F. Тогда form( )G c G  

formj j
j J j J

c
 

 
   

 
 F F H. Следовательно, F ⊆ H.

Обратно. Так как Fj ⊆ F, то j
j J∈

⊆F F.


 Следовательно, H ⊆ F. Таким образом, F = H.

Докажем, что каждая однопорожденная бэровская σ-локальная формация F = csform(G) явля-
ется компактным элементом в решетке Cs. Пусть

( | ) forms s

∈

 
⊆ ∨ ∈ =  

 
j j
j J

j J cF M= F F

для некоторого множества {Fj | j ∈ J} ⊆ Cs.
Пусть fj – наименьшее обобщенное σ-локальное задание формации Fj для всех j, f – наимень-

шее обобщенное σ-локальное задание формации F и m – наименьшее обобщенное σ-локальное 
задание формации M. Пусть σi ∈ σ+(G). Тогда по лемме 3

 
 { }

form / ( ) , если
( )

form / ( ) , ес

Ø

и .

,

лig i

G R G a
f a

G F G a




  
 
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Так как F ⊆ M, то ввиду леммы 4 имеем f m m. По лемме 9 имеет место m = ∨( fj | j ∈ J), поэтому

( )( ) ( ) ( | ) ( ) form ( ) ,Ø Ø Ø Ø
∈

 
⊆ = ∨ ∈ =  

 
j j
j J

f m f j J f
 

( )( ) ( ) ( | ) ( ) form ( ) .
∈

 
s ⊆ s = ∨ ∈ s = s 

 
i i j i j i
j J

f m f j J f

Так как, согласно [4, теорема 4], решетка всех формаций алгебраична и формации f(Ø) и f(σi) од-
нопорожденные, то найдутся такие индексы j1, ..., jt; k1, ..., kr ∈ J, что

1/ ( ) ( ) ( ) ( ;Ø Ø Ø)tj jG R G f f fs ∈ ⊆ ∨ ∨

1{ }/ ( ) ( ) ( ) ( ).i rg i k i k iG F G f f fs ∈ s ⊆ s ∨ ∨ s

Поскольку множество σ+(G) конечно, то из последнего вытекает, что

1 1 .t rj j k kG s s s s s∈ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨F F F F 

Следовательно,

1 1 .t rj j k k
s s s s s⊆ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨F F F F F 

Итак, решетка всех бэровских σ-локальных формаций Cs является алгебраической. Ввиду 
леммы 10 компактными элементами решетки Cs являются в точности однопорожденные бэров-
ские σ-локальные формации из Cs. Теорема доказана.

В случае, когда { }1 {2} , ,{3},s = s = …  из теоремы получаем
С л е д с т в и е (см. [4, теорема 4]). Решетка всех бэровских локальных формаций C является 

полной, алгебраической, модулярной, в которой для произвольного множества бэровских локаль-
ных формаций {Fj | j ∈ J}

( | )
∈

∧ ∈ =
j j
j J

j JF F

– точная нижняя грань и

( | ) formс
j j

j J
j J c



 
    

 
F F

– точная верхняя грань множества {Fj | j ∈ J} в решетке C.
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